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Resumo 

 

Esta tese apresenta duas metodologias de síntese automática de redes neurais artificiais com 

conexões à frente arbitrárias, com a proposição da arquitetura via computação evolutiva ou 

via um método construtivo, enquanto que os pesos sinápticos são definidos por técnicas de 

otimização não-linear. O processo de treinamento supervisionado visa parcimônia do 

modelo e máxima capacidade de generalização. Quando comparada a iniciativas similares 

encontradas na literatura, a versão construtiva da metodologia, denominada CoACFNNA, 

inova também ao permitir a síntese de arquiteturas mais flexíveis, com capacidade de 

mapeamento linear e não-linear, e ao promover baixo custo computacional. Este algoritmo 

construtivo parte de uma rede neural mínima, toma decisões de inserção/poda baseadas em 

análise de sensibilidade e em índices de informação mútua, relaxa o erro de treinamento 

para evitar convergência prematura e ajusta os pesos sinápticos via um método quasi-

Newton com escalonamento automático. Estudos comparativos envolvendo abordagens 

alternativas baseadas em redes neurais, tais como MLPs, mistura heterogênea de 

especialistas, Cascade Correlation e a EPNet, baseada em programação evolutiva, indicam 

que a metodologia é promissora, tendo sido aplicada junto a problemas artificiais e reais, de 

classificação e de regressão. 
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Abstract 

 

This thesis presents two methodologies for the automatic synthesis of artificial neural 

networks with arbitrary feed-forward connections, with the proposition of the architecture 

based on evolutionary computation and on a constructive method, whereas the synaptic 

weights are defined by nonlinear optimization techniques. The supervised learning process 

aims at parsimony of the model and maximum generalization capability. When compared 

to similar approaches in the literature, the constructive version of the methodology, denoted 

CoACFNNA, innovates also by allowing the synthesis of more flexible architectures, with 

linear and nonlinear mapping capability, and by promoting low computational cost. This 

constructive algorithm starts with a minimum neural network, takes decisions of 

insertion/pruning based on sensitivity analysis and also mutual information indices, relaxes 

the training error to avoid premature convergence, and adjusts the synaptic weights by 

means of a quasi-Newton method with automatic scaling. Comparative studies involving 

alternative approaches based on neural networks, such as MLPs, mixture of heterogeneous 

experts, cascade correlation and the EPNet, based on evolutionary programming, indicate 

that the proposal is promising, being applied to artificial and real problems, for 

classification and regression. 
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treinamento χ  e ao conjunto de todos os parâmetros a ajustar Θ . 

S : Representa uma série temporal. 

S : Representa  a função de correlação a ser maximizada no CasCorr. 

MI : Representa o resultado do cálculo da informação mútua. 

SEr : Taxa de relaxamento do erro (slack error rate). 

SEr_min : SEr mínimo. 

SEr_max : SEr máximo. 
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Capítulo 1 

Introdução 

 

As redes neurais artificiais apresentaram grande destaque a partir de meados da década 

1981-1990 e continuam a exercer um papel relevante em tarefas de classificação e 

regressão a partir de treinamento supervisionado (CHERKASSKY & MULIER, 2007), assim 

como em aplicações envolvendo agrupamento de dados a partir de treinamento não-

supervisionado (KOHONEN, 1989) e até na solução de problemas de otimização (JOYA et al., 

1997). No contexto de treinamento supervisionado, pode-se atribuir o sucesso das redes 

neurais à sua flexibilidade de síntese de mapeamentos multidimensionais não-lineares de 

entrada-saída, refletida em sua capacidade de aproximação universal (HORNIK et al., 1989; 

HAYKIN, 2008). 

No entanto, a propriedade de aproximação universal é apenas de natureza existencial, 

não fornecendo um mecanismo sistemático de se chegar à rede neural mais indicada em 

cada aplicação. Além de desafios associados ao processo de otimização de parâmetros e 

estrutura da rede neural durante a etapa de treinamento supervisionado, um outro desafio 

está associado à capacidade de generalização da rede neural. Em virtude do processo de 

treinamento supervisionado se dar com base em um conjunto finito e possivelmente ruidoso 

de dados observados, é necessário controlar a flexibilidade do mapeamento resultante, de 

modo que este não seja mais complexo do que o necessário para maximizar o desempenho 

no treinamento (GEMAN et al., 1992; RAVIV & INTRATOR, 1999). 

Esta tese procura abordar simultaneamente esses dois desafios no projeto de redes 

neurais artificiais a partir de treinamento supervisionado, ao propor mecanismos que 

buscam definir automaticamente parâmetros e estrutura da rede neural, assim como buscam 
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maximizar a capacidade de generalização. O estudo se restringe ao projeto de redes neurais 

que apresentam apenas conexões à frente (feedforward). 

Inicialmente, é proposta uma abordagem evolutiva para a otimização da estrutura da 

rede neural, similar a outras abordagens da literatura (YAO & LIU, 1997), visando explorar 

o espaço de busca contendo todas as arquiteturas possíveis de redes neurais com conexões à 

frente, havendo apenas um limite máximo de neurônios por camada e de camadas. Embora 

se caracterize como uma abordagem capaz de produzir bons resultados, o excessivo custo 

computacional associado à exploração do referido espaço de busca por uma população de 

soluções candidatas, e também a necessidade de se lidar com o problema da permutação, 

caracterizado pelo fato de que certos indivíduos, embora possuam representações diferentes 

dentro da população, possuem graus de aptidão iguais quando avaliados, cria dificuldades 

para se sustentar a abordagem evolutiva. 

Isso levou à proposição de um método construtivo inédito para treinamento 

supervisionado, voltado para a síntese de redes neurais artificiais com conexões à frente 

arbitrárias (ACFNNs, do inglês Arbitrarily Connected Feedforward Neural Networks), 

tanto no contexto de classificação como de regressão, em treinamento supervisionado a 

partir de dados amostrados. O algoritmo foi denominado CoACFNNA (do inglês 

Constructive ACFNN Algorithm). 

Comparado à abordagem evolutiva, o custo computacional desta nova proposta 

construtiva é significativamente mais baixo, além de conduzir a desempenhos melhores das 

redes neurais obtidas. A explicação para o custo mais baixo está no fato de o CoACFNNA 

sempre trabalhar com uma única rede neural, e não com uma população de redes neurais 

candidatas, como é feito na abordagem evolutiva. E comparada a outras abordagens 

construtivas da literatura, como Cascade Correlation (FAHLMAN & LEBIERE, 1990), esta 

nova proposta não só implementa mecanismos mais elaborados de tomada de decisão 

(inserção ou remoção de neurônios e/ou conexões), baseada em índices derivados de teoria 

de informação e em análise de sensibilidade a variações locais, como também permite a 

obtenção de arquiteturas menos restritas e, portanto, com uma maior capacidade de 

responder às demandas intrínsecas da aplicação. O CoACFNNA conta com um mecanismo 
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que permite controlar a convergência propondo uma estratégia de relaxação do erro de 

treinamento, visando inicialmente explorar o espaço de possibilidades e, posteriormente, 

permitindo refinar a solução final. 

Além disso, as arquiteturas resultantes são bem menos restritas que as tradicionais redes 

neurais do tipo perceptron de múltiplas camadas (MLP, do inglês Multi-Layer Perceptron) 

(RUMELHART & MCCLELLAND, 1986), e partem sempre de uma configuração inicial sem 

camadas ocultas, seguida da inserção sequencial de neurônios e conexões, incluindo 

também etapas de poda. Ainda comparado ao treinamento de uma MLP, será mostrado que 

esta maior flexibilidade da arquitetura resultante, embora esteja associada a um processo de 

treinamento mais elaborado, conduz a um melhor desempenho em termos de generalização 

e a arquiteturas comparativamente mais parcimoniosas. 

A conectividade entre os neurônios em arquiteturas ACFNNs, sendo arbitrária e 

dedicada a cada aplicação, tende a se aproximar da forma pouco padronizada com que os 

neurônios são conectados nas redes neurais biológicas. Nas arquiteturas ACFNNs, 

conserva-se a idéia da formação de camadas de neurônios ocultos e não-conectividade entre 

neurônios da mesma camada, mas libera-se a conectividade à frente entre os neurônios de 

todas as camadas da rede. Inclui-se também a possibilidade de conexões diretas entre 

neurônios da camada de entrada e neurônios da camada de saída. Com isso, dependendo 

das demandas de cada aplicação, o número final de camadas pode variar bastante, assim 

como o número final de conexões entre neurônios, não havendo necessariamente uma 

correlação deste com aquele. Além disso, dada a possibilidade de conexão direta dos 

neurônios da camada de entrada com os neurônios da camada de saída, cria-se a 

possibilidade de realização conjunta de mapeamentos lineares e não-lineares de entrada-

saída, o que não é admitido, por exemplo, em arquiteturas MLP e em algumas propostas 

construtivas. Mas talvez o aspecto mais relevante, em termos práticos, esteja no fato de que, 

com o emprego do CoACFNNA, o número de camadas, de neurônios por camada e de 

conexões entre neurônios é definido automaticamente e de forma construtiva pelo processo 

de treinamento supervisionado. Logo, o projetista fica liberado desta tarefa, o que não 

ocorre quando se consideram arquiteturas definidas a priori, como no caso de uma MLP. 
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Na Figura 1.1, parte A, mostra-se um problema bem conhecido de classificação 

envolvendo duas classes, denominado de problema das duas espirais. O projetista deveria 

saber que não conseguiria resolver este problema se usasse menos de 15 neurônios com 

suas 77 conexões numa rede MLP de uma camada oculta (Figura 1.1, parte B) ou que teria 

sucesso se usasse 14 neurônios numa rede MLP de duas camadas ocultas, com 7 neurônios 

em cada camada e totalizando 93 conexões (Figura 1.1, parte C). Por outro lado, a Figura 

1.1, parte D, mostra uma instância de arquitetura ACFNN que obtém desempenho 

equivalente utilizando apenas 7 neurônios em 4 camadas ocultas e 54 conexões ao todo, 

sendo que estes valores foram determinados automaticamente pelo próprio algoritmo de 

treinamento e partindo do mesmo conjunto de dados amostrados. Nas três arquiteturas 

consideradas (Figura 1.1, partes B, C e D), os neurônios ocultos possuem a mesma função 

de ativação, no caso, a função tangente hiperbólica, e a definição da classe se dá pela saída 

de maior valor. 

A)  Problema de classificação B)  MLP: 1 camada oculta com 15 neurônios e 77 conexões

C)  MLP: 2 camadas ocultas com 14 neurônios e 93 conexões

D)  ACFNN: 7 neurônios e 54 conexões
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Figura 1.1– Exemplo de arquiteturas distintas de redes neurais que resolvem corretamente um mesmo problema, 

sendo que a arquitetura da parte D foi determinada automaticamente durante o processo de treinamento. 

A determinação automática do número de camadas, de neurônios por camada e de 

conexões isenta o projetista da tarefa de especificação da arquitetura da rede neural e 

aumenta a flexibilidade do projeto, permitindo responder apropriadamente a um conjunto 
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mais amplo de demandas de aplicação. Como a inserção ou poda de neurônios e/ou 

conexões é feita de forma gradual e sempre visando maximizar o desempenho (a partir de 

índices derivados de teoria de informação), a arquitetura de rede neural resultante tenderá a 

maximizar a capacidade de generalização. Aplicações que requeiram mapeamentos de 

entrada-saída mais complexos tendem, como esperado, a promover a obtenção de 

arquiteturas com mais neurônios e conexões, e possivelmente com mais camadas ocultas. 

Dois aspectos desta nova abordagem construtiva também podem estar presentes em 

misturas de especialistas (PUMA-VILLANUEVA et al., 2005): a existência simultânea de 

mapeamentos lineares e não-lineares e a divisão de tarefa entre módulos constituintes. É 

por essa razão que os experimentos a serem considerados também incluem misturas de 

especialistas heterogêneos (contendo especialistas lineares e não-lineares) como 

competidores. São também considerados como competidores nas análises experimentais 

uma abordagem construtiva mais restrita denominada Cascade Correlation  e uma proposta 

da literatura que também produz redes do tipo ACFNN, baseada em computação evolutiva 

e simulated annealing e denominada EPNet (YAO & LIU, 1997). 

A tese está organizada da seguinte forma: o Capítulo 2 é dedicado a formalizar os 

conceitos fundamentais envolvidos nesta tese e que servem de apoio para os 

desenvolvimentos realizados nos capítulos seguintes, incluindo a proposta inédita de 

método construtivo para ACFNNs. O Capítulo 3 descreve duas formas de síntese de 

ACFNNs via algoritmos de computação evolutiva, a primeira empregando algoritmos 

genéticos e concebida durante o desenvolvimento da pesquisa e a segunda baseada em 

programação evolutiva e já proposta na literatura. O Capítulo 4, por sua vez, descreve em 

detalhes a proposta desta tese, mais especificamente o CoACFNNA. O Capítulo 5 apresenta 

a aplicação do CoACFNNA e sua comparação com propostas alternativas da literatura. 

Para isto, foi escolhida uma série de problemas sintéticos e reais (benchmarks) no contexto 

de classificação de padrões. Finalmente, o Capítulo 6 traz as conclusões e perspectivas de 

trabalhos futuros associados a esta pesquisa. 
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Capítulo 2 

Fundamentação e conceitos básicos 

relativos à proposta de tese 

 

Resumo: Este capítulo visa apresentar os principais conceitos que sustentam o 

desenvolvimento das contribuições originais deste trabalho. O objetivo é transmitir ao leitor 

as principais definições, incluindo algumas interpretações alternativas e também dicas de 

boas práticas de uso das metodologias que compõem a pesquisa. Os seguintes tópicos serão 

apresentados: (i) introdução às redes neurais artificiais (RNAs), empregando uma 

taxonomia; (ii) descrição da rede neural perceptron de múltiplas camadas (MLP, do inglês 

Multi-Layered Perceptron), seu processo de treinamento e principais aplicações; 

(iii) formalização da mistura de especialistas heterogêneos; (iv) revisão da literatura em 

algoritmos construtivos para a síntese de RNAs; (v) conceitos básicos de algoritmos de 

computação evolutiva; e (vi) apresentação de um dos principais conceitos derivados da 

teoria de informação: a informação mútua. 

2.1 Introdução às redes neurais artificiais 

Redes Neurais Artificiais (RNAs) podem ser entendidas como dispositivos de 

processamento de informação caracterizados pela interconexão de unidades elementares de 

processamento (neurônios artificiais), simples e similares entre si (HAYKIN, 2008). É uma 

iniciativa de modelagem matemática de algumas tarefas do sistema cognitivo, sendo 

atribuído ao padrão de conexões e aos valores dos pesos sinápticos o papel de moldar o 
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comportamento de entrada-saída da rede, ou seja, a forma como a rede neural irá responder 

a certos estímulos de entrada. 

As principais motivações para o uso de redes neurais artificiais são as seguintes: 

 Habilidade de aprender a partir de dados observados de um processo que se 

pretende modelar/emular (CHERKASSKY & MULIER, 2007); 

 Capacidade de aproximação universal de mapeamentos estáticos não-lineares e 

multidimensionais (HORNIK et al., 1989); 

 Capacidade de aproximação de mapeamentos dinâmicos não-lineares e 

multidimensionais (NARENDRA & PARTHASARATHY, 1990; NARENDRA & 

PARTHASARATHY, 1991); 

 Habilidade para implementação de memória associativa e para a solução de 

problemas combinatórios pela busca de pontos de equilíbrio em dinâmicas de 

relaxação (HOPFIELD, 1982); 

 Capacidade de auto-organização e de treinamento não-supervisionado (KOHONEN, 

1989). 

Dessas motivações, as duas primeiras sustentam o desenvolvimento desta pesquisa. 

A seguir, será apresentada uma breve taxonomia das RNAs mais conhecidas na 

literatura. 

2.1.1 Breve taxonomia das RNAs 

As redes neurais artificiais podem ser classificadas segundo os critérios explicitados ao 

longo das próximas sub-seções. 
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2.1.1.1 Tipo de associação entre as informações de entrada e saída 

Auto-associativas: 

A rede armazena certos padrões de entrada, recebidos no processo de treinamento, por 

ajuste de sinapses. Quando se lhe apresenta uma informação incompleta ou com ruído, ela 

realizará uma associação e responderá com o padrão mais parecido dentre os já 

armazenados. Exemplos deste tipo de redes: Rede de Hopfield (HOPFIELD, 1982), a família 

de arquiteturas ART (CARPENTER & GROSSBERG, 1988), Mapas Auto-Organizáveis de 

Kohonen (KOHONEN, 1989). 

Hetero-associativas: 

A rede armazena certas associações de entrada-saída recebidas no processo de 

treinamento, por ajuste de sinapses. Assim, quando se lhe apresenta um certo estímulo de 

entrada, ela deverá responder gerando a correspondente saída. Exemplos: rede MLP (do 

inglês Multi-Layer Perceptron) (RUMELHART & MCCLELLAND, 1986), rede RBF (do inglês 

Radial Basis Function) (BROOMHEAD & LOWE, 1988). 

2.1.1.2 Tipo de arquitetura 

Pelo número de camadas: 

Redes de uma camada, onde cada um dos neurônios recebe a entrada e produz a saída 

final. Este tipo de rede geralmente está associado a tarefas auto-associativas, por exemplo, 

reconstruindo padrões incompletos ou com ruído. 

Redes de várias camadas, onde os neurônios estão dispostos em vários níveis ou 

camadas, que obedecem a certos padrões de conexão. Podem ser destacadas a camada de 

entrada, que recebe os padrões de entrada; uma ou várias camadas ocultas, que geralmente 

realizam o mapeamento de classes ou regressão de dados, e a camada de saída, que nos 

casos auto-associativos realiza um processamento de associação, mas nos casos hetero-

associativos compõe a saída combinando a informação proveniente da última camada 

oculta. 
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Pelo tipo de conexões: 

Redes Feedforward, onde os sentidos das conexões são à frente. Por exemplo: MLP, 

RBF. 

Feedforward/feedback, onde existem conexões de realimentação, além das diretas. Por 

exemplo: redes recorrentes (CONNOR & MARTIN, 1994). Essas redes podem ser totalmente 

ou parcialmente recorrentes (DOS SANTOS & VON ZUBEN, 2000). 

2.1.1.3 Tipo de mecanismo de aprendizagem 

A aprendizagem é um processo no qual a RNA modifica seus pesos (conexões 

sinápticas) e/ou outros parâmetros estruturais em função de: 

 Informação de entrada; 

 Informação de entrada associada a uma saída desejada. 

Análogo ao caso biológico, onde os estímulos recebidos promovem modificações nas 

intensidades das sinapses, a maior parte dos mecanismos de aprendizado em redes neurais 

artificiais buscam ajustar as conexões ou pesos sinápticos em resposta aos estímulos 

recebidos. 

O fundamental no processo de aprendizagem é definir como tais pesos serão alterados 

quando se requer que a rede aprenda uma nova informação. Tal processo pode ser 

classificado como supervisionado ou não-supervisionado, e vai depender do problema a 

resolver. Existem também processos semi-supervisionados (CHAPELLE et al., 2006), mas 

estes não serão considerados neste trabalho. 

Supervisionado: 

Nesta forma de aprendizado, existe a ideia de um supervisor que determina a resposta 

que a rede deverá dar para uma entrada determinada. Este mecanismo está fortemente 

vinculado a redes do tipo hetero-associativas. O supervisor verifica a saída da rede e, caso 

ela não coincida com a saída desejada, faz um ajuste nos pesos das conexões visando 

minimizar esta diferença. Por exemplo: 
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 Por correção do erro: onde o ajuste deve se dar visando minimizar o erro cometido, 

ou seja, a diferença entre a saída da rede e a saída desejada. Um dos algoritmos mais 

conhecidos relacionado a este tipo de aprendizado é o backpropagation (WERBOS, 

1974; RUMELHART & MCCLELLAND, 1986) para redes feedforward, e extensões deste 

algoritmo para redes feedforward/feedback ou redes recorrentes (PINEDA, 1987; 

ALMEIDA, 1987). 

 Por reforço: variante com um grau menor de supervisão que a anterior, no qual não 

se dispõe de um exemplo completo do comportamento desejado ou saída desejada. 

Esta forma de treinamento é análoga ao agir de um crítico, que, em vez de minimizar 

o erro, fornece apenas um indicativo de nível de sucesso ou fracasso vinculado a 

uma sequência de ações da rede neural. Alguns exemplos deste tipo de algoritmo: 

Linear Reward-Penalty (NARENDRA & THATHACHER, 1974), Associative Reward-

Penalty (BARTO & ANANDAN, 1985). 

Não-supervisionado: 

Para este tipo de aprendizado, não existe supervisor nem crítico. É conhecido também 

como aprendizado auto-supervisionado, não requerendo indicativos de comportamento 

desejado para a rede neural. Com isso, interpreta-se o processo de ajuste de conexões como 

resultado de um processo de auto-organização. Aplica-se em redes auto-associativas e pode 

ser de dois tipos: 

 Hebbiano (HEBB, 1949): conexões associadas a neurônios que se encontram ativos 

simultaneamente tendem a ser fortalecidas, enquanto que conexões associadas a 

neurônios que sofrem ativações em instantes descorrelacionados no tempo, tendem a 

ser enfraquecidas. 

 Competitivo e cooperativo: nesta classe de algoritmos, os neurônios concorrem por 

representar as amostras de entrada e aquele que vence a competição tem os valores 

de suas conexões ajustadas, de forma incremental, na direção da amostra de entrada, 

assim como os neurônios vizinhos ao neurônio vencedor, embora estes últimos 

sofram ajustes com menor intensidade. 
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2.1.1.4 Tipo de procedimento de ajuste das conexões sinápticas 

Off-line: 

O ajuste dos pesos se dá anteriormente à colocação em operação da rede neural. Quando 

em operação, os pesos sinápticos da rede neural são fixos. 

On-line: 

Neste modo, não há distinção de fases de treinamento e operação, pois os pesos variam 

de forma incremental sempre que se apresenta um novo estímulo de entrada e o 

comportamento a cada instante da rede neural depende dos valores atuais dos pesos 

sinápticos. 

2.1.2 Rede neural do tipo perceptron de múltiplas camadas: MLP 

A partir da taxonomia das RNAs apresentada anteriormente, a rede neural MLP 

(RUMELHART & MCCLELLAND, 1986) é uma rede hetero-associativa, com conexões à 

frente, que pode apresentar uma ou mais camadas ocultas com neurônios dotados de 

funções de ativação sigmoidais: logística ou tangente hiperbólica. O aprendizado obedece a 

um processo supervisionado por correção do erro (off-line ou on-line). Esta rede apresenta 

capacidade de aproximação universal (HORNIK et al., 1989). 

2.1.2.1 Arquitetura de uma MLP com uma camada oculta 

Na Figura 2.1, apresenta-se a arquitetura de uma rede neural MLP com ne neurônios na 

camada de entrada, uma camada oculta com no neurônios e ns neurônios de saída, sendo 

que, no caso geral, podem existir múltiplas camadas ocultas com um número arbitrário de 

neurônios em cada uma delas. Percebe-se que a rede neural MLP é especializada em 

implementar mapeamentos multidimensionais de entrada-saída. 
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Figura 2.1- Arquitetura da rede MLP: acima, arquitetura completa com uma camada oculta; abaixo, representação do 
primeiro neurônio oculto e do primeiro neurônio de saída, com suas correspondentes funções de ativação tangente 

hiperbólica (tanh) e linear. 

É dado destaque também, nesta Figura 2.1, para a representação de dois neurônios: ao 

neurônio #1 da camada oculta e ao neurônio #1 da camada de saída da rede. Repare que 

cada neurônio das camadas oculta e de saída realiza uma combinação linear de suas 

respectivas entradas com os respectivos pesos sinápticos a
jiw ,  e d

kjw ,  ( nei ,...,2,1,0= ; 

noj ,...,2,1,0=  e nsk ,...,2,1= ), produzindo as ativações internas o
iu  (camada oculta) e s

ku  

(camada de saída). As entradas 0x  e oy0  são constantes e iguais a 1, e foram consideradas 

para representar a polarização dos neurônios, respectivamente, das camadas oculta e de 
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saída. Essas entradas constantes atribuem um grau de flexibilidade adicional ao 

mapeamento não-linear multidimensional que a rede neural pode realizar. 

Após a combinação linear, as ativações internas são aplicadas nas funções de ativação 

of  e sf  dos neurônios das camadas oculta e de saída, respectivamente, para formar a saída 

final de cada neurônio. As funções of  são do tipo sigmoidal e sf  do tipo linear. Esta 

configuração é comumente empregada em problemas de regressão de dados, incluindo o 

problema de predição de séries temporais. Vale indicar que não existem ativações internas 

nos neurônios da camada de entrada (aqueles numerados de 0 a ne) dado que a sua função é 

apenas distribuir todas as ne entradas à camada seguinte da rede neural. 

As saídas dos neurônios da camada oculta, o
jy  ( noj ,...,2,1= ), podem ser representadas 

pela equação (2.1), onde ne é o número de entradas, e a
jiw ,  ( nojnei ,...,2,1 e  ,...,2,1,0 == ) 

são os pesos das conexões sinápticas antes da camada oculta: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

=

ne

i

a
jiio

o
j wxfy

0
, . (2.1)

Algo que será útil posteriormente é levar em conta que o valor das funções de ativação 

of  e sf , de cada neurônio (camada oculta e de saída), depende dos valores dos pesos das 

conexões que conduzem sinais até aquele neurônio, como indicado nas equações (2.1) e 

(2.2). 

Na equação (2.2), d
kjw ,  ( nsknoj ,...,2,1 e  ,...,2,1,0 == ) são os pesos das conexões 

sinápticas depois da camada oculta e kŷ  corresponde à k-ésima saída da rede neural: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑

=

no

j

d
kj

o
jsk wyfy

0
,ˆ . (2.2)
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2.1.2.2 Arquitetura de uma MLP com duas camadas ocultas 

A Figura 2.2 apresenta uma proposta de arquitetura de uma rede neural MLP com duas 

camadas ocultas, ne entradas e ns saídas. Os pesos das conexões intercamadas são 

representados pelas matrizes W(1), W(2) e W(3), sendo que o número de neurônios em cada 

camada oculta pode ser arbitrário e igual ou distinto daquele definido para a outra camada 

oculta. 

x1

xne

1ŷ

...

... ...

x2

1

2

M1

1

2

M2

1

W(1) W(2) W(3)

nsŷ
ns

...

 
Figura 2.2 – Arquitetura da rede MLP com duas camadas ocultas. 

Cada saída da rede é calculada seguindo a equação (2.3), na qual ( )⋅Φ1
j , ( )⋅Φ 2

k  e ( )⋅Φ 3
l  

representam as funções de ativação da primeira e segunda camadas ocultas e da camada de 

saída, respectivamente, sendo do tipo tangente hiperbólica para as duas primeiras e 

identidade para os neurônios da camada de saída. 

( ) ( ) ( )

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ΦΦΦ= ∑ ∑ ∑

= = =

2 1

1 1 1

112233
M

k

M

j

ne

i
iijjjkkklll xwwwŷ . (2.3)

Nesta formulação, não foram contempladas as entradas de polarização, as quais podem 

ser prontamente adicionadas. Quando comparada à Figura 2.1, os pesos W(1) correspondem 

aos pesos a
jiw ,  e os pesos W(3) correspondem aos pesos d

kjw , . 
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2.1.2.3 Algoritmo de treinamento supervisionado 

O treinamento de uma MLP consiste em encontrar valores adequados para todos os 

pesos das conexões (como, por exemplo, a
jiw ,  e d

kjw ,  da rede neural da Figura 2.1, para 

todos os valores admissíveis dos índices i, j e k), de forma que, ao ingressar com todos os 

padrões de entrada disponíveis durante a fase de treinamento, a saída da rede seja o valor 

mais próximo ao valor desejado para cada entrada. Busca-se, portanto, minimizar o erro 

acumulado associado a todas as saídas produzidas pela rede. Para isto, precisa-se de: 

Dados de treinamento: Chamados de amostras de treinamento, onde cada amostra consta de 

valores de entrada (x) associados com valores de saída desejada (y). 

Uma função-objetivo: Por exemplo, a função somatória dos quadrados dos erros (E), 

apresentada na equação (2.4), onde o erro é entendido ser a diferença entre o valor de saída 

obtido pela rede p
kŷ  e o valor de saída desejado p

ky , na forma: 

( )∑∑
= =

−=
P

p

ns

k

p
k

p
k yyE

1 1

2
ˆ

2
1 , (2.4)

com P sendo o número total de padrões de treinamento, Pp ,...,2,1=  e nsk ,...,2,1= . 

Vetor gradiente dos pesos sinápticos (g): Considere a rede MLP de uma camada oculta 

mostrada na Figura 2.1, e as equações (2.1) e (2.2). O vetor gradiente é composto pela 

derivada da função-objetivo E em relação a cada um dos pesos sinápticos a
jiw ,  e d

kjw , , para 

todos os valores possíveis dos índices i, j e k. 

As derivadas dos pesos depois da camada oculta d
kjw ,  ( noj ,...,2,1,0=  e nsk ,...,2,1= ): 

d
kj

ps
k

ps
k

p
k

P

p
p
k

p

d
kj

p
k

P

p
p
k

pP

p
d

kj

p

d
kj w

u
u
y

y
E

w
y

y
E

w
E

w
E

,

,

,
1,11 ,,

ˆ
ˆ

ˆ
ˆ ∂

∂
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

=
∂ ∑∑∑

===

. (2.5)

Para as derivadas dos pesos antes da camada oculta a
jiw ,  ( nei ,...,2,1,0=  e noj ,...,2,1,0= ), 

previamente define-se: 
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obtendo-se: 
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 (2.7)

Finalmente, o vetor gradiente g dos pesos sinápticos estaria composto por todas as 

derivadas parciais a
jiw

E
,

∂  e d
kjw

E
,

∂  ( nei ,...,2,1,0= ; noj ,...,2,1,0=  e nsk ,...,2,1= ) dispostas 

em ordem arbitrária e em forma de um vetor. 

Ajuste dos pesos: Requer um algoritmo para otimização não-linear irrestrita. São várias as 

possibilidades para a MLP. O mais básico dos algoritmos de otimização emprega 

informação de primeira ordem (vetor gradiente da função-objetivo) e corresponde ao 

método do gradiente. Métodos que empregam informação de 2a. ordem (matriz hessiana ou 

aproximações da sua inversa) também são utilizados (BATTITI, 1992). Qualquer que seja o 

método de otimização, será necessário empregar o algoritmo de retro-propagação, também 

denominado de backpropagation (WERBOS, 1974) para obter o vetor gradiente. 

Procedimento para evitar sobre-ajuste (overfitting): Também conhecido como sobre-

treinamento, acontece quando a rede parece estar representando o problema cada vez 

melhor, ou seja, o erro junto ao conjunto de treinamento vai diminuindo. A questão é que, 

em algum ponto deste processo, a capacidade de responder adequadamente a um novo 

conjunto de dados, também denominada de capacidade de generalização, pode começar a 

piorar (PRECHELT, 1997). Dentre as formas empíricas de se evitar o sobre-ajuste (BISHOP, 

1995), destacam-se: (i) validação cruzada; (ii) incorporação de um termo de penalidade na 

função-objetivo buscando minimizar a norma do vetor formado pelos pesos das conexões 

sinápticas; e (iii) inserção de ruído nos dados de treinamento. 

Em relação aos métodos de ajuste dos pesos sinápticos mais conhecidos na literatura, pode-

se mencionar os seguintes: 
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Gradiente simples: O uso do negativo do vetor gradiente como uma direção para a 

minimização foi utilizada pela primeira vez por Cauchy (1847). Neste método, parte-se de 

uma posição inicial e iterativamente move-se ao longo das direções de descida até que o 

ponto ótimo seja encontrado. O método do gradiente simples pode parecer ser uma boa 

técnica de minimização irrestrita. No entanto, devido ao fato de que a direção do gradiente 

provê informação local, o método pode não ser eficaz na maioria dos problemas. 

Gradiente Conjugado: Este método melhora de forma significativa a característica de 

convergência do método do gradiente simples, ao incorporar a ideia das direções 

conjugadas (SHEWCHUK, 1994; WADE, 2006) envolvendo o uso do gradiente da função-

objetivo. Qualquer método de minimização que faz uso das direções conjugadas é 

quadraticamente convergente. Esta propriedade de convergência quadrática é muito útil 

porque garante que o método irá minimizar uma função quadrática (convexa) em n passos 

(com n sendo o número de variáveis a ajustar, ou seja, a dimensão do espaço de otimização) 

ou menos. 

Métodos de Newton e quasi-Newton: Os algoritmos baseados no método de Newton 

utilizam de forma direta a informação de segunda ordem ou, em outras palavras, calculam a 

matriz hessiana e a utilizam na definição da direção da minimização, a qual envolve o 

cálculo da inversa da matriz hessiana. Isso permite, por exemplo, encontrar o ponto mínimo 

de uma função quadrática em apenas uma iteração, mas requer a inversão da matriz 

hessiana, a qual pode ser de elevada dimensão. Por outra parte, os métodos quasi-Newton 

(DENNIS & SCHNABEL, 1996) utilizam a mesma abordagem dos baseados em Newton, com 

a diferença de que não trabalham diretamente com a matriz hessiana (não precisam calcular 

as segundas derivadas da função-objetivo) e sim com uma aproximação da inversa de dita 

matriz a partir do vetor gradiente. Com isso, os métodos quasi-Newton tendem a promover 

ganhos em termos de tempo de processamento e uso de memória. 
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Visando exemplificar de forma gráfica o comportamento em operação de alguns dos 

métodos de ajuste dos pesos sinápticos, as Figuras 2.3 e 2.4 contêm um exemplo didático1 

de ajuste dos pesos de uma rede MLP com uma entrada e uma saída e com 7 pesos 

sinápticos a ajustar (como ilustrado na parte superior da Figura 2.3). 
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Figura 2.3 – Arquitetura e mapeamento da função-objetivo E para 2 dos 7 pesos sinápticos do exemplo. 

Na parte inferior desta Figura 2.3, mostra-se à esquerda as curvas de nível e à direita 

o valor da própria função-objetivo E em relação a apenas 2 dos 7 pesos sinápticos (wa
1,1, 

um dos pesos antes da camada oculta, e wd
1,1, um dos pesos depois da camada oculta). O 

objetivo é minimizar a função-objetivo (erro de treinamento) e, por conseguinte, encontrar 

o menor valor deste mapeamento. O ponto de partida (valores iniciais dos pesos sinápticos) 

foi fixado e se encontra indicado na região intermediária da Figura 2.3. 

                                                 

1 Este exemplo foi baseado nas notas de aula do livro “Neural Network Design” (HAGAN et al., 1996), 

associados ao capítulo 12. Disponível em: http://hagan.okstate.edu/nnd.html.  
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(A) Taxa de aprendizado alto (B) Momentum (C) Taxa de aprendizado variável

(D) Gradiente Conjugado (E) Baseado em Newton
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Figura 2.4 – Exemplos de trajetórias associadas ao ajuste de dois pesos sinápticos para diferentes algoritmos de 
otimização. 

Seguindo a sequência do exemplo didático, a Figura 2.4 mostra as trajetórias descritas pelos 

métodos de otimização considerados: 

(A) Método do gradiente simples com taxa de aprendizado fixado num valor alto, o que 

provoca oscilações e impede a convergência do processo de aprendizado. Entende-se por 

taxa de aprendizado o tamanho do passo dado na direção oposta daquela apontada pelo 

vetor gradiente (λ , na equação (2.8)). Taxas de aprendizado muito baixas também causam 

dificuldades, pois tornam o treinamento demorado e requerem maior quantidade de 

iterações. Logo, deve existir um intervalo de valores de passo mais adequados para cada 

problema de otimização. 

iii gww λ−=+1 , (2.8)

onde gi representa o vetor gradiente na iteração i. 
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Na Figura 2.4(a), se observa a dificuldade para se atingir o ponto de mínimo e a grande 

quantidade de iterações utilizadas. 

(B) A inclusão do termo de momentum (µ ) na equação de atualização dos pesos sinápticos 

tem por objetivo reduzir a tendência de oscilação e, assim, agir no sentido de aumentar a 

velocidade de convergência do treinamento. Seu valor pode variar de 0,0 (anula seu efeito) 

a 1,0. A equação (2.9) apresenta a inclusão do termo de momentum: 

( )11 −+ −µ+λ−= iiiii wwgww . (2.9)

Na Figura 2.4(b), mostra-se a trajetória com o uso do termo de momentum e o mínimo é 

atingido. No entanto, o número de iterações empregado pelo processo iterativo de ajuste de 

pesos segue sendo alto. 

(C) Outra variante do método do gradiente simples é a utilização de taxa de aprendizado 

variável. Uma maneira de implementar esse auto-ajuste é a seguinte: Se a função-objetivo E 

aumenta acima de certa porcentagem ζ  após a atualização dos pesos, então a atualização 

dos pesos é descartada e a taxa de aprendizado (λ ) é diminuída por certo fator, por 

exemplo, ρλ  (sendo 10 << ρ ). Zerar o termo de momentum ( 0=µ ) também pode ser 

adotado aqui. Se a função-objetivo E diminui após a atualização dos pesos, então esta 

atualização é aceita e a taxa de aprendizado é incrementada por um fator 1>η . O 

momentum µ  recupera seu valor original (caso este tenha sido previamente zerado). Se a 

função-objetivo E aumenta abaixo de certa porcentagem ζ , então a atualização dos pesos é 

aceita e a taxa de aprendizado e o termo de momentum são mantidos sem alteração até a 

próxima iteração. 

Percebe-se, na Figura 2.4(c), que o algoritmo produz uma trajetória suave até o ótimo, mas 

ainda contando com um elevado número de iterações. 

(D) Este quadro da Figura 2.4 mostra a trajetória do método do Gradiente Conjugado, cuja 

equação padrão de atualização dos pesos sinápticos é dada pela seguinte equação: 

iiii dww λ+=+1 , (2.10)
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onde o vetor di indica uma nova forma de direção de busca que, na primeira iteração do 

algoritmo, usa a informação do vetor gradiente da seguinte forma: (d0=−g0). Para iterações 

subsequentes, di é atualizada como segue: 

1−β+−= iiii dgd . (2.11)

O cálculo de iβ  pode ser efetuado de mais de uma forma, como, por exemplo: 

11
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∆
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11 −−
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i gg
ggβ ,  ou  

11

1

−−

−∆
=

i
T
i

i
T
i

i gg
ggβ . (2.12)

O uso das direções conjugadas melhorou consideravelmente o processo de aprendizado da 

rede, como ilustrado na Figura 2.4(d). O número de iterações (apenas 10) foi drasticamente 

inferior quando comparado aos outros casos (gradiente simples). Cabe destacar que existem 

versões de algoritmos de gradiente conjugado cuja complexidade cresce linearmente com o 

número de pesos sinápticos passíveis de ajuste, e não quadraticamente (PEARLMUTTER, 

1994). Essas implementações motivam o seu emprego em casos em que o número de pesos 

sinápticos é bastante elevado. 

(E) Este último quadro da Figura 2.4 ilustra a trajetória do ajuste promovido pelo algoritmo 

de Levenberg-Marquardt (HAGAN, 1994), o qual é baseado no método de Newton. A 

equação padrão para a atualização dos pesos sinápticos é deduzida a partir da expansão em 

série de Taylor até segunda ordem, resultando:  

[ ] iiii gHww 1
1

−
+ −= , (2.13)

onde H representa a matriz hessiana. Este método encontra o ponto mínimo de uma função 

quadrática em apenas um passo. Caso a função seja não-quadrática, a convergência não é 

mais garantida, requerendo a adoção de um fator de redução do passo no intervalo (0−1), 

produzindo:     

[ ] iiiii gHww 1
1

−
+ −= λ . (2.14)

O algoritmo de Levenberg-Marquardt aproxima a matriz hessiana a partir da matriz 

jacobiana J, da seguinte forma: 
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JJH T= . (2.15)

A matriz J é calculada a partir das derivadas de primeira ordem da função objetivo (E) em 

relação a cada peso sináptico da rede e para cada amostra de treinamento p, como mostrado 

a seguir: 

onde n representa o número total de pesos sinápticos em toda a rede e lembrando que P 

representa o número de padrões de treinamento. 

  Este método pode também modificar a diagonal da matriz Hi: 

[ ] [ ]IHH iii α+=~ , (2.17)

sendo I a matriz identidade e αi uma constante positiva empregada visando tornar Hi 

definida positiva, toda vez que esta condição não é atendida por Hi. O desempenho deste 

algoritmo é notavelmente superior àquele obtido via técnicas baseadas em gradiente 

simples. Foi preciso um menor número de iterações (apenas 8) e com um desempenho 

equivalente àquele produzido pelo gradiente conjugado. Neste exemplo, verifica-se a 

vantagem em usar informação de segunda ordem. No entanto, o custo computacional para o 

cálculo da matriz jacobiana J restringe a utilização deste algoritmo para problemas de 

pequeno e médio porte, medido em termos do número de pesos sinápticos a ajustar. Os 

métodos quasi-Newton surgiram visando aliviar esta desvantagem. 
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2.1.2.4 Uma forma de evitar o sobre-ajuste no treinamento 

Uma técnica bem conhecida para se evitar o sobre-ajuste consiste em separar os padrões 

em três conjuntos: treinamento, validação e teste (PRECHELT, 1997; PRECHELT, 1998). O 

conjunto de treinamento é usado para ajustar os pesos sinápticos. Após cada época de ajuste 

de pesos, calcula-se o erro junto ao conjunto de validação. Assim, quando este valor 

apresentar uma tendência definida de aumento, será um indicativo de sobre-ajuste e o 

treinamento deverá ser interrompido. O conjunto de teste, por sua vez, é utilizado para 

indicar como ficaria o desempenho da rede neural em operação. É suposto que os três 

conjuntos contêm amostras independentes e são todos capazes de representar bem o 

problema que está sendo abordado. Por exemplo, espera-se que um bom desempenho junto 

ao conjunto de validação implique em um bom desempenho junto ao conjunto de teste. Na 

Figura 2.5, ilustra-se este método. Na prática, particularmente quando há recursos 

computacionais disponíveis, o mais indicado é sobre-treinar a rede neural e ir armazenando 

o conjunto de pesos associado ao valor mínimo do erro junto ao conjunto de validação. 

Como o comportamento do erro de validação pode ser errático, detectar quando se atingiu o 

mínimo pode ser pouco confiável, sendo mais indicado forçar o sobre-treinamento e tomar 

o conjunto de pesos associado ao instante em que o treinamento deveria ter parado, embora 

tenha seguido adiante. 
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Figura 2.5 – Um exemplo de aplicação do critério de parada visando evitar sobreajuste. 
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2.1.3 Principais aplicações das RNAs 

2.1.3.1 Problemas de reconhecimento de padrões 

Agrupamento ou clusterização de dados: 

 As amostras não estão associadas a classes, ou seja, não se encontram previamente 

rotuladas. 

 O objetivo é descobrir agrupamentos em que os elementos pertencentes a cada 

grupo apresentem características em comum. 

 Aplica-se aprendizado não-supervisionado. 

 Exemplos: 

 Mineração de dados e de textos; 

 Síntese e quantização de informação. 

Classificação de padrões: 

 Cada amostra está associada a uma classe, ou seja, as amostras estão previamente 

rotuladas. 

 O objetivo é sintetizar um classificador capaz de generalizar corretamente, ou seja, 

classificar adequadamente novas amostras ainda não-rotuladas. 

 Aplica-se aprendizado supervisionado. 

 Exemplos: 

 Reconhecimento de pessoas pelo rosto, voz ou digitais. 

 Reconhecimento e classificação de textos, reconhecimento óptico de 

caracteres (OCR, do inglês Optical Character Recognition). 

2.1.3.2 Problemas de regressão de dados 

Dentre os problemas que envolvem regressão de dados, tem-se: 
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 Aproximação de funções (VON ZUBEN, 1996); 

 Identificação de sistemas (JAIN & MAO, 1996); 

 Controle de processos (NØRGAARD et al., 2000); 

 Filtragem adaptativa (WIDROW & STEARNS, 1985); 

 Predição de séries temporais (ZHANG et al., 1998). 

2.1.3.3 Problemas de otimização combinatória 

Problemas de otimização combinatória podem ser resolvidos via RNAs, por exemplo, 

problemas de caixeiro viajante (TSP, do inglês Travelling Salesperson Problem) e 

problemas de roteamento de veículos. Para tanto, podem ser empregadas redes neurais de 

Hopfield (HOPFIELD, 1982) e redes neurais auto-organizáveis (GOMES & VON ZUBEN, 

2002). 

2.1.3.4 Outras aplicações 

 Encriptação de dados (LI et al.,  2004); 

 Redução da dimensão de dados (HINTON & SALAKHUTDINOV, 2006). 

Evidentemente, a lista de possíveis aplicações não é exaustiva, apenas ilustrativa. 

2.2 Mistura de especialistas heterogêneos 

Mistura de especialistas heterogêneos – MHE (PUMA-VILLANUEVA et al., 2005) é uma 

proposta de comitê de máquinas na qual o espaço de entrada é automaticamente dividido 

em regiões durante o treinamento e, para cada região, existe um único ou um subconjunto 

de especialistas heterogêneos mais indicados para atuar, os quais são também concebidos 

durante o processo de treinamento. A denominação de especialistas heterogêneos se deve 

ao fato de que os especialistas podem ser de diferentes naturezas, lineares ou não-lineares, 
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por exemplo. Também a forma de atribuição de papeis aos especialistas pode ser linear ou 

não-linear, além de poder ser gradual e contemplar sobreposições de regiões. Isto se 

consegue a partir da implementação de uma “rede gating” (ver Figura 2.6) que define os 

coeficientes (g1, ..., gm) da combinação convexa envolvendo a saída de cada especialista 

(y1, ..., ym). Esses coeficientes devem ser sempre não-negativos e somar na unidade. 

Problema
Espaço de

Entrada
Especialista

Linear / Não-linear

Rede Gating
Linear / Não-linear

m

M

2

1

∑

M
K

gm

g2

g1 Saída

ym

y2

y1

ŷ

X

Especialista
Linear / Não-linear

Especialista
Linear / Não-linear

 

Figura 2.6 – Estrutura típica de uma arquitetura de mistura de especialistas 
heterogêneos. 

Na Seção 2.1.2.3, foi visto que a função-objetivo que guia o processo de treinamento de 

uma MLP comumente é a função somatória dos erros quadráticos, equação (2.4), tendo 

como objetivo a minimização desta função. No caso de MEs, a função-objetivo é baseada 

na interpretação de MEs como modelos de mistura (MCLACHLAN & BASFORD, 1988; LIMA, 

2004), o que implica numa função de verossimilhança, a qual deverá ser maximizada. Cada 

especialista terá uma função densidade de probabilidade condicional associada, com as 

saídas da rede gating desempenhando o papel de coeficientes da mistura. A Figura 2.6 

ilustra o papel da rede gating na definição de um modelo de mistura empregado na 

interpretação de MEs. Observe que o espaço de entrada foi decomposto em regiões, as 

quais foram alocadas a cada especialista. Pode haver sobreposição entre as regiões de 

atuação dos especialistas. 
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2.2.1 Arquitetura de Mistura de Especialistas 

A arquitetura a ser considerada foi apresentada na Figura 2.6, sendo composta por m 

módulos referidos como redes especialistas, cada um implementando uma função 

parametrizada ),( xθy iii f=  da entrada x para a saída iy , onde iθ  é o vetor de parâmetros 

do especialista i. A saída de cada uma das redes especialistas recebe uma interpretação 

probabilística, considerando que o especialista i gera a saída iy  com probabilidade 

( )iiP θxy ,| , onde iy  pertence ao espaço amostral da variável aleatória y . 

Considerando que diferentes redes especialistas são apropriadas para diferentes regiões 

do espaço de entrada, a arquitetura requer um mecanismo capaz de identificar, para cada 

entrada x, que especialista (ou combinação deles) é mais capaz de produzir a saída correta, 

em termos probabilísticos. Isto é realizado pela rede gating. 

A interpretação probabilística da rede gating é de um sistema que calcula, para cada 

especialista, a probabilidade dele gerar a saída desejada, com base apenas no conhecimento 

da entrada x . Essas probabilidades são expressas pelos coeficientes gi (i=1, ..., m), de modo 

que estes devem ser não-negativos e devem produzir sempre o valor unitário quando 

somados, para cada x . Estes coeficientes não são constantes fixas, mas variam em função 

da entrada x. Caso os coeficientes gi (i=1, ..., m) fossem constantes e as redes especialistas 

atuassem junto a todos os aspectos do problema, resultaria uma abordagem do tipo 

ensemble, que corresponde a um comitê de máquinas estático (PERRONE & COOPER, 1993; 

DIETTERICH, 2000; KUNCHEVA, 2004). 

Há muitas formas de garantir que os coeficientes gi (i=1, ..., m) atendam as restrições 

acima. Uma abordagem é utilizar a função softmax (JACOBS et al., 1991). A função softmax 

define um conjunto de variáveis intermediárias ξi (i=1, ..., m) como funções da entrada x e 

de um vetor de parâmetros vi (i=1, ..., m) na forma: 

 ),( iii vxξξ = . (2.18) 

Com isso, os coeficientes gi (i=1, ..., m) podem ser definidos em termos de ξi (i=1, ..., m) 

como segue: 



 29

 
∑ =

= m

j j

i
ig

1
)exp(

)exp(

ξ

ξ . (2.19) 

A partir desta definição, os coeficientes gi (i=1, ..., m) passam a respeitar as restrições 

impostas, isto é, são não-negativos e, somados, produzem sempre o valor unitário, para 

cada x. Uma interpretação probabilística para as variáveis intermediárias ξi (i=1, ..., m) é 

que elas pertencem a uma família de distribuições exponenciais de probabilidade (JORDAN 

& JACOBS, 1994). 

A seguir, será especificado o modelo de probabilidade adotado para a arquitetura de 

mistura de especialistas. Considere que o conjunto de treinamento N
t

tt
1

)()( )},{( == yxχ  é 

gerado da seguinte forma: dada uma entrada x, um especialista i é escolhido com 

probabilidade ),|( 0vxiP  (onde o sobrescrito “0” será usado para distinguir os valores reais 

dos parâmetros do modelo de probabilidade adotado daqueles estimados pela rede gating 

ou pela rede especialista). Dada a escolha do especialista e dada a entrada, a saída desejada 

y é suposta ser gerada de acordo com a probabilidade ),|( 0
iP θxy . Supõe-se que cada um 

dos pares de entrada-saída é gerado independentemente. 

Observe que uma dada saída pode ser gerada de m formas diferentes, correspondendo 

aos m especialistas. Assim, a probabilidade total de geração de y a partir de x é dada pela 

soma sobre i, na forma: 

 ∑
=

=Θ
m

i
iPiPP

1

000 ),|(),|(),|( θxyvxxy , (2.20) 

onde 0Θ  denota o vetor contendo todos os parâmetros, na forma T
m ],,,,[ 000

2
0

1 vθθθ K=Θ . A 

função densidade de probabilidade na equação (2.20) é conhecida como mistura de 

densidade ou função de verossimilhança da mistura. É uma mistura de densidade no espaço 

de saída, condicionada à escolha da entrada, onde ),|( 0vxiP  é a probabilidade de se 

escolher o especialista i, dada a entrada x e o parâmetro v0 da rede gating, e ),|( 0
iP θxy  é a 

probabilidade do especialista i gerar a saída y, dada a entrada x e seu vetor de parâmetros 
0
iθ . 
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É tarefa da rede gating modelar as probabilidades ),|( 0vxiP , i=1, ..., m. É possível 

parametrizar estas probabilidades via equações (2.18) e (2.19). 

A saída da mistura de densidade pode ser calculada através da média condicional. A 

média condicional ( )[ ]0,ΘΕ= xyy |P  é obtida tomando o valor esperado da equação 

(2.20): 

 ∑
=

=
m

i
ii

1

ygy , (2.21) 

onde iy  é a média condicional associada à distribuição de probabilidade ),|( 0
iP θxy . 

2.2.2 Formas de aprendizado em mistura de especialistas 

O mecanismo de aprendizado de MEs pode ser realizado de várias formas. No entanto, a 

função-objetivo é sempre a função de verossimilhança da mistura, a qual foi apresentada na 

equação (2.20) e representa a função-base que guiará o processo de aprendizado. Em 

termos de otimização de parâmetros, seria a função-objetivo a ser maximizada. 

Uma vez definida a função-objetivo, resta definir como será realizado o ajuste dos 

parâmetros, tanto dos especialistas quanto da rede gating. Na literatura, há duas estratégias 

propostas: a primeira pode ser vista como uma tentativa inicial e foi proposta por JACOB et 

al. (1991). Ela diz respeito à forma de ajuste de parâmetros e pode ser vista como um ajuste 

acoplado e/ou simultâneo, como ilustrado no quadro esquerdo da Figura 2.7, onde todos os 

parâmetros, tanto dos especialistas como da rede gating, são ajustados ao mesmo tempo. 

Esta forma de ajuste aumenta o risco de convergência para um mínimo local indesejado. 
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(pesos sinápticos)

ACOPLADO

Figura 2.7 - Aprendizados acoplado e desacoplado para mistura de especialistas. 

A segunda forma para o ajuste dos parâmetros de MEs é mais sofisticada e foi proposta 

por JORDAN & JACOBS (1994), sendo conhecida como método desacoplado. Para realizar o 

desacoplamento entre os especialistas e a rede gating, é utilizado o algoritmo de 

maximização da esperança (EM, do inglês Expectation Maximization) para MEs, e que foi 

inicialmente proposto por DEMPSTER et al. (1977) em outro contexto, voltado para 

aprendizado não-supervisionado. O algoritmo EM permite desacoplar o ajuste dos 

parâmetros do modelo de MEs. Dessa forma, o processo de treinamento, tanto dos 

especialistas quanto da rede gating, pode ser realizado independentemente, a cada passo 

incremental. Uma consequência direta é a possibilidade de explorar de forma mais efetiva o 

espaço de busca das soluções, consequentemente diminuindo o risco de cair num mínimo 

local indesejado, quando comparado ao método acoplado. O quadro direito da Figura 2.7 

ilustra esta forma de ajuste de parâmetros. Observe que, neste caso, a função de 

verossimilhança dada pela equação (2.20) pode ser decomposta em soma de funções, as 

quais dependem individualmente dos parâmetros de cada especialista e da rede gating. 

Logo, a maximização da função de verossimilhança pode ser realizada maximizando-se 

essas funções individuais, de forma incremental e iterativa. 

A seguir, será apresentado em detalhe o treinamento desacoplado. 
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2.2.2.1 Treinamento desacoplado via o método EM (Expectation-Maximization) 

Para desenvolver este método de ajuste de parâmetros, parte-se do princípio de 

maximização da função de verossimilhança, definida na equação (2.20). Como é 

comumente adotado em estatística, é mais conveniente trabalhar com o logaritmo da 

verossimilhança que com a própria verossimilhança. Tomando o logaritmo de m densidades 

na forma da equação (2.20), chega-se à seguinte medida de verossimilhança: 

 ∑ ∑=Θ
= =

N

t

m

i
i

ttt PiPl
1 1

)()()( ),|(),|(log),( θχ xyvx , (2.22) 

sendo N o número de padrões de treinamento. 

Partindo da equação (2.22), é possível utilizar o algoritmo de maximização da esperança 

(EM). Nesta abordagem, o ajuste dos parâmetros da rede gating e dos especialistas 

compreende dois passos bem definidos e engloba todo o conjunto de treinamento. A ideia é 

que a maximização da função de verossimilhança pode ser simplificada se cada padrão 

puder ser associado a exatamente um único especialista (indicado por variáveis chamadas 

de variáveis ausentes, que serão iguais ao valor 1 para um especialista e 0 para os demais). 

As variáveis ausentes serão importantes para a simplificação da otimização do logaritmo da 

verossimilhança. Os passos são os seguintes: 

Passo E: É calculado o valor esperado para as variáveis ausentes (considerando que os 

parâmetros de todos os especialistas são conhecidos): 

∑
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(2.23)

onde )|( )()()( ttk
ih xy  são os valores das variáveis ausentes para o t-ésimo padrão de 

treinamento e o índice k indica o k-ésimo Passo E. 

Passo M: O termo a ser maximizado pela rede gating será: 
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e para o conjunto de especialistas será: 

∑∑
= =

=
N

t

m

i

tt
i

tt
itaespecialis hE

1 1

)()()()( ))|(log(),( xyxy φ , 
(2.25)

onde φ é a densidade de probabilidade condicional: 
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(2.26)

Com d sendo a dimensão de )(ty  e )(t
iy  sendo a saída do especialista i para o t-ésimo 

padrão de treinamento. 

As m saídas da rede gating são dadas pela função softmax, da equação (2.19), com 

ii g=ξ . 

Ao invés de usar uma rede gating com função de ativação softmax (conforme definido 

acima), uma outra abordagem é utilizar funções gaussianas normalizadas, cada uma 

centrada na região de atuação de um especialista. São conhecidas como MEs locais (LME, 

do inglês local mixture of experts), pois o espaço de entrada é dividido por hiper-elipsoides, 

facilitando a contribuição de vários especialistas para uma sub-região. As saídas ( iα  e jα ) 

da rede gating assumirão uma nova forma ao passar pela nova função softmax dada por: 
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Assim, a influência do i-ésimo especialista está localizada numa região ao redor de ri 

(XU et al., 1995; RAMAMURTI & GHOSH, 1996). 

2.3 Algoritmos construtivos para o treinamento de redes 
neurais 

Em abordagens tradicionais (por exemplo, a MLP) o processo de treinamento da rede 

exige a definição prévia da arquitetura (número de camadas ocultas e de neurônios por 

camada oculta) antes do treinamento dos pesos sinápticos da rede. Com isso, 

invariavelmente a definição da arquitetura acaba sendo feita de forma arbitrária e/ou 

seguindo a intuição do usuário. Assim, fica aumentado o risco da arquitetura não ser a mais 

adequada para o problema, resultando num aprendizado deficiente. Já no caso dos 

algoritmos construtivos, a definição da arquitetura da rede é feita automaticamente durante 

o treinamento, o qual também realiza o ajuste dos pesos sinápticos. Há também uma 

tendência de que os algoritmos construtivos forneçam arquiteturas mais parcimoniosas em 

termos de número de neurônios e conexões sinápticas (GONÇALVES et al., 1998), o que 

pode contribuir para uma boa capacidade de generalização. 

Um comentário em favor dos algoritmos construtivos: “a possibilidade de adaptação da 

rede neural para um determinado problema é uma das vantagens das técnicas 

construtivas... (elas) têm também importantes efeitos na velocidade da convergência do 

processo de treinamento. Em muitos métodos construtivos, a adição de um novo neurônio 

oculto implica na atualização de um pequeno grupo de pesos sinápticos, geralmente só 

aqueles associados ao neurônio a ser adicionado” (MUSELLI, 1998). 

Dentre os principais aspectos dos algoritmos construtivos, pode-se mencionar os 

seguintes: 

Número de neurônios adicionados: Refere-se à quantidade de neurônios que se adiciona na 

rede a cada iteração do processo construtivo. Na maioria dos casos, é feita a adição de um 

neurônio a cada iteração. 
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Padrão de conexões do novo neurônio: Refere-se a um tipo de política de conexão do novo 

neurônio a ser adicionado à rede. Por exemplo, o novo neurônio será conectado com todos 

os neurônios de todas as camadas ocultas prévias, ou apenas com os neurônios da camada 

de entrada e da camada imediatamente anterior. 

Inserção e/ou poda: Os algoritmos construtivos englobam não só algoritmos que partem de 

uma arquitetura mínima e buscam incrementar componentes (neurônios e conexões) na 

rede, mas também etapas de poda, que podem levar à redução do número de componentes 

da arquitetura, caso esta redução implique uma melhora de desempenho da rede. 

Direção do crescimento da rede: Destacam-se três casos. O primeiro mostra crescimento a 

partir da camada de entrada até a camada de saída. E o segundo a partir da camada de saída 

até a camada de entrada. Todas aquelas estratégias que não se encaixam nas duas primeiras 

compõem o terceiro caso. 

Funcionalidade dos neurônios inseridos: Embora a maioria dos algoritmos construtivos não 

faça diferença entre os neurônios ocultos, existem alguns que consideram a criação de 

camadas nas quais um neurônio assume um papel de maestro e os demais de auxiliares. 

Ajuste dos pesos sinápticos do novo neurônio: A maioria dos algoritmos construtivos adota 

técnicas de ajuste de pesos locais e que só ajustam as novas conexões que o novo neurônio 

inserido na rede traz consigo. Dentre as técnicas mais utilizadas, pode-se citar: Pocket 

(GALLANT, 1986), Pocket Ratchet Modification PRM (GALLANT, 1990), Quickprop 

(FAHLMAN, 1988), Barycentric Correction Procedure – BCP (POULARD & LABRECHE, 

1995). 

Critério de parada: O critério de parada mais utilizado é o desempenho da rede, seja em 

termos de taxa de acertos/erro para problemas de classificação ou a minimização 

quantitativa do erro, como o erro quadrático médio para problemas de regressão de dados. 

O processo construtivo é concluído quando estes valores permanecem constantes ou com 

variação não-significativa entre duas ou mais iterações. Em casos especiais de restrições de 

uso de memória, o critério de parada pode ser complementado com a definição de um 

número máximo de neurônios a ser atingido pelo algoritmo construtivo. 
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Forma da rede: Refere-se à configuração topológica que a rede vai adquirindo à medida que 

vai sendo construída. Por exemplo, existem formas de pirâmide e torre com apenas um 

neurônio de saída associado a problemas de bi-classificação, ou outra de uso mais geral em 

forma de cascata com múltiplos neurônios de saída associados a problemas tanto de 

classificação quanto regressão de dados. 

Tipo de variáveis de entrada: Alguns algoritmos construtivos aceitam apenas entradas 

binárias, enquanto que outros admitem valores categóricos ordinais e não-ordinais, e 

também valores numéricos. 

Tipo de problemas que resolvem: As primeiras propostas de algoritmos construtivos 

estavam direcionadas a problemas de classificação de padrões (de duas e de mais de duas 

classes), onde as entradas são associadas a uma ou mais classes. Em seguida, foram 

estendidas para problemas de regressão de dados (FAHLMAN & LEBIERE, 1990), que se 

caracterizam por um mapeamento contínuo de entradas e saídas. Existem também 

algoritmos construtivos para problemas de agrupamento (clustering) (FRITZKE, 1995). 

Dentre as contribuições mais importantes de algoritmos construtivos que usam 

unicamente estratégias de incremento de componentes (conexões e neurônios) na rede, é 

possível citar os algoritmos Tower e Pyramid (GALLANT, 1994), concebidos para 

problemas de classificação de duas classes e com um único neurônio de saída. Estes 

algoritmos partem de um único neurônio na camada oculta (que é também o neurônio de 

saída). Cada neurônio inserido na rede é o único neurônio de saída. No Tower, cada novo 

neurônio é conectado a todas as entradas e ao último neurônio inserido na rede. Já o 

Pyramid difere do Tower apenas na conectividade do novo neurônio, o qual é conectado 

com todos os neurônios previamente inserido na rede. Por outra parte, ambos utilizam 

funções de transferência com limiar (threshold) e as conexões do novo neurônio são 

treinadas empregando o algoritmo Pocket Ratchet Modification – PRM (GALLANT, 1990). 
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Figura 2.8 – Exemplos de redes neurais produzidas pelos algoritmos 
construtivos Tower e Pyramid. 

Outro algoritmo com forma distinta de crescimento é o Upstart (FREAN, 1990). Este 

cresce em forma de árvore binária e parte da camada de saída em direção à camada de 

entrada. Durante o processo construtivo, um neurônio se divide em outros dois neurônios 

visando corrigir o erro cometido pelo neurônio ancestral. Nesta estratégia de correção do 

erro, os neurônios descendentes têm a tarefa direta de corrigir os erros do neurônio 

ancestral. Indiretamente, na maioria dos casos acaba-se por reduzir o erro de classificação 

da rede neural como um todo. 

Também foram propostos algoritmos construtivos com maior abrangência de aplicação, 

que além de tratar problemas de classificação resolvem também problemas de regressão de 

dados. Pode-se citar o algoritmo Cascade Correlation (CasCorr) (FAHLMAN & LEBIERE, 

1990), que começa sem neurônios ocultos e ajusta apenas os pesos sinápticos dos neurônios 

de saída. A cada iteração, busca-se ganho de desempenho ao se adicionar um neurônio 

oculto por vez, de forma a produzir uma cascata, fixando-se os pesos dos neurônios já 

inseridos anteriormente e reajustando os pesos dos neurônios de saída. Com isso, utiliza-se 

uma estratégia de congelamento dos pesos sinápticos para apenas ajustar os pesos 

associados ao novo neurônio inserido e os pesos dos neurônios de saída. Este algoritmo 

será descrito em forma detalhada na Seção 2.3.1. 
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Considerando as propostas de algoritmos evolutivos que utilizam somente estratégias de 

poda, tem-se o trabalho de REED (1993), o qual descreve algoritmos que partem com uma 

arquitetura de rede maior do que a necessária e procedem com a remoção de suas conexões 

e neurônios ocultos. Lahnajärvi e colaboradores (LAHNAJÄRVI et al., 2002) propuseram 

uma taxonomia para as estratégias de poda: (i) Algoritmos que utilizam estimativas de 

sensibilidade da função de erro para remover conexões e neurônios ocultos. Aqueles que, 

ao serem removidos temporariamente produzem menor efeito, são finalmente selecionados 

para remoção permanente da rede. (ii) Algoritmos munidos com um termo de penalidade 

adicionado na função-objetivo, de forma a penalizar redes de grande tamanho e que vão 

contra o princípio da parcimônia. 

Também podem ser encontradas na literatura propostas de algoritmos que combinam 

ambas as estratégias (crescimento e poda). Estes tentam tomar vantagem de ambas as 

estratégias para determinar a arquitetura da rede (FIESLER, 1994; GHOSH & TUMER, 1994). 

Cabe destacar aqui o algoritmo de aprendizado por busca de projeção (PPL, do inglês 

projection pursuit learning), o qual produz redes neurais com uma única camada oculta, 

mas define automaticamente o número de neurônios e o formato de suas funções de 

ativação, visando maximizar a capacidade de generalização (HOLSCHUH, 2008; HWANG et 

al., 1994; VON ZUBEN, 1996). 

No recente trabalho de Franco e colaboradores (FRANCO et al., 2009), é possível 

encontrar descrições detalhadas destes e outros algoritmos construtivos associados a 

problemas de classificação de dados. 

2.3.1 O algoritmo construtivo Cascade-Correlation (CasCorr) 

O termo CasCorr pode ser atribuído tanto à arquitetura quanto ao algoritmo de 

aprendizado construtivo. Além de ajustar os pesos sinápticos, também define a topologia da 

rede neural, numa forma especial em cascata. O algoritmo começa a partir de uma rede de 

arquitetura mínima (modelo linear, sem neurônios ocultos) e ajusta otimamente os pesos 

dos neurônios de saída. Em seguida, adiciona novos neurônios ocultos, um de cada vez, 
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criando uma arquitetura de rede de múltiplas camadas ocultas, com apenas um neurônio por 

camada, caracterizando a configuração em cascata. 

O CasCorr combina duas ideias: (i) a arquitetura em forma de cascada (como ilustrado 

na Figura 2.9, considerando apenas dois neurônios ocultos), onde os neurônios ocultos 

estão dispostos de forma que cada um recebe conexões de todos os neurônios precedentes 

(inseridos anteriormente e considerando também os da camada de entrada); (ii) o algoritmo 

de treinamento da rede, que é o responsável pela dinâmica de inserção de novos neurônios 

(demanda do problema) e do ajuste dos pesos sinápticos. 

...X

1 0 1 0 1 0

Ŷ

 

Figura 2.9 – Arquitetura da rede neural do tipo Cascade Correlation (CasCorr). 

Em relação aos componentes da arquitetura, a CasCorr é bem parecida à tradicional 

MLP. Por exemplo, as funções de ativação dos neurônios ocultos são do tipo sigmoidal, 

seja a função logística ou a tangente hiperbólica. Da mesma forma, os neurônios de saída 

possuem funções lineares. A diferença frente à MLP está: (i) no número de neurônios nas 

camadas ocultas das redes, sendo que na CasCorr admite-se apenas um neurônio em cada 

camada oculta, enquanto na MLP este número é arbitrário e pode ser distinto para cada 

camada; (ii) na disposição das conexões, pois na MLP as conexões são restritas a ligarem 

neurônios de camadas contíguas, enquanto que na CasCorr cada neurônio recebe todas as 

conexões possíveis de neurônios em camadas anteriores. Em ambas as redes não se 

admitem conexões entre neurônios da mesma camada, nem conexões recorrentes. O 

procedimento de ajuste dos pesos sinápticos é também bem distinto entre ambas as 

propostas de arquitetura, como já descrito. 
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A seguir, a Figura 2.10 contém uma sequência de passos extraídos de FAHLMAN & 

LEBIERE (1990) e que descrevem o processo de treinamento para o CasCorr. À esquerda, a 

descrição dos passos e, à direita, suas figuras associadas. 

 

P1: Parte-se com uma arquitetura de rede mínima, sem 
neurônios ocultos e com todas as conexões entre as 
camadas de entrada e saída. 
Ajustam-se os pesos da rede minimizando o EQM via o 
algoritmo Quickprop (backpropagation modificado). 

...

...X Ŷ

 

P2: Ajustam-se, de forma independente, os pesos das 
conexões entrantes dos c neurônios candidatos (c definido 
pelo usuário) maximizando a função de correlação S entre 
o comportamento de saída do neurônio e o erro entre a 
saída desejada e aquela produzida pela configuração atual 
de rede neural. 
Nas equações, o índice o indica cada saída da rede, p 
cada padrão de treinamento, V a saída de cada neurônio 
candidato, V  o valor médio de V, E o erro da rede e E  o 
valor médio de E. 
O vetor gradiente desta função S é calculado a partir da 
equação que descreve as derivadas parciais iwS ∂∂ / . 
Nesta última equação, σo é o sinal da correlação entre a 
saída do neurônio candidato e a saída da rede o, f’p é a 
derivada da função de ativação do neurônio candidato 
para o padrão de treinamento p, e Ii,p é o valor da entrada 
i do neurônio candidato gerada pelo padrão de 
treinamento p. 

...

...X

...

V1

V2

Vc

w
w w

Neurônios 
candidatos:

Ŷ
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P3: Após ter ajustado os pesos das conexões dos c 
neurônios candidatos, escolhe-se o neurônio cuja 
correlação S seja a mais alta. Em seguida “congelam-se” 
os valores destes pesos (linhas mais grossas na figura à 
direita), estes pesos permanecerão inalterados até o fim do 
processo de treinamento. 
Em seguida, criam-se as conexões do novo neurônio com 
os neurônios de saída da rede e treinam-se os pesos 
destas conexões junto com as conexões restantes (não-
congeladas) minimizando a função do EQM da rede. 

...

...X

Congela pesos do 
neurônio oculto

Ŷ
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P4: A partir deste ponto, repete-se o processo de inserção 
de um novo neurônio na rede, criando-se os candidatos, 
treinando seus pesos visando maximizar a correlação S. 
  

...

...X

...

)max(S

w
www

V1

V2

Vc

Ŷ

 

P5: Em seguida, congelam-se os pesos das conexões do 
novo neurônio (estes pesos, assim como os dos outros 
neurônios já inseridos, se manterão inalterados). Criam-se 
as conexões de saída do novo neurônio com os neurônios 
da camada de saída e, finalmente, treinam-se os pesos 
visando a minimização do EQM. Repetem-se estes passos 
até não obter mais uma diminuição no erro, ou caso um 
valor de erro desejado seja atingido (critérios de parada 
alternativos). 

...

...X

Congela pesos 
do neurônio 

oculto

Ŷ

 

Figura 2.10 – Passos do processo de treinamento no algoritmo CasCorr. 

2.4 Algoritmos de computação evolutiva 

Os princípios da evolução natural, seleção natural e genética serviram de inspiração para 

a concepção de algoritmos que capturam os seus principais mecanismos. Vislumbrou-se 

que estes princípios evolutivos, que supostamente levaram ao aparecimento e 

aperfeiçoamento de espécies de seres vivos no nosso planeta, podiam também ser usados 

para o aparecimento e aprimoramento de soluções de alta qualidade junto a problemas reais 

da engenharia, como os de busca estocástica e problemas de otimização. 

Este paradigma da computação evolutiva sugere um conjunto de mecanismos agindo 

numa população de indivíduos (candidatos à solução do problema) com o objetivo de 

melhorar, em média, a sua adequação em relação ao ambiente, ou seja, o seu desempenho 

geral em relação a um problema proposto (GOLDBERG, 1989; SRINIVAS & PATNAIK, 1994). 
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Os algoritmos que formam parte do paradigma de computação evolutiva são os 

seguintes: algoritmos genéticos (GA), programação evolutiva (EP), estratégias evolutivas 

(ES) e programação genética (GP). Os algoritmos GA e EP serão alvo de investigação nesta 

tese e serão tratados mais detalhadamente. Os principais conceitos que estes algoritmos têm 

em comum são os seguintes: 

Codificação do problema: É importante que o problema a resolver (busca/otimização) seja 

codificado num formato estruturado que permita a aplicação dos mecanismos de evolução 

em computador. Esta codificação deverá ser capaz de representar uma solução do 

problema, independente da qualidade da solução. Pode-se fazer uma analogia com o 

cromossomo (onde se encontra a informação de DNA) dos seres vivos. O cromossomo 

seria a codificação (genótipo) que é o ponto de partida para se chegar a um ser vivo 

(fenótipo), com todas as suas características visíveis (o ser humano, por exemplo). Cada 

elemento do cromossomo é conhecido como gene. Os possíveis valores que um 

determinado gene pode assumir são denominados alelos. 

A Figura 2.11 tem como objetivo estender os conceitos do cromossomo biológico para 

ilustrar casos de codificação de soluções de dois problemas computacionais reais. A parte 

da esquerda da figura ilustra o problema de otimização da arquitetura de redes neurais 

arbitrariamente conectadas (ACFNN, do inglês arbitrarily connected feedforward neural 

network). A codificação deverá permitir representar qualquer arquitetura que siga as 

especificações deste tipo de rede neural, ou seja, todas as soluções-candidatas devem 

admitir uma representação na codificação proposta. Para isto, foram utilizados valores 

binários dentro do vetor que representa o cromossomo (de acordo com o GA tradicional). 

Nesta parte da figura, o vetor que representa o cromossomo codifica a arquitetura de rede 

mostrada logo abaixo. Resulta uma rede neural com um total de 7 neurônios, 3 dos quais 

pertencentes às 2 camadas ocultas. A matriz de conexões abaixo da rede serve de auxílio na 

geração do vetor que representa o cromossomo, pois nela são empregados os valores 0 e 1 

para representar, respectivamente, a não-existência e a existência de conexões entre os 

neurônios linha/coluna. O vetor que representa o cromossomo foi preenchido percorrendo 

sequencialmente os elementos das linhas da triangular superior da matriz. 
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Genótipo 
0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0  

 

Fenótipo 
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O genótipo é obtido a partir da matriz de conexões entre 
neurônios (colunas da triangular superior): 

1 2 3 4 5 6 7
1 0 0 1 0 1 0
2 1 1 1 0 0
3 0 0 1 1
4 1 1 1
5 1 1
6 0
7  

Genótipo  
13 17 19 18 16 15 5 7 14 6 4 12 3 1 2 8 9 11 10  

 

Fenótipo 

1 Engenheiro Coelho
2 Artur Nogueira
3 Cosmópolis
4 Americana
5 Santa Bárbara 

D’Oeste
6 Nova Odessa
7 Sumaré

8 Holambra
9 Santo Antônio

de Posse
10 Pedreira
11 Jaguariúna
12 Paulínia
13 Campinas
14 Hortolândia
15 Monte Mor
16 Indaiatuba
17 Valinhos
18 Vinhedo
19 Itatiba

1

2

4

5 6

7

8
3

9

10
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1314
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Figura 2.11 – Exemplos ilustrativos de codificação e mapeamento genótipo ⇔ fenótipo. 

O GA tradicional foi proposto para uso de codificação com valores binários, porque com 

esta codificação é possível representar tanto variáveis categóricas não-ordinais, como 

categóricas ordinais e até variáveis numéricas, seguindo, por exemplo, a representação 

quantizada adotada em computação digital, a chamada codificação em ponto flutuante. 

As principais desvantagens desta codificação estão na criação de cromossomos binários de 

comprimento elevado, em certas aplicações, e a dificuldade de manter a relação entre 

número de bits diferentes no cromossomo e proximidade de grau de adaptação entre as 

soluções-candidatas (MICHALEWICZ, 1996). Com isso, tem-se um aumento de custo 

computacional e, possivelmente, uma maior complexidade da superfície de adaptação, que 

é aquela que permite mapear cada ponto do espaço de soluções-candidatas em um único 

valor de adaptação. Por esta razão, já foram propostas na literatura diversas alternativas que 

buscam empregar outros tipos de codificação, como codificação inteira e real (que na 

verdade recorre à representação em ponto flutuante do ambiente de computação digital) 

(BÄCK et al, 1997; FOGEL, 1995). 
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Um exemplo de codificação usando valores discretos inteiros é ilustrada na parte direita da 

Figura 2.11. Trata-se de uma solução-candidata para o problema do caixeiro viajante 

(traveling salesperson problem), que corresponde a um bem conhecido problema de 

otimização combinatória (MICHALEWICZ , 1996). Este problema consiste em encontrar a 

sequência de cidades que o caixeiro deverá visitar, passando uma única vez por cada cidade 

e retornando à cidade de origem de forma a minimizar a distância total percorrida. A ordem 

de complexidade do problema cresce de forma fatorial segundo o número de cidades, pois a 

única forma conhecida para se garantir a obtenção da solução ótima é testar todas as 

permutações de cidades e ficar com aquela de menor percurso total. O número de possíveis 

permutações, ou seja, de soluções-candidatas, é de ( )
2

!1−Nc , sendo Nc o número de cidades, 

isso quando não importa qual será a cidade de origem e nem o sentido de execução do 

percurso, se horário ou anti-horário. Uma solução para este problema pode ser codificada 

com um vetor de números inteiros (genótipo) contendo os índices que foram arbitrária e 

unicamente atribuídos a cada cidade. Fica evidente que a ordem destes índices no 

cromossomo definirá a ordem em que o caixeiro deverá visitar as cidades (fenótipo). 

População de indivíduos e sua inicialização: Os algoritmos evolutivos são de tipo 

populacional, o que significa que cada indivíduo desta população interage, seguindo 

princípios evolutivos, com os demais indivíduos. Cada indivíduo representa uma possível 

solução do problema, ao contrário de outros algoritmos (como Simulated Annealing e 

Busca Tabu) em que apenas uma única solução é considerada a cada passo. Após ter 

definida a forma como o problema será codificado, o que acaba por especificar o espaço de 

busca (que contém todas as soluções-candidatas), resta a criação de uma população inicial 

de indivíduos, sendo que a forma comumente utilizada é a geração aleatória de indivíduos. 

Na ausência de qualquer conhecimento acerca da localização da solução ótima ou ao menos 

de regiões promissoras do espaço de busca, a inicialização aleatória promove uma 

amostragem uniforme do espaço de busca. Quando se dispõe de algum conhecimento 

inicial, este pode ser utilizado para polarizar a inicialização. Além disso, em situações em 

que o espaço de busca contém tanto soluções factíveis quanto infactíveis, a inicialização 

deve se ocupar em evitar amostras infactíveis. 
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Operador de seleção: Este operador tem a função de favorecer indivíduos mais aptos 

quando eles são selecionados para gerar descendentes, tomados a partir da população em 

curso. Embora existam propostas de seleção determinísticas, normalmente é inserido algum 

grau de aleatoriedade a este processo, visando preservar níveis mínimos de diversidade na 

população. Com isso, é possível que nem todos os melhores indivíduos sejam selecionados 

e é possível que alguns dentre os piores indivíduos sejam selecionados. 

Operador de recombinação: Conhecido também como operador de crossover, está 

encarregado da geração de novos indivíduos da população por meio da troca de material 

genético entre indivíduos previamente selecionados. Não há garantias de que as soluções 

resultantes desta recombinação venham a produzir soluções-candidatas de melhor nível de 

adaptação, mas existe a possibilidade de que bons trechos de código, presentes em 

indivíduos diferentes, possam ser simultaneamente herdados por um único indivíduo, numa 

das recombinações implementadas. 

Operador de mutação: O operador de mutação implica na modificação dos valores de um 

subconjunto de elementos do cromossomo, muitas vezes chamados de genes. A mutação 

pode ser interpretada como um processo de perturbação aleatória de uma dada solução-

candidata, e acaba representando uma fonte de inovação para o processo de busca 

promovido pela evolução e também um recurso a mais para preservar um nível mínimo de 

diversidade na população. A existência de mutação garante inclusive que, dados recursos 

computacionais suficientes, é possível atingir qualquer ponto do espaço de busca a partir do 

emprego iterativo deste operador. 

A Figura 2.12 ilustra o fluxograma de um algoritmo evolutivo padrão. 
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Avaliação

Início 

 

Figura 2.12 – Fluxograma de um algoritmo evolutivo padrão. 

Procedimento de Busca Local: Consiste na aplicação de certas ações com o intuito de 

melhorar a aptidão de um indivíduo da população. O objetivo é acelerar a convergência do 

indivíduo para um mínimo local mais próximo. O tempo computacional que esta tarefa 

pode demandar geralmente é proporcional à qualidade do mínimo local alcançado, razão 

pela qual não se acostuma aplicar ao total de indivíduos da população e sim a uma pequena 

parcela deles. As ações que compõem o procedimento de busca local variam de acordo com 

o problema que está sendo resolvido. Por exemplo, no problema do caixeiro viajante, uma 

ação pode ser testar (avaliar) todas as possibilidades de troca de rotas entre duas cidades e 

consolidar a troca se esta conduzir a um incremento da aptidão do indivíduo. Outro 

exemplo de busca local para o problema de evoluir os pesos sinápticos de uma rede neural: 

uma ação pode ser utilizar um método analítico de otimização baseado na descida do 

gradiente. Esta ação, por usar informação a partir das derivadas da função do erro de 

treinamento em relação aos pesos sinápticos, leva à redução do erro e, consequentemente à 

melhora da aptidão do indivíduo. Todos os algoritmos baseados em computação evolutiva 

admitem a aplicação de procedimentos de busca local. 
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2.4.1 Algoritmo genético (GA) 

O algoritmo genético (GA, do inglês genetic algorithm) foi desenvolvido por J. H. Holland 

(HOLLAND, 1975) e emprega uma notação proveniente da teoria da evolução natural e da 

genética. Assim, um indivíduo da população é representado por um único cromossomo 

(comumente representado no computador por um vetor de atributos), o qual contém a 

codificação (genótipo) de uma possível solução do problema (fenótipo). Na versão de 

Holland para um GA, os alelos são representados por valores binários 0 e 1. 

FIM

sim

não

Critério de 
parada

Algoritmo Genético 

Inicialização da 
população

Avaliação do fitness

Seleção

Recombinação
(crossover)

Avaliação do fitness

Início 

Criam-se N (definido pelo usuário) indivíduos com valores aleatórios binários.
Pode requerer uma etapa de factibilização para corrigir possíveis indivíduos que
representam soluções infactíveis.

Mutação

Utiliza-se a função de fitness para avaliar o grau de adaptação de cada
indivíduo da população em relação ao problema

Selecionam-se os indivíduos mais aptos de acordo com uma
estratégia de seleção. Esta etapa é utilizada para a escolha dos
progenitores para o crossover. Outras versões de GA a usam
também na substituição de indivíduos para a próxima geração.

Dois progenitores são recombinados para gerar 2 descendentes via
uma estratégia de crossover (de um ponto, 2 pontos, uniforme, etc.).

Obedecendo a uma probabilidade ou taxa de mutação (definida pelo
usuário) aplica-se a mutação nos descendentes. Em versões
modificadas de GA, uma fração da população também pode estar
submetida à mutação visando injetar maior diversidade na população.

 

Figura 2.13 – Fluxograma de um algoritmo genético padrão. 
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2.4.2 Programação evolutiva (EP) 

A EP (do inglês evolutionary programming) foi desenvolvida por FOGEL (1962, 1964), 

tendo como propósito a evolução de máquinas de estado finito. A transformação de 

sequências de símbolos de entrada em sequências de símbolos de saída pelas máquinas de 

estado finito visava tratar a predição de séries temporais levando em conta informações 

históricas da série. A EP, posteriormente, foi estendida para problemas de otimização de 

parâmetros, onde a codificação é do tipo real. 

Uma diferença importante da EP para o GA é que a EP tende a enfatizar mais o vínculo 

comportamental, no espaço fenotípico, entre um ancestral e seu correspondente 

descendente, mais do que o vínculo genotípico. Esta manutenção de comportamento é 

devida à ausência do operador de crossover, o qual é utilizado para a geração de 

descendentes no GA. O operador de mutação é que assume essa responsabilidade. Assim, o 

descendente é o resultado da submissão do progenitor à operação de mutação. 

Em EP, considerando problemas de codificação real, à ideia de indivíduo (vetor 

cromossomo) são  acrescentados os parâmetros de auto-adaptação. Por tal motivo, dada a 

população de tamanho P, cada indivíduo i ={1, 2, .., P} está constituído por uma dupla de 

vetores de tamanhos iguais ( ix , iσ ), o vetor cromossomo e seu vetor de desvio-padrão 

associado, respectivamente. Estes vetores têm seus valores iniciais aleatórios extraídos de 

uma distribuição uniforme em intervalos especificados pelo usuário. 

Cada indivíduo ancestral ( ix , iσ ) gera um único descendente ( ,
ix , ,

iσ ) via o operador de 

mutação, de acordo com as seguintes equações: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

c
N i

ii
σσσ ,0,  (2.29)

),0( ,,
iii N σxx +=  (2.30)

onde N(0, iσ ) representa um vetor de variáveis aleatórias gaussianas com média zero e 

desvio-padrão para cada elemento indicado no vetor iσ , e c uma constante de escala. 
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O algoritmo de EP padrão é apresentado na Figura 2.14 (FOGEL, 1994, 1995): 

FIM

sim

não

Critério de 
parada

Programação Evolutiva 

Inicialização da 
população

Avaliação do fitness

Mutação

Seleção

Início 

Criam-se N (definido pelo usuário) indivíduos com valores aleatórios reais. É
possível o uso de valores binários e/ou discretos em EP. Verificar se a etapa de
factibilização é requerida para corrigir possíveis indivíduos que representam
soluções infactíveis.

Avaliação do fitness

Utiliza-se a função de fitness para avaliar o grau de adaptação de cada
indivíduo da população em relação ao problema

Cada indivíduo da população (ancestral) será submetido à mutação
visando a criação de indivíduos descendentes, somente um
descendente por cada ancestral.

Avalia-se o grau de adaptação dos novos indivíduos (produto da
mutação)

Selecionam-se apenas N indivíduos a partir dos 2N (N
ancestrais + N descendentes) para a formação da
população da geração seguinte via alguma estratégia
(ranking, comparações,etc)

 

Figura 2.14 – Fluxograma de um algoritmo padrão de programação evolutiva. 

Embora o EP seja mais utilizado em problemas de otimização em espaços contínuos, é 

possível aplicá-lo em problemas definidos em espaços discretos, como é o caso de 

codificação binária usado por Yao & Liu (1997) para otimizar a arquitetura de redes 

neurais, sendo que os pesos sinápticos foram ajustados via outras metodologias. 

2.5 Índices derivados de teoria de informação 

A teoria de informação, ao formalizar o conceito de entropia em processamento de 

sinais, pode fornecer um elenco amplo de índices capazes de mensurar associações entre 

variáveis e divergência entre modelos, dentre outras funcionalidades. 
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Na definição de critérios de desempenho e no ajuste de parâmetros no treinamento de 

redes neurais artificiais, particularmente aqueles dotados de mecanismos de aprendizado 

supervisionado, geralmente se adotam estatísticas de segunda ordem, devidamente 

formalizadas nos trabalhos pioneiros de Wiener (WIENER, 1949) e Widrow (WIDROW & 

STEARNS, 1985). Essas estatísticas de segunda ordem foram originalmente desenvolvidas 

para lidarem com modelos lineares nos parâmetros, e foram imediatamente estendidas para 

tratar o caso de modelos não-lineares nos parâmetros. Tratam-se de decisões de projeto que 

vêm sendo tomadas pela grande maioria dos projetistas de sistemas adaptativos, por mais 

de quatro décadas. No entanto, existem critérios mais abrangentes que, por exemplo, a 

tradicional estimativa de erro quadrático médio, capazes de considerar estatísticas de ordem 

superior e pertencentes à teoria de informação. Esses critérios mais abrangentes são 

essenciais em aplicações como filtragem adaptativa (HAYKIN, 2000), processamento de 

sinais (MENDEL, 1991), e análise de componentes independentes (BOSCOLO et al., 2001). 

Em aprendizado de máquina, as aplicações mais difundidas de critérios fundamentados 

em teoria de informação estão em seleção de variáveis e seleção de características 

(PRINCIPE, 2010), muito utilizadas em aplicações que vão desde predição de séries 

temporais até classificação de padrões (GUYON & ELISSEEFF, 2003). O conceito mais 

empregado nesses contextos é o de informação mútua.  

Dentre as várias definições que se pode encontrar na literatura para a informação mútua 

(MI, do inglês mutual information), é possível destacar: 

 Informação mútua mede a quantidade de informação que uma variável contém 

sobre uma outra variável. 

 É uma medida de dependência entre duas variáveis (SHANNON, 1949). 

 É a informação armazenada de uma variável em relação a uma outra. 

 É o grau de previsibilidade de uma segunda variável, conhecendo-se a primeira. 

Em termos práticos, dados dois vetores contendo amostras de duas variáveis aleatórias, 

se elas são independentes, então a informação mútua entre os dois vetores tende a zero. Se 
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as variáveis forem fortemente dependentes, então a informação mútua entre elas será 

máxima. Correlação e dependência estão diretamente associadas com informação mútua. 

Os índices de informação mútua foram inicialmente utilizados na área de comunicações 

e estão embasados na Teoria de Informação (COVER & THOMAS, 1991; SHANNON & 

WEAVER, 1949). Posteriormente, essas ideias foram utilizadas para medir correlações não-

lineares entre duas variáveis (CELLUCCI et al., 2005; FRASER & SWINNEY, 1986). Na 

atualidade, informação mútua está sendo empregada em várias áreas do conhecimento, 

dentre elas destaca-se Aprendizado de Máquina (PRINCIPE, 2010). 

A formulação para o cálculo da informação mútua de variáveis discretas (x e y), 

denotada na forma ( )yx,MI , é fornecida na seguinte equação: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )⎪⎭
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⎬
⎫
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⎪
⎨
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=∑∑
= = jyix

jixy
N

i

N

j
jixy yPxP

yxP
yxP

,
log,,MI 2

1 1
yx  (2.31)

onde x e y são variáveis que podem assumir valores em qualquer escala. ( )jixy yxP ,  é a 

probabilidade conjunta de ix=x  e jy=y , Px(xi) e Py(yj) são as probabilidades marginais 

de x e y, respectivamente, e N é o número de amostras consideradas no cálculo. 

Com N finito, o cálculo da informação mútua leva a um valor aproximado. Repare que, 

para o cálculo de ( )yx,MI , é preciso aproximar uma função densidade de probabilidade 

envolvendo duas variáveis. 

Nesta tese, a implementação para o cálculo da ( )yx,MI  está baseada no trabalho de 

CELLUCCI et al. (2005), o qual descreve o uso de dois tipos de histogramas, um uniforme e 

outro adaptativo, para o cálculo das probabilidades conjunta e marginais de x e y. Foi 

considerada aqui a primeira proposta, histograma uniforme de 5/N  elementos. 

As Figuras 2.15 e 2.16 têm como objetivo mostrar exemplos de uso desta medida de 

informação mútua. Na Figura 2.15, mostram-se as variáveis x e y em três configurações: 

(1) à esquerda, sem nenhuma correlação entre elas, ambas as variáveis obedecem a 

distribuições uniformes aleatórias e independentes; (2) na parte central, uma situação na 
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que a correlação é máxima, no caso linear com yx = ; e (3) à direita, um caso de correlação 

não-linear visando mostrar a capacidade do índice de informação mútua de capturar 

correlações deste tipo. Foi incluída a medida do coeficiente de correlação de Pearson (Corr) 

para efeito de comparação. Analisando o primeiro caso, as duas correlações apresentaram 

valores baixos, próximos de zero para indicar a não existência de associação entre x e y. 

Para o segundo caso, situação de máxima correlação, Corr indicou 1.0 (seu valor máximo, 

independente do número de pontos, e positivo porque à medida que x cresce, y também 

cresce). Já no caso do índice de informação mútua, seu valor máximo depende do número 

de amostras das variáveis e, neste caso, o valor indicado (3,7004) é o seu valor máximo por 

se tratar da mesma variável ( yx = ). Finalmente para o terceiro caso, Corr indicou um 

valor baixo, −0,1280 (em termos de valor absoluto, seria aproximadamente a oitava parte 

da medida de máxima correlação), próximo à situação de variáveis aleatórias 

independentes. No entanto, há forte correlação entre as variáveis, só que esta correlação é 

não-linear. O índice de informação mútua, por sua vez, indicou um valor de 0,8757 que 

seria aproximadamente a quarta parte da medida de máxima correlação. Este exemplo 

consegue mostrar a maior robustez da informação mútua na detecção de correlações não-

lineares. 

Distribuição aleatória de x e y 
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Figura 2.15 – Exemplos didáticos do uso de informação mútua comparado ao coeficiente de Pearson. 

Um outro exemplo que ilustra o uso de informação mútua é apresentado na Figura 2.16, 

desta vez aplicado a dados reais. É o caso do problema da definição da janela de atrasos no 

contexto de predição de séries temporais. A janela de atrasos é um valor que indica o 

número mínimo de valores passados da série temporal necessário para sintetizar um modelo 
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preditor (que pode ser uma RNA, por exemplo). Para realizar esta tarefa, é preciso montar 

duas sequências de valores da série: St e St-1, ambas do mesmo tamanho. St-1 deve conter 

valores com um atraso de St, e medir a correlação MI (St, St-1). Na Figura 2.16, mediu-se a 

correlação até 50 unidades de atraso para fins de identificar a janela. Na parte esquerda da 

Figura 2.16, duas séries temporais de natureza financeira e mensais, pelo que se espera uma 

janela de valor 12. Na série de cima, é fácil perceber a sazonalidade mensal com certos 

picos a cada 12 observações. Observa-se que tanto Corr como MI identificaram que a cada 

12 atrasos o valor da correlação é alto. Logo, a janela mínima seria de 12. Já para a segunda 

série, o Corr não conseguiu identificar algum tipo de pico de alta correlação, e o MI 

conseguiu identificar picos a cada 12 observações. Novamente, este exemplo sugere a 

robustez de índices vinculados à Teoria de Informação, como é o caso aqui da informação 

mútua. 
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Figura 2.16 – Exemplos do uso de correlação e informação mútua na definição da janela de atrasos em séries temporais.
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2.6 Considerações finais  

Cada tema abordado neste capítulo será novamente tratado nos próximos capítulos, mas 

sobre um ponto de vista mais aplicativo. A seguir, uma breve descrição da participação, no 

decorrer desta tese, de cada um destes temas: 

 As redes MLP, com uma e duas camadas ocultas, fazem parte dos estudos 

comparativos apresentados nos Capítulos 4 e 5 envolvendo problemas de regressão e 

classificação de dados. O ajuste dos pesos sinápticos das redes MLP é realizado 

utilizando um método quasi-Newton (o qual é descrito no Capítulo 4).    

 Modelos de mistura de especialistas heterogêneos, com treinamento desacoplado via o 

algoritmo EM, fazem parte também dos estudos comparativos. Aqui, tanto as redes 

especialistas como a rede gating são representadas por redes MLP, com uma camada 

oculta (modelo não-linear) e redes sem camadas ocultas (modelos lineares). O ajuste 

dos pesos sinápticos dos especialistas e da rede gating é realizado com o mesmo 

algoritmo quasi-Newton.  

 O algoritmo construtivo Cascade-Correlation foi implementado segundo FAHLMAN & 

LEBIERE (1990) e compõe também o elenco de modelos dos estudos comparativos. 

 Em relação aos algoritmos de computação evolutiva (algoritmos genéticos GA  e 

programação evolutiva EP): A primeira proposta desta tese para sintetizar redes do tipo 

ACFNN é baseada em GA (ACFNN-GA) com busca local (ajuste dos pesos sinápticos 

das redes ACFNNs via o algoritmo quasi-Newton). Na literatura, existe um algoritmo 

baseado em EP chamado EPNet (YAO & LIU, 1997), e que também sintetiza redes do 

tipo ACFNN. No Capítulo 3, são descritos ambos os algoritmos evolutivos e 

comparados seus desempenhos em problemas de classificação de dados. 

  Os conceitos de informação mútua (derivados da Teoria de Informação) são aplicados 

como parte da segunda proposta desta tese: o algoritmo construtivo CoACFNNA para 

a síntese de redes do tipo ACFNN. A descrição mais detalhada desta proposta, onde os 

pesos das redes são ajustados também pelo algoritmo quasi-Newton, é apresentada no 

Capítulo 4. 
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Capítulo 3 

Algoritmos evolutivos para a síntese de 

redes neurais com conexões à frente 

arbitrárias 

 

Resumo: O objetivo deste capítulo é a descrição de duas metodologias baseadas em 

computação evolutiva para a síntese de redes neurais com conexões diretas e arbitrárias 

(ACFNNs, do inglês Arbitrarily Connected Feedforward Neural Networks). A primeira 

delas é baseada em um algoritmo genético (GA, do inglês Genetic Algorithm), sendo 

proposta pelo autor desta tese, e a segunda está baseada em programação evolutiva (EP, do 

inglês Evolutionary Programming), sendo conhecida na literatura como EPNet (EP 

Network) e proposta por YAO & LIU (1997). Visto que os conceitos básicos dos algoritmos 

GA e EP foram apresentados no Capítulo 2, os esforços neste capítulo estão concentrados 

na aplicação e na análise desses algoritmos para o problema de síntese de ACFNNs. 

3.1 Considerações acerca da evolução de redes neurais 
artificiais 

A ideia de evoluir redes neurais artificiais surgiu de forma natural ao constatar a 

capacidade de busca dos algoritmos de computação evolutiva na resolução de problemas de 

otimização, tanto em espaços discretos como contínuos. Em consequência, é possível 

conceber a evolução de: (i) unicamente a arquitetura da rede utilizando codificação binária, 

por exemplo; (ii) evoluir somente os pesos sinápticos, dada uma arquitetura, utilizando 
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propostas de algoritmos evolutivos com codificação real, por exemplo; e (iii) evoluir 

simultaneamente arquitetura e pesos sinápticos. Outros parâmetros vinculados ao projeto de 

uma rede neural, como aqueles associados às funções de ativação, também podem ser alvo 

de evolução. 

As principais motivações para a evolução de redes neurais artificiais são as seguintes: 

 Em lugar de ficar a cargo do usuário, promove-se a definição automática da 

arquitetura de rede neural que tende a ser a mais adequada ao problema, e que inclui 

o número de camadas ocultas e de neurônios em cada uma delas, os tipos de funções 

de ativação dos neurônios e a conectividade entre os neurônios. 

 O ajuste dos pesos sinápticos pode ganhar maior robustez ao utilizar técnicas que 

exploram melhor espaços de busca multimodais, evitando a convergência prematura 

do processo de otimização para mínimos locais de baixa qualidade. 

Na literatura, é possível identificar duas formas de codificação da arquitetura e/ou pesos 

sinápticos de uma RNA: codificação direta e codificação indireta. Alguns autores definem 

de forma particular cada uma delas. Por exemplo, para YAO & LIU (1997) a codificação 

direta é aquela em que a maior quantidade de informação (conexão, neurônio, peso 

sináptico, etc.) é codificada e representada no vetor de atributos (ou cromossomo). Na 

codificação indireta, somente os parâmetros mais importantes da arquitetura, como número 

de camadas ocultas e o número de neurônios em cada camada são codificados, deixando os 

demais parâmetros pré-definidos ou a serem especificados durante o processo de 

treinamento. Por outra parte, para KORDÍK et al. (2010) a codificação direta envolve a 

codificação dos pesos sinápticos, os quais, por consequência, já definem a topologia da rede 

neural, e a codificação indireta (de desenvolvimento ou generativa) requer que um 

processamento adicional se responsabilize por decisões de projeto que não ficam 

especificadas no cromossomo. O objeto da evolução, neste caso, está nesta etapa de 

processamento adicional. 

Com o propósito de otimizar simultaneamente a arquitetura e os pesos sinápticos a partir 

de processos evolutivos, é possível citar os seguintes trabalhos pioneiros: ANGELINE et al. 
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(1994), FOGEL (1995), MANIEZZO (1994), WHITLEY et al. (1990) e YAO & LIU (1997). 

Como trabalhos recentes que evoluem apenas a arquitetura e empregam outras técnicas de 

otimização para ajustar os pesos sinápticos, tem-se o trabalho de PUMA-VILLANUEVA & 

VON ZUBEN (2010), no qual os pesos sinápticos são ajustados usando um algoritmo de 

otimização analítico baseado no cálculo do gradiente específico para arquiteturas de 

ACFNNs, conforme formalizado em WILAMOWSKI et al. (2008). Esta abordagem é 

geralmente interpretada como um algoritmo evolutivo com operador de busca local para o 

projeto de redes neurais artificiais (WHITLEY et al., 1990; YAO & SHI, 1995). 

Existem vantagens e desvantagens associadas às duas propostas, sendo que uma delas 

promove a evolução de arquitetura e pesos e a outra a evolução somente da arquitetura, 

com os pesos ajustados via algoritmos de otimização não-linear. YAO & LIU (1997) 

utilizaram programação evolutiva para evoluir a arquitetura e um algoritmo de 

backpropagation modificado junto com simulated annealing (KIRKPATRICK et al., 1983) 

para o ajuste dos pesos. YAO & LIU (1997) argumentam que o uso de otimização não-linear 

para o ajuste dos pesos introduz duas fontes de ruído no processo evolutivo: a primeira está 

associada à inicialização aleatória dos pesos sinápticos, permitindo que uma mesma 

arquitetura de rede possa apresentar diferentes graus de aptidão (fitness). A segunda fonte 

de ruído refere-se ao algoritmo de ajuste dos pesos sinápticos, pois diferentes algoritmos 

podem produzir diferentes resultados. Por exemplo, métodos populacionais como 

programação evolutiva (EP) ou estratégias evolutivas (ES) podem produzir erros de 

treinamento menores do que o gradiente simples, devido à capacidade de busca global. 

Em adição a estas desvantagens relacionadas à evolução de redes neurais, existe outro 

fator limitador associado, o qual é conhecido como o problema da permutação (BELEW et 

al., 1991; HANCOCK, 1992), ou problema de convenção da competição (SCHAFFER et al., 

1992). Este problema pode ser descrito de diferentes formas: 

 Em termos evolutivos, diferentes genótipos podem apresentar um mesmo grau de 

aptidão (ou graus de aptidão muito parecidos) associados a seus correspondentes 

fenótipos; 
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 Em termos práticos, significa que diferentes arquiteturas de redes neurais podem ter 

um mesmo erro de treinamento (aptidão ou fitness). Essas arquiteturas podem ter 

topologias idênticas ou até topologias distintas. No caso de topologias idênticas, 

neurônios que exercem papel equivalente dentro da arquitetura da rede podem 

trocar de posição sem alterar o comportamento de entrada-saída da rede, razão pela 

qual se fala em problema da permutação. Essas questões podem se tornar ainda mais 

acentuadas quando se consideram arquiteturas mais flexíveis, como aquelas que 

serão tratadas neste estudo, envolvendo conexões à frente arbitrárias. 

O problema da permutação tende a degradar o processo evolutivo por apresentar 

múltiplas soluções-candidatas com graus de adaptação similares, o que dificulta a busca e 

pode comprometer o desempenho do operador de crossover. Para atenuar este efeito, 

algumas propostas adotam procedimentos de busca local visando tornar a busca mais 

efetiva (PUMA-VILLANUEVA & VON ZUBEN, 2010), e outras recorrem a um elenco de vários 

operadores de mutação, que permite aos descendentes herdar aspectos comportamentais 

distintos do seu único progenitor (YAO & LIU, 1997). 

Recentemente, KORDÍK et al. (2010) propuseram o GAME (Group of Adaptive Models 

Evolution), uma abordagem de meta-aprendizado para otimizar a arquitetura e os pesos 

sinápticos de uma RNA. A otimização da arquitetura das redes é guiada por um algoritmo 

genético com nichos ecológicos (niching GA) e o ajuste dos pesos sinápticos de cada 

neurônio é realizado de forma independente utilizando vários métodos (18 ao total, entre 

analíticos e aproximados): 2 analíticos, quasi-Newton e gradiente conjugado; e, dentre os 

aproximados, 4 baseados em computação evolutiva, 2 em enxame de partículas, 5 em 

colônia de formigas, 1 híbrido (PSO+GA) e 4 baseados em busca estocástica ortogonal. 

Cada nicho tende a gerar descendentes com aptidão superior à de seus progenitores, sendo 

que esta abordagem pode ser interpretada como sendo multipopulacional. 
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3.2 Evoluindo ACFNNs via Algoritmos Genéticos 

Esta seção concentra-se na descrição da implementação de uma versão de GA para a 

evolução de redes neurais com conexões diretas e arbitrárias (ACFNNs, do inglês 

arbitrarily connected feedforward neural networks), tanto para problemas de regressão 

como de classificação de padrões. A Seção 2.4.1, Capítulo 2 desta tese, traz os conceitos 

básicos de um algoritmo genético. 

Esta proposta será denominada ACFNN-GA, e o conteúdo desta seção se baseia na 

primeira proposta de formalização feita em PUMA-VILLANUEVA & VON ZUBEN (2010), a 

qual foi aplicada junto a problemas de regressão de dados, mais especificamente predição 

de séries temporais. As diferenças que serão apresentadas aqui se concentram nos seguintes 

pontos: 

 Treinamento das redes candidatas utilizando um algoritmo de ajuste dos pesos 

sinápticos baseado num método quasi-Newton com escalonamento automático, que 

substitui com vantagens o algoritmo de gradiente simples empregado em PUMA-

VILLANUEVA & VON ZUBEN (2010); 

 Aplicação junto a problemas de classificação de padrões. 

Para a descrição da nova versão do ACFNN-GA, foi adotada a seguinte divisão de 

tópicos: codificação do problema, descrição dos operadores genéticos (seleção, crossover, 

mutação e busca local) e, finalmente, a aplicação junto a dois problemas de classificação de 

diferentes graus de complexidade. 

3.2.1 Codificação do problema 

Para a codificação do problema, o usuário precisa definir o número máximo de 

neurônios ocultos das redes a evoluir. O número de neurônios das camadas de entrada e de 

saída são previamente estabelecidos em função das dimensões dos próprios dados de 

treinamento (número de variáveis de entrada e de saída do problema). Em consequência, 
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define-se o número máximo de neurônios de todas as redes neurais candidatas 

(NoMaxNeuronios) como: 

NoMaxNeuronios =
número de 

neurônios da 
camada de entrada

número máximo 
de neurônios

ocultos

número de 
neurônios da 

camada de saída
+ +

 

A Figura 3.1 ajuda a mostrar a forma como uma arquitetura ACFNN é representada num 

cromossomo com valores binários. O vetor binário que representa o cromossomo está 

composto pelos valores do triângulo superior da matriz, que tem NoMaxNeuronios como 

número de linhas e colunas. Os valores 0 e 1, nesta parte da matriz, significam a ausência e 

a presença de conexão entre os neurônios da linha e da coluna, respectivamente. Ainda na 

Figura 3.1, mostra-se um exemplo didático para a codificação da rede neural na parte da 

esquerda, composta por 7 neurônios no total, sendo 3 na camada de entrada, 1 na camada 

de saída e 3 neurônios ocultos distribuídos em duas camadas. À direita da Figura 3.1, a 

matriz com os elementos 0 e 1 da triangular superior e, abaixo desta, o vetor cromossomo 

como resultado do empilhamento dos valores da triangular superior da matriz numa ordem 

determinada pela sequência de linhas. Desta forma, uma vez definido o valor de 

NoMaxNeuronios, o tamanho do vetor binário que representa o cromossomo é definido 

automaticamente e fixado com o seguinte valor: 

 NoMaxNeuronios×(NoMaxNeuronios−1)÷2. No exemplo, o tamanho é de 21, pois 

NoMaxNeuronios foi tomado como sendo 7. 
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triangular superior

Vetor cromossomo
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1 0 0 1 0 0 1
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6 1
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1 2 3 4 5 6 7
1
2
3
4
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6
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0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1
 

Figura 3.1 – Codificação do vetor binário que representa o cromossomo para uma arquitetura de rede ACFNN.  
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3.2.2 Inicialização da população e mecanismo de factibilização 

A população é inicializada de forma aleatória com valores binários 0 e 1 preenchendo 

arbitrariamente os elementos da parte triangular superior de cada matriz associada a uma 

solução-candidata. O tamanho da população é definido pelo usuário. 

A factibilização dos indivíduos é realizada seguindo a sequência de procedimentos 

indicados na Tabela 3.1. No lado esquerdo da Tabela 3.1, indicam-se os casos de 

infactibilidade e, na direita, o tratamento a ser adotado para se obter uma rede neural 

factível. 

Tabela 3.1 – Casos e procedimentos de recuperação de factibilidade. 

Neurônios ocultos sem conexões entrantes, mas 
com conexões de saída 

Conectam-se de forma aleatória com os neurônios da camada de 
entrada da rede. 

Neurônios ocultos com conexões de entrada, 
mas sem conexões de saída 

Conectam-se aleatoriamente com os neurônios da camada de 
saída da rede. 

Conexões entre neurônios da mesma camada Eliminam-se essas conexões. 

Neurônios de saída sem conexões entrantes  Conectam-se de forma aleatória com os neurônios da camada de 
entrada da rede. 

Todos os neurônios de entrada sem conexões Escolhe-se um grupo aleatório deles e criam-se conexões 
aleatórias entre estes e os neurônios da camada de saída da rede. 

 

Note que, pela forma da codificação do problema, é possível casos em que os neurônios 

ocultos estejam sem conexões de entrada e sem conexões de saída, o qual não significa um 

caso de infactibilidade e sim um caso em que o modelo é puramente linear, ao conectar 

diretamente os neurônios de entrada com os de saída, sem utilizar neurônios ocultos. 
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3.2.3 A função de aptidão (fitness) 

A função de aptidão requer previamente o processo de ajuste dos pesos sinápticos das 

redes codificadas nos cromossomos que compõem a população de indivíduos. Nesta versão 

da metodologia, é empregado o método quasi-Newton com escalonamento automático para 

o ajuste dos pesos das redes do tipo ACFNN. O cálculo do vetor gradiente para este tipo de 

rede neural e o método quasi-Newton propriamente dito são formalmente descritos no 

início do Capítulo 4. 

O método de retenção (forma mais simples de validação cruzada holdout) foi empregado 

de forma a utilizar o subconjunto de treinamento para o cálculo do gradiente e ajuste dos 

pesos sinápticos e o subconjunto de validação para evitar o sobre-ajuste do treinamento e 

para o cálculo da função de fitness propriamente dita. A Equação 3.1 define a expressão 

para o cálculo da função de fitness: 

validaçãoMSE
fitness

+
=

1
1 , (3.1)

onde o MSEvalidação refere-se ao erro quadrático médio usando o subconjunto de validação. 

3.2.4 Operadores do GA 

Operador de seleção: 

O usuário define o número de P progenitores que serão selecionados da população, 

seguindo a estratégia da roleta (BÄCK et al., 1997). 

Operador de cruzamento (crossover): 

Um par de novos indivíduos é produzido por cada par de progenitores (considerando 

todas as possibilidades de pares dos P progenitores) via cruzamento de k pontos, onde k é 

escolhido aleatoriamente de uma distribuição uniforme na faixa de [1, 2, 3]. Em 

consequência, os P progenitores produzem P×(P–1) novos indivíduos (descendentes). A 
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seguir, calcula-se a aptidão de cada um dos indivíduos descendentes, e os piores P 

indivíduos da população são substituídos pelos melhores P descendentes. 

Operador de mutação: 

A decisão de aplicar mutação é realizada obedecendo a uma taxa de mutação definida 

pelo usuário. Neste trabalho, apenas o melhor indivíduo da população é preservado da 

mutação, mas uma cópia dele é mutada e substitui o pior indivíduo da população. A taxa de 

mutação não se mantém fixa durante todas as gerações. Ela vai decaindo gradativamente a 

cada geração, começando de 0,85, e programada para decair linearmente até um valor 

limitante inferior de 0,17, ao se atingir um número máximo de gerações. A razão desta 

forma de programação da taxa de mutação é a de equilibrar o compromisso de exploração e 

explotação na busca pela melhor arquitetura de rede. 

Foram considerados 4 tipos de mutação. Somente um deles é utilizado a cada ocorrência 

de mutação, com probabilidade uniforme (0,25 para cada um deles). A seguir, a descrição 

dos 4 tipos de mutação adotados: 

Tipo 1: A forma tradicional de mutação para codificação binária. Escolhe-se de forma 

aleatória um número de genes e trocam-se seus valores, 0 por 1 e 1 por 0. 

Tipo 2: Eliminação de um neurônio oculto. Se existirem neurônios ocultos na rede, 

escolhe-se de forma aleatória um deles e suas conexões entrantes são ligadas de forma 

direta com as conexões que este mesmo neurônio estabelece com os neurônios de saída. 

Tipo 3: Adição de um neurônio oculto. Se existirem neurônios ocultos (pelo menos 1) 

dentro da codificação do indivíduo e que não estejam sendo utilizados na rede, então 

escolhe-se de forma aleatória um destes neurônios para formar parte da rede em uma das 

seguintes formas: (1) fazendo parte de alguma das camadas ocultas já existentes, ou (2) 

criando uma nova camada oculta. A decisão por uma destas formas é aleatória e com uma 

mesma probabilidade de escolha (0,5). Para estabelecer as conexões do novo neurônio na 

rede, copiam-se as conexões de entrada e saída do neurônio escolhido. Caso seja o primeiro 

neurônio oculto, conecta-se com todas as entradas e saídas da rede. 
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Tipo 4: Eliminação de uma camada oculta. Elimina-se a camada oculta com o menor 

número de neurônios. 

Operador de busca local: 

Neste trabalho, a busca local foi aplicada apenas em uma parcela da população (na 

quarta parte e escolhidos aleatoriamente) e a cada 10 gerações. São executadas três formas 

de busca local de maneira consecutiva e considerando a estratégia de melhor melhora (do 

inglês best improvement). 

1. Eliminação de um neurônio oculto. Procedimento que busca a eliminação do 

neurônio oculto que, na sua ausência, incrementa mais o valor da função de fitness. 

As conexões de entrada e saída do neurônio são ligadas diretamente e a rede é re-

treinada a partir de novos pesos sinápticos. 

2. Eliminação de conexão. De forma análoga ao procedimento anterior, este operador 

busca eliminar a conexão que, na sua ausência, incrementa mais o valor da função 

de fitness. O re-treinamento da rede é feito tendo como ponto de partida os pesos 

ajustados previamente. A eliminação de uma conexão pode levar a situações de 

infactibilidade, as quais devem ser evitadas. 

3. Adição de nova conexão. Neste caso, a busca é pela adição da conexão na rede que 

incremente mais a função de fitness. O re-treinamento da rede é feito partindo dos 

pesos com seus valores previamente ajustados. 

3.2.5 Aplicação do ACFNN-GA 

Foram considerados dois problemas de classificação de padrões comumente tratados na 

literatura (benchmarks), os quais fazem parte de um número maior de problemas utilizados 

no Capítulo 5, que trata exclusivamente de simulações de vários modelos de classificadores 

baseados em redes neurais, incluindo a proposta principal desta tese, a ser apresentada no 

Capítulo 4. Vale indicar que, nesta seção, pretende-se analisar o funcionamento do 

ACFNN-GA para, ao final deste capítulo, compará-lo com a outra metodologia baseada, 
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também, em computação evolutiva (EPNet). Cabe destacar também que o número de saídas 

coincide com o número de classes, sendo que a classe será indicada pela saída de maior 

valor, dentre todas as saídas da rede neural. 

Os problemas são: Wine e Two Spirals. 

 Wine: Este problema foi escolhido por requerer poucos neurônios ocultos, revelando 

um baixo grau de não-linearidade para a classificação correta de suas amostras. Por 

tal motivo, implica um desafio para o ACFNN-GA convergir para redes 

parcimoniosas e, ao mesmo tempo, com bom desempenho. O problema é real e 

pertence à indústria de vinhos: ele conta com 178 amostras, 13 variáveis de entrada 

e 3 classes. Consequentemente, a camada de entrada estará constituída por 13 

neurônios e a camada de saída por 3 neurônios. 

 Two Spirals: Problema que, ao contrário do Wine, requer alta não-linearidade para a 

classificação correta de suas amostras. Isto significa que as redes devem possuir um 

maior número de neurônios na sua camada oculta. Ele é de natureza artificial e 

conta com 944 amostras, 2 variáveis de entrada e 2 classes. 

 As simulações computacionais foram realizadas num notebook com CPU Intel 

CORE i7 Q740 de 1,73Ghz e 4Gb de memória RAM, e o algoritmo foi 

implementado em Matlab. 

A Tabela 3.2 informa os principais parâmetros utilizados para a resolução de ambos os 

problemas via o ACFNN-GA: 
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Tabela 3.2 – Definição dos principais parâmetros para ambos os problemas via o ACFNN-GA. 

Número máximo de neurônios ocultos 

10 neurônios para o problema Wine e 15 neurônios para o problema 
Two Spirals. Consequentemente, o tamanho do vetor binário que 
representa o cromossomo para cada problema é de 325 e 171, 
respectivamente. 

Tamanho da população 20 indivíduos. 

Número de progenitores P 4 

Número máximo de gerações 200 

Número de épocas de treinamento dos 
pesos da rede via método quasi-Newton 500 

 

As Figuras 3.2 e 3.3 mostram os resultados da evolução para ambos os problemas. Cada 

uma das figuras mostra a seguinte informação: 

 Na parte superior, a arquitetura de rede tipo ACFNN resultante após completar o 

processo evolutivo e, ao lado, suas correspondentes taxas de classificação correta 

para os subconjuntos de treinamento, validação e teste. 

 Na parte intermediária, o gráfico do lado esquerdo mostra a evolução do fitness do 

melhor indivíduo assim como o do fitness médio da população a cada geração. E o 

gráfico do lado direito mostra o resultado da aplicação do operador de crossover 

num gráfico de duas barras. A primeira barra contabiliza as vezes em que o 

descendente teve menor aptidão que um dos seus dois progenitores e a segunda 

barra contabiliza as vezes em que o descendente apresentou aptidão igual ou 

superior a um dos seus dois progenitores. 

 Na parte inferior, outros dois gráficos: o da esquerda que busca mostrar as 

estatísticas do número de neurônios que foram utilizados pelos indivíduos (redes) da 

população ao decorrer das gerações. Nele, de cor cinza mais claro, apresenta-se o 

número de neurônios mínimo e máximo da população, enfatizando sua 

concentração (usou-se o comando boxplot do Matlab). Em seguida, uma curva de 
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cor cinza mais escuro mostra o número de neurônios médio da população e a curva 

preta indica o número de neurônios ocultos do melhor indivíduo da população a 

cada geração. O gráfico do lado direito busca informar o momento em que o melhor 

indivíduo da população alcança o desempenho desejado. Desempenho, em termos 

de taxas de classificação correta (subconjuntos de treinamento, validação e teste) ao 

decorrer de cada uma das gerações do processo. 
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Figura 3.2 – Resultados produzidos pelo ACFNN-GA para o problema Wine. 
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Analisando os resultados da Figura 3.2 para o problema Wine, é possível constatar que a 

melhor rede resultante conseguiu o desempenho desejado junto ao subconjunto de 

validação, alcançando 100% de classificação correta. Já para o subconjunto de teste, a taxa 

de classificação correta foi de 98%. E esse desempenho foi alcançado utilizando apenas 4 

dos 10 neurônios ocultos disponíveis. No entanto, o gráfico do desempenho do crossover 

mostra a deficiência para a geração de descendentes com aptidão superior a dos 

progenitores, o número de vezes em que os descendentes foram piores  que os progenitores 

é de aproximadamente o dobro do que o número de vezes em que eles foram melhores. A 

consequência disto é constatada no gráfico que informa o fitness médio da população, o 

qual está bem abaixo do fitness do melhor indivíduo. Finalmente, na parte inferior da 

figura, o gráfico da esquerda mostra que o número médio de neurônios ocultos das redes 

das populações, nas últimas gerações, convergiu para o valor em torno de 6 neurônios 

ocultos. É possível verificar também que o número de neurônios ocultos para o melhor 

indivíduo a cada geração, nas primeiras gerações, alcançou o valor máximo de 10, em 

seguida caiu para 4, subiu para 9 e, nas últimas gerações, estabeleceu-se em 4 neurônios. Já 

no gráfico da direita, que mostra as taxas de desempenho de classificação do melhor 

indivíduo a cada geração, percebe-se já na primeira geração o desempenho de 100% e com 

o máximo de neurônios ocultos. Mas, no decorrer da evolução, o desempenho manteve-se 

no máximo e o número de neurônios ocultos caiu até finalmente 4 neurônios, o que indica 

que os operadores de busca local e, principalmente, de mutação conseguiram aumentar a 

parcimônia das redes em evolução. O tempo gasto na execução do ACFNN-GA para este 

problema foi de 53,78 minutos. 

A Figura 3.3 mostra os resultados para análise correspondente ao segundo problema, o 

Two Spirals. Na parte superior da figura, mostra-se a rede ACFNN resultante, a qual possui 

12 dos 15 neurônios ocultos disponíveis e o desempenho em termos de porcentagem de 

classificação correta foi a máxima junto aos três subconjuntos de dados. Na parte do meio 

da figura, o gráfico da direita mostra o desempenho do crossover, indicando de modo 

similar ao que havia sido verificado no estudo de caso anterior que a geração de 

descendentes menos aptos que os progenitores foi maior. Já o gráfico da esquerda, com a 

evolução do fitness, mostra que o fitness médio da população teve um incremento no 
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decorrer das gerações e que o melhor indivíduo já conseguia o maior valor de fitness desde 

a primeira geração, embora utilizando o máximo de neurônios ocultos disponível (15 

neurônios), como aponta o gráfico esquerdo da parte inferior da figura (neurônios ocultos 

utilizados pela população a cada geração), onde é possível constatar que o melhor indivíduo 

utilizou 15 neurônios nas primeiras gerações e, em seguida, foi diminuindo até convergir 

em 12 neurônios, o que coincide com o valor médio da população. Já o gráfico da direita, 

que mostra as taxas de classificação correta pelo melhor indivíduo a cada geração, informa 

o já revelado no gráfico da evolução do fitness, que em todas as gerações o melhor 

indivíduo conseguia resolver o problema sem nenhum erro de classificação. O processo 

evolutivo permitiu, ao longo das gerações, encontrar a ACFNN mais parcimoniosa, a qual 

teve finalmente 12 neurônios ocultos. O tempo computacional utilizado para a resolução 

deste problema foi de 73,85 minutos. 
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Figura 3.3 – Resultados produzidos pelo ACFNN-GA para o problema Two Spirals. 

Na próxima seção, descreve-se a proposta de YAO & LIU (1997), a qual está baseada em 

programação evolutiva e será utilizada para efeitos de comparação com o ACFNN-GA. 
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3.3 Evoluindo ACFNNs via Programação Evolutiva 

O EPNet foi proposto por YAO & LIU (1997) e pode ser interpretado, de acordo com 

uma sugestão de seus próprios criadores, como um sistema híbrido que combina três 

estratégias bem conhecidas de aprendizado de máquina: 

1. Programação Evolutiva (EP) (FOGEL, 1995): Implementado de forma a otimizar a 

arquitetura ACFNN. Cada indivíduo da população representa uma rede candidata. 

Visto que a EP não trabalha com o operador de recombinação (crossover), então é 

possível ter uma população codificada com cromossomos (indivíduos) de tamanhos 

distintos, o que permite uma maior exploração do espaço de busca. Os autores 

colocaram maior atenção no operador de mutação, o qual contém até 6 formas distintas 

de mutação no intuito de melhorar o desempenho e parcimônia das redes resultantes. 

2. Backpropagation Modificado (MBP): Utilizado para o ajuste dos pesos sinápticos das 

ACFNNs que estão sendo evoluídas. Este método pode ser interpretado como uma 

forma local e incremental de ajuste dos pesos sinápticos. 

3. Recozimento Simulado (SA - Simulated Annealing): Empregado também para o ajuste 

dos pesos sinápticos, caso o MBP não consiga minimizar o erro de treinamento. A 

atuação do SA pode ser vista como uma forma de escapar de mínimos locais 

alcançados pelo MBP e permitir uma exploração mais abrangente do espaço de busca 

dos pesos da rede. 

Nesta metodologia, o MBP e o SA são considerados como duas formas de mutação 

guiada que atuam diretamente nos pesos sinápticos da rede. As outras 4 formas de mutação 

atuam na arquitetura da rede propriamente dita: eliminação de neurônios, eliminação de 

conexões, adição de conexões e adição de neurônios. Estas 6 mutações são aplicadas nessa 

mesma ordem. A Figura 3.4 ilustra a sequência de passos que compõem o EPNet. 
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Figura 3.4 – Fluxograma dos passos da metodologia EPNet (YAO & LIU, 1997). 

Passo 1 – Codificação e inicialização da população: A codificação é binária, do tipo 

indireta e similar à codificação utilizada pelo ACFNN-GA. A população é de M indivíduos 

e inicializada de forma aleatória (sendo este valor M definido pelo usuário). Nesta 

inicialização, deve-se levar em conta que o número de neurônios é gerado uniformemente 

dentro de uma faixa de valores (de minN até maxN) definidos, também, pelo usuário. As 

conexões também são inicializadas aleatoriamente. Da mesma forma, os pesos iniciais das 

conexões das redes são gerados aleatoriamente, dentro de uma faixa pequena de valores. 

Passo 2 – Treinamento parcial: Treinam-se parcialmente as redes da população usando o 

MBP com taxa de aprendizado adaptativo. O número de épocas K0 é especificado pelo 

usuário. O valor do erro E é calculado usando o subconjunto de validação para cada rede. 

Se E não foi reduzido de forma significativa, então se supõe que o treinamento tenha 
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convergido para um mínimo local e a rede é marcada como “mal-sucedida”. Caso contrário, 

é considerada como “bem-sucedida”. O erro E foi originalmente proposto por PRECHELT 

(1994) e foi utilizado como uma forma de função de fitness, sendo que quanto menor o seu 

valor melhor aptidão possui o indivíduo. A equação (3.2) indica a forma como é calculado 

E: 

( )∑∑
= =

−
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×=
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1 1
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Este calculo para E faz com que o erro seja menos dependente do número de amostras N 

(do subconjunto de validação) e do número de saídas da rede (ns). omax e omin representam 

os valores máximo e mínimo de excursão das saídas da rede, respectivamente. 

 

Passo 3 – Ranking da população: Ordene a população de acordo com o erro E, do melhor 

para o pior indivíduo. 

Passo 4 – Critério de parada: Se a melhor rede evoluída tem desempenho aceitável ou se 

o número máximo de gerações for atingido (critério de parada), então termine o processo 

evolutivo e vá para o Passo 11. Caso contrário, continue. 

Passo 5 – Seleção do progenitor: Use a seleção baseada em ranking para escolher um 

indivíduo (rede) da população para fazer o papel de progenitor. Se este estiver marcado 

como “bem-sucedido”, vá para o Passo 6. Caso contrário, vá para o Passo 7. 

Passo 6 – MBP (Mutação #1): Treine parcialmente o indivíduo progenitor por K1 épocas 

usando o MBP para obter o indivíduo descendente e marque este da mesma forma como no 

Passo 2. K1 é um parâmetro definido pelo usuário. Substitua o indivíduo progenitor pelo 

descendente na população atual e vá para o Passo 3. 

Passo 7 – AS (Mutação #2): Treine o indivíduo progenitor com o algoritmo SA para obter 

o indivíduo descendente. Se o SA (após K3 iterações) conseguir reduzir o erro E de forma 

significativa, então marque o descendente como “bem-sucedido” e substitua o progenitor 
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pelo descendente na população atual e vá para o Passo 3. De outra forma, descarte o 

indivíduo descendente e vá para o Passo 8. 

Passo 8 - Eliminação de neurônios (Mutação #3): Primeiro, decida o número de 

neurônios ocultos (Nocultos) para eliminar, de forma aleatória, dentro de uma faixa de valores 

definidos pelo usuário. Nocultos é geralmente um valor pequeno, não mais de três na maioria 

dos casos. Em seguida, escolha aleatoriamente Nocultos neurônios ocultos da rede 

progenitora para serem eliminados. Treine parcialmente a rede podada via o algoritmo 

MBP para obter o indivíduo descendente. Se o descendente for melhor do que o pior 

indivíduo da população, então o substitua e vá para o Passo 3. Caso contrário, descarte o 

descendente e vá para o Passo 9. 

Passo 9 - Eliminação de conexões (Mutação #4): Calcule a importância de cada conexão 

da rede representada pelo indivíduo progenitor usando o método descrito a seguir. Decida o 

número de conexões a serem eliminadas da mesma forma como definido no Passo 8. 

Elimine aleatoriamente as conexões da rede progenitora de acordo com a importância 

calculada. Em seguida, treine parcialmente via o algoritmo MBP para obter um indivíduo 

descendente. Se o descendente for melhor do que o pior indivíduo da população atual, então 

substitua este pelo descendente e vá para o Passo 3. Caso contrário, vá para o Passo 10. 

A forma de calcular a importância de cada peso foi originalmente utilizada em FINNOFF 

et al. (1993), sendo definida via um teste de significância para o desvio de zero dos pesos 

sinápticos. Considere a atualização dos pesos ]/[)( ,, jipji wLww ∂∂−=∆ λ  pelo gradiente 

local da função linear de erro L: 

∑∑
= =

−=
P

p

n

i

p
i

p
i YYL

1 1

ˆ . (3.3)

Em relação à amostra p e o peso sináptico wi,j, a significância do desvio de zero de wi,j é 

definida pela variável teste: 
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ji,ξ  representa o valor médio do conjunto p
ji,ξ , p=1,...,P. Um 

valor alto para teste(wi,j) indica alta importância da conexão com o peso sináptico wi,j. 

A principal vantagem deste método em relação a outros é que ele não requer a realização 

do ajuste de pesos até a convergência para testar a conexão, nem requer parâmetros extras. 

Este método pode ser usado também para conexões com peso zero e, assim, pode-se 

estender seu uso para testar conexões que poderiam ser adicionadas à rede. 

Passo 10 - Adição de conexões e neurônios (Mutações #5 e #6): Decide-se o número de 

conexões e neurônios a serem adicionados da mesma forma que no Passo 8. Calcule a 

importância aproximada de cada conexão virtual com peso zero. Aleatoriamente, adicione a 

conexão na rede progenitora para obter o descendente #1 de acordo com sua importância. A 

adição de cada neurônio é efetuada via uma cópia de um neurônio escolhido aleatoriamente 

na rede progenitora. A nova rede incrementada com os novos neurônios constitui o 

descendente #2. Em seguida, treinam-se parcialmente os dois descendentes via MBP para 

obter o melhor dos dois descendentes, o qual substituirá o pior indivíduo da população. 

Passo 11 – Treinamento adicional: Após a conclusão do processo evolutivo, realiza-se 

um treinamento adicional, combinando os subconjuntos de treinamento e validação, até 

convergir. 

3.3.1 Aplicação do EPNet 

A aplicação do EPNet na presente seção desta tese será realizada a partir de uma 

implementação própria e seguindo as informações encontradas no artigo associado a esta 

metodologia, cujo título é: “A New Evolutionary System for Evolving Artificial Neural 

Networks” (YAO & LIU, 1997). Os problemas de classificação escolhidos foram os mesmos 
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utilizados para o ACFNN-GA: Wine e Two Spirals. As simulações computacionais foram 

realizadas no mesmo computador usado para executar o ACFNN-GA (notebook com CPU 

Intel CORE i7 Q740 de 1,73Ghz e 4Gb de memória RAM), e o algoritmo foi implementado 

em Matlab. 

Na Tabela 3.3, apresenta-se a definição dos principais parâmetros desta metodologia. 

Tabela 3.3 – Definição dos principais parâmetros para ambos os problemas via o EPNet. 

Número de neurônios ocultos [minN e maxN] iniciais 
Para o problema Wine: [2 até 5]; 
Para o problema Two Spirals: [5 até 10]. 

Tamanho da população 20 indivíduos 

Número máximo de gerações 500 

Número de épocas de treinamento dos pesos da rede via MBP e SA: 
K0 (MBP-inicialização), K1 (MBP-Mutação #1) e K2 (SA-Mutação #2) 500, 750 e 250 (respectivamente) 

 

Para o caso do EPNet, este requer mais gerações visto que o elenco de mutações é 

aplicado sobre um único indivíduo a cada geração. As Figuras 3.5 e 3.6 mostram os 

resultados para a análise do EPNet junto aos dois problemas considerados. A informação 

destas figuras é similar à das Figuras 3.2 e 3.3 para o ACFNN-GA, tendo uma única 

diferença na parte intermediária da figura. O gráfico à direita, que mostrava o desempenho 

do crossover (ACFNN-GA), foi substituído por um gráfico de barras que mostra o número 

de neurônios ocultos (barras de cor preta) e o número de conexões (barras de cor cinza) de 

cada indivíduo da população na última geração. Vale salientar que as barras estão 

ordenadas segundo o fitness de seus respectivos indivíduos. Assim, a primeira barra 

corresponde à do melhor indivíduo da população. 

Analisando a Figura 3.5 (Wine), na parte superior, a rede resultante convergiu para uma 

configuração que utilizar apenas 3 neurônios e seu desempenho em termos de taxa de 

classificação correta foi de 100% nos três subconjuntos de dados (treinamento, validação e 

teste). Na parte intermediária da figura, mostra-se à esquerda o gráfico com a evolução do 
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erro (que pode ser interpretado como o inverso do valor do fitness: quanto menor o valor, 

melhor a aptidão) para o melhor indivíduo como para o valor médio da população, a cada 

geração. No gráfico, se observa um decaimento de ambas as curvas de forma gradual, como 

era de se esperar. Na parte direita, o gráfico com o número de neurônios e conexões da 

população atual (na última geração) mostra a diversidade da população com diferentes 

números de neurônios e conexões. Cada indivíduo da população segue um caminho 

independente guiado pelas múltiplas mutações. Finalmente, na parte inferior da figura, o 

gráfico da esquerda revela o número de neurônios ocultos da população a cada geração, 

observa-se que a população se manteve com um número de neurônios dentro da faixa de 

inicialização (de 2 até 5), embora em algumas gerações apresentou-se casos de indivíduos 

com até 6 neurônios ocultos, mas o número médio de neurônios convergiu em torno de 3 e 

4 neurônios (curva cinza) e o melhor indivíduo (curva preta) começou com 3 neurônios, 

passou várias gerações com apenas 2, subiu até 4 e, finalmente, terminou com 3 neurônios 

ocultos. Já no gráfico à direita, mostrando o desempenho em termos de taxas de 

classificação do melhor indivíduo ao decorrer das gerações, observam-se curvas coerentes, 

em especial para o conjunto de validação, a qual começou em torno de 95% e foi 

melhorando gradativamente até 100%. Nesse caminho, as outras curvas experimentaram 

certas variações. O tempo utilizado por esta versão própria do EPNet para este problema foi 

de 37,53 minutos. 
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Figura 3.5 – Resultados produzidos pelo EPNet para o problema Wine. 

A Figura 3.6 mostra os resultados para a análise do outro problema, o Two Spirals. Os 

resultados foram coerentes: trata-se de um problema não-linear e o EPNet conseguiu uma 

rede com 9 neurônios ocultos e com desempenho de 100% nos três subconjuntos de dados, 

como mostrado na parte superior da figura. Na parte média da figura, as curvas do erro do 

melhor indivíduo como do erro médio da população apresentaram o comportamento 

desejado, o que mostra que a população toda conseguiu evoluir de forma coerente. O 

gráfico da direita mostra os neurônios e conexões da população da última geração. Os dois 

gráficos da parte inferior da figura (neurônios ocultos utilizados e taxas de classificação) 
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revelam o caminho que seguiu o melhor indivíduo. É interessante ver que, ao início, mesmo 

com 10 neurônios ocultos, o melhor indivíduo não conseguiu bom desempenho em termos 

de taxas de classificação correta. No entanto, ao longo das gerações, o valor foi na maior 

parte do processo evolutivo de 6 neurônios e com desempenho em torno de 96%. Ao atingir 

os 9 neurônios próximo à geração número 400, seu desempenho chegou a 100%. A média 

do número de neurônios da população a cada geração também aumentou e, inclusive, 

superou o valor limite superior de inicialização, que foi 10, para 13, nas últimas gerações. 

O tempo computacional demandado para este problema foi de 91,20 minutos. 
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Figura 3.6 – Resultados produzidos pelo EPNet para o problema Two Spirals. 
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Os resultados do EPNet mostraram-se melhores do que aqueles alcançados para o 

ACFNN-GA, incluindo a parcimônia das redes obtidas. No entanto, um ponto negativo 

desta metodologia é o grau de dependência do usuário na definição adequada de 

parâmetros. Principalmente na definição da faixa de inicialização do número de neurônios 

ocultos da população. Esta inicialização exige certo grau de experiência do usuário para 

estimar a demanda do número de neurônios ocultos do problema. Visando analisar melhor 

este ponto, foram realizados dois testes envolvendo o problema Two Spirals, com faixas de 

inicialização sub-estimadas (de 3 até 5) e sobre-estimada (de 13 até 18) para verificar o 

grau de coerência do resultado em termos de neurônios ocultos. Os resultados destes testes 

são apresentados na Figura 3.7. 

A informação mostrada na Figura 3.7 está distribuída da seguinte forma: na parte 

superior os resultado para o caso em que a faixa de inicialização do número de neurônios 

foi de 3 até 5. Na parte inferior, tem-se o caso com faixa de 13 até 18. Em ambos os casos, 

mostram-se: a rede resultante e suas taxas de classificação, o gráfico de número de 

neurônios utilizados pela população a cada geração (incluindo informação do melhor 

indivíduo e da média da população) e o gráfico com o desempenho (taxas de classificação) 

do melhor indivíduo a cada geração. O número de gerações foi incrementado para 750 para 

dar maior tempo ao processo, visto que a inicialização foi propositadamente sub- e sobre-

estimada. 
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No. de neurônios ocultos inicializados na faixa: [3 até 5] 

 
 
 

 
 
 
 
 

 
  

 
 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

 
 

 
  
  

  
  

 

Resultado final EPNet  |  8 neurônios ocultos
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No. de neurônios ocultos inicializados na faixa: [13 até 18] 
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Figura 3.7 – Resultados produzidos pelo EPNet variando a faixa de inicialização de neurônios ocultos 
para o problema Two Spirals. 

 Analisando os resultados, para o caso de inicialização com sub-estimação (de 3 até 

5). O resultado foi positivo e até convergiu para uma rede mais parcimoniosa com 

apenas 8 neurônios ocultos distribuídos em duas camadas. Os pontos desfavoráveis 

que podem ser citados referem-se a: (1) Necessidade de aumentar o número de 

gerações. Na figura, observa-se que o desempenho ótimo foi alcançado perto da 
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geração 700. (2) Ao se inicializar com valores muito baixos, há o risco de não 

crescimento da rede em termos de profundidade (número de camadas ocultas) o que 

pode ser desfavorável para problemas de alta complexidade. Isto é uma deficiência 

própria da metodologia, em que a mutação que incrementa o número de neurônios 

da rede (Mutação #6) apenas duplica um neurônio existente, fazendo crescer a 

camada, e não criando uma nova camada. O tempo demandado para este teste foi de 

108,42 minutos. 

 Para o caso de sobre-estimação (de 13 até 18), este demandou 189,65 minutos. O 

EPNet mostrou dificuldade para produzir uma rede parcimoniosa. A rede obtida 

possui 15 neurônios ocultos distribuídos em 9 camadas. A interpretação para este 

caso é que a característica multimodal do mapeamento entrada/saída do problema é 

mais acentuada quando se excede o número de neurônios ocultos (e camadas 

ocultas) que o problema requer. Isto pode levar à convergência para mínimos locais 

e o EPNet não consegue fugir destas situações porque, ao submeter um indivíduo às 

Mutações #3 e #4, que buscam podar a rede (eliminar neurônios e conexões, 

respectivamente), estas fazem um papel de operador de busca local (em relação ao 

pior indivíduo da população) mais do que um papel de mutação propriamente dita, 

pois somente concretizam a ação e substituição do pior indivíduo se o erro após a 

mutação for melhor do que o erro do pior indivíduo. Caso contrário, não haverá 

poda e direciona-se o algoritmo para as Mutações #5 e #6 (Passo 10), que são de 

adição de conexões e neurônios. 

3.4 Considerações finais 

As considerações finais estão associadas à implementação e utilização das duas 

metodologias de computação evolutiva (ACFNN-GA e EPNet). Embora o número de 

problemas testados seja reduzido (Wine e Two Spirals) eles foram escolhidos por 

apresentarem diferentes graus de complexidade, sendo o Two Spirals o problema de maior 

exigência devido a sua natureza não-linear. 
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Conclusões em relação ao ACFNN-GA: 

 Para obter resultados mais robustos, recomenda-se o uso de algoritmos genéticos 

modificados de forma a superar o problema de permutação. Por exemplo, o 

algoritmo GAME (KORDÍK et al., 2010), que foi citado na seção 3.1. Este algoritmo 

faz uso de uma versão de algoritmo genético utilizando o método de Niching 

Deterministic Crowding (MAHFOUD, 1995) para manter uma divisão da população 

em sub-populações (nichos ecológicos), justamente para garantir que o crossover 

gere descendentes com melhor aptidão que seus progenitores. 

 Outro ponto que pode ser melhorado é associado ao tamanho dos indivíduos da 

população. Recomenda-se o uso de indivíduos de tamanho variável e não com um 

tamanho fixo e sobre-estimado. A busca por indivíduos que representem redes mais 

parcimoniosas pode não ser bem sucedida, dependendo da complexidade do 

problema, além da questão do excessivo custo computacional envolvido durante a 

evolução. 

Conclusões em relação ao EPNet: 

 O EPNet mostrou-se mais robusto nestes experimentos, comparado ao ACFNN-GA, 

pois conseguiu redes com maior grau de parcimônia e apresenta uma evolução 

coerente e progressiva, graças ao uso de programação evolutiva (EP) e um elenco 

mais amplo de operadores de mutação operando como busca local. Por estes pontos 

e adicionando o fato de não utilizar crossover, o EPNet consegue, como seus 

criadores o indicaram, evoluir comportamentos, pois o indivíduo descendente herda 

uma parcela de comportamento do progenitor. 

 Um ponto desfavorável do EPNet que poderia ser comentado reside na etapa da 

inicialização dos parâmetros por parte do usuário, especificamente na definição da 

faixa de valores para o número de neurônios ocultos iniciais da população.   Esta 

tarefa exige por parte do usuário certo grau de familiaridade com a complexidade do 

problema para definir uma faixa de valores que contenha o número de neurônios 

ocultos mais adequado (parcimonioso) que o problema requer. Recomenda-se 



 84

inicializar com valores baixos e elevar o número de gerações, caso se desconheça 

uma boa aproximação da demanda de neurônios ocultos do problema a tratar. Esta 

recomendação está baseada no experimento associado à Figura 3.7.  
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Capítulo 4 

Algoritmo construtivo para a síntese de 

redes neurais com conexões à frente 

arbitrárias 

 

Resumo: Este capítulo apresenta o algoritmo CoACFNNA (do inglês Constructive 

Arbitrarily Connected Feedforward Neural Network Algorithm) como a principal 

contribuição desta tese para a síntese de redes neurais artificiais com conexões diretas e 

arbitrárias (ACFNNs, do inglês Arbitrarily Connected Feedforward Neural Networks). Na 

parte inicial do capítulo, apresentam-se duas considerações prévias: (i) o cálculo do vetor 

gradiente para redes do tipo ACFNN, baseado em resultados da literatura e lembrando que 

as arquiteturas resultantes podem apresentar topologias bastante diversas e arbitrárias, e (ii) 

o ajuste de pesos sinápticos usando o método quasi-Newton com escalonamento 

automático, sendo que esta forma de ajuste também representa uma contribuição original da 

tese. Posteriormente, apresenta-se a descrição detalhada do CoACFNNA e, para finalizar, 

discutem-se testes preliminares no contexto de regressão de dados (predição de quatro 

séries temporais). Cabe destacar que o Capítulo 5 está destinado à realização de uma maior 

quantidade de testes de caráter comparativo, com aplicações junto a problemas de 

classificação de dados e redução de dimensão. 

4.1. Considerações iniciais 

O significado de algoritmo construtivo usado nesta tese engloba tanto procedimentos de 

adição como de poda de componentes (neurônios e conexões). Na literatura, é possível 
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encontrar algoritmos em que o termo construtivo está associado unicamente a 

procedimentos de adição de componentes, a partir de arquiteturas iniciais com composição 

mínima. Por outra parte, os algoritmos que somente realizam procedimentos de 

poda/remoção de componentes são considerados como algoritmos de poda e não 

construtivos (ver Seção 2.3 do Capítulo 2), e tendem a partir de arquiteturas 

sobredimensionadas, com excesso de neurônios e/ou conexões. O CoACFNNA (PUMA-

VILLANUEVA et al., 2012) usa ambos os procedimentos, de adição e de poda, sendo que 

existem outras propostas da literatura que também adotam este paradigma, mas não no 

contexto de ACFNNs. 

O conhecimento adquirido com a pesquisa, implementação e análise de uma ampla gama 

de modelos, arquiteturas e algoritmos de treinamento tais como, redes MLP de uma e várias 

camadas ocultas, o algoritmo construtivo Cascade Correlation (Capítulo 2), a síntese de 

ACFNNs via algoritmos de computação evolutiva (Capítulo 3), técnicas de ajuste de pesos 

sinápticos de RNAs utilizando algoritmos de caráter analítico, baseado em conceitos de 

otimização não-linear, permitiram a idealização e implementação do CoACFNNA. Os 

aspectos fundamentais levados em conta na viabilização desta proposta foram os seguintes: 

 O custo computacional versus a qualidade do resultado. O elevado custo computacional 

por parte dos algoritmos baseados em busca populacional (no caso desta tese, os 

algoritmos ACFNN-GA e EPNet) para este tipo particular de problema. Embora 

existam ganhos em termos de desempenho e parcimônia nas redes geradas, estes ganhos 

geralmente não justificam o custo computacional demandado. Este cenário motiva a 

elaboração de um novo algoritmo que encontre boas soluções e com um menor custo 

computacional, que pode inclusive conduzir a reduções de ordem de grandeza nos 

custos. 

 Estratégia de construção utilizando procedimentos de adição e poda. Dentre os aspectos 

destacáveis dos Capítulos 2 e 3, pode-se argumentar que é conveniente começar com 

propostas de redes com uma arquitetura inicial de composição mínima ou próxima a 

isso (por exemplo, o algoritmo construtivo Cascade Correlation e o EPNet 

inicializando a população de indivíduos com um número bem reduzido de neurônios 
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ocultos) e ir adicionando neurônios e conexões de acordo com a demanda do problema, 

em vez de começar com arquiteturas que podem apresentar, de início, um número 

elevado de componentes, possivelmente não vinculados ainda às demandas específicas 

da aplicação. Este cenário leva a pensar num novo algoritmo construtivo que combine 

procedimentos de adição e poda arbitrária de neurônios e conexões, de forma cíclica e 

sequencial, que leve a redes possivelmente mais parcimoniosas, sem detrimento do 

desempenho e sem elevar muito o custo computacional da fase de concepção da rede 

neural artificial. 

 Decisões de projeto mais dedicadas às demandas específicas da aplicação, usando 

informação a priori, quando disponível. Neste ponto, destaca-se que a maioria das 

decisões envolvidas nos procedimentos de adição e poda de neurônios e conexões nos 

algoritmos ACFNN-GA e EPNet (descritos no Capítulo 3) carecem de alguma forma de 

busca guiada, com exceção da eliminação de conexões do EPNet, que utiliza uma forma 

de mensurar a importância das conexões. Os procedimentos restantes são basicamente 

aleatórios. Este cenário pode ser melhorado ao inserir decisões guiadas, embora de 

abrangência local. Nesse sentido, neste trabalho consideram-se duas formas de melhorar 

a tomada de decisões: (i) uma forma de análise de sensibilidade para eliminar conexões; 

(ii) o uso de um índice de informação mútua na eliminação de neurônios e na adição de 

conexões na rede. Isto favorece o incremento na qualidade das decisões e tende a 

promover uma redução significativa do tempo de processamento. 

 Ajuste dos pesos sinápticos usando uma técnica analítica de otimização não-linear, a 

qual emprega informações de segunda ordem. A viabilidade do cálculo do vetor 

gradiente dos pesos sinápticos de arquiteturas de redes do tipo ACFNNs permite a 

utilização de técnicas analíticas de ajuste dos pesos sinápticos como, por exemplo, 

gradiente simples, gradiente conjugado, métodos quasi-Newton, dentre outros. Neste 

trabalho, é proposto o uso de um método quasi-Newton com escalonamento automático, 

em razão de utilizar informação de segunda ordem e pela rapidez na sua convergência. 

As duas subseções seguintes apresentam o cálculo do vetor gradiente das arquiteturas de 

rede ACFNN e o algoritmo de ajuste de pesos sinápticos baseado num método quasi-
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Newton, que serão utilizados pelo algoritmo construtivo proposto nesta tese, o qual será 

descrito após a formalização de dois de seus módulos principais. 

4.1.1. Cálculo do vetor gradiente em ACFNNs 

Considerando o caráter arbitrário das conexões e disposição de neurônios em ACFNNs, 

o cálculo do vetor gradiente deve ser realizado neurônio por neurônio (WILAMOWSKI et al., 

2008). Isso representa uma diferença significativa quando comparado ao que é geralmente 

realizado em modelos de redes neurais MLP, onde o cálculo é geralmente realizado camada 

por camada, utilizando matrizes e vetores para facilitar a propagação de sinais pela rede 

neural e para armazenar as informações de primeira e segunda ordem dos algoritmos de 

otimização não-linear. Parte desta representação, envolvendo os pesos sinápticos entre duas 

camadas de neurônios da rede, é mostrada no lado esquerdo da Figura 4.1. As dimensões 

destas matrizes de pesos estão diretamente associadas com o número de entradas, saídas e 

neurônios por camada da rede neural. Já no caso de uma rede do tipo ACFNN, por não 

haver regularidade na distribuição de neurônios e conexões pela rede, a menos do fato de 

que todas as conexões são diretas, ou seja, não-recorrentes, outras estruturas de dados são 

requeridas para representar a arquitetura, mais especificamente a indexação dos neurônios e 

a definição de origem e destino de cada uma das conexões sinápticas, assim como os 

valores dos pesos sinápticos, cada qual associado a uma conexão. A parte direita da Figura 

4.1 mostra uma forma de representar uma instância de rede do tipo ACFNN por meio de 

ponteiros e estruturas de dados mais avançadas, como um vetor de vetores, por exemplo. A 

estrutura de dados A armazena informação da arquitetura usando valores inteiros e a 

estrutura de dados W armazena os pesos sinápticos com valores reais. 
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ŷ

...

... ...

x2

1

2

M1

1

2

M2

1

matriz

W(1)

1, 2, ..., M1 (colunas)

w’s do  bias

1
2...

m
bias

matriz

1, 2, ..., M2 (colunas)

w’s do  bias

1
2...

M1
bias

W(2)

matriz

1, (# saídas)

w’s do  bias

1
2...

M2
bias

W(3)

x1

1 110 00

6

4

5

7

x3

ŷ1
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Figura 4.1 – Representação da arquitetura e pesos sinápticos de exemplos de uma rede MLP e uma ACFNN. 

Na próxima subseção, será mostrada, via pseudocódigo (adaptação de WILAMOWSKI et 

al., 2008), a forma de calcular as saídas de redes do tipo ACFNN, forma esta que será útil 

para o cálculo do gradiente. 

4.1.1.1. Pseudocódigos para o cálculo da saída de ACFNNs 

Para facilitar o entendimento dos pseudocódigos, previamente apresentam-se as 

descrições das principais variáveis neles contidos: 

O: é uma matriz N × no_neuronios (linhas × colunas), com N representando o número 

de dados de treinamento e no_neuronios o número total de neurônios na rede (de entrada, 

ocultos e de saída). Esta matriz armazena a informação de saídas de cada neurônio para 

cada dado de treinamento. Note que os neurônios de entrada cumprem a tarefa de apenas 

propagarem a informação de entrada. Logo, os valores em O para estas colunas seriam os 

dados de entrada contidos na matriz X. 

S: matriz de N × no_neuronios, para armazenar as derivadas das funções de ativação de 

cada neurônio. As colunas correspondentes aos neurônios de entrada não são utilizadas, 
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pois não há pesos associados a eles e nenhuma das entradas é composta pela realimentação 

de sinais da própria rede neural. 

A: estrutura de dados que armazena a arquitetura da ACFNN. A Figura 4.1, à direita, 

mostra um exemplo ilustrativo, no qual cada linha representa as conexões recebidas por 

cada neurônio (oculto ou de saída) armazenado na primeira coluna. A posição do neurônio 

numa dada linha indica a ordem de inserção dele na rede neural e o índice da linha é o 

próprio índice do neurônio. Nas outras colunas, armazenam-se os neurônios (em forma 

ordenada, do menor para o maior índice) de onde partem as conexões. 

W: é uma estrutura de dados (ver Figura 4.1, à direita) que armazena os pesos 

sinápticos. Cada linha de W está associada a cada linha de A, e cada coluna está 

diretamente associada à aresta devidamente especificada em A. Há um elemento adicional, 

ao final de cada linha, que representa o peso da conexão associada a uma entrada constante 

que todo neurônio possui, também denominada de entrada de polarização ou bias do neurônio. 

G: é uma estrutura de dados idêntica a W que armazena os valores das derivadas da 

função-objetivo em relação aos pesos sinápticos da rede. Portanto, os elementos de G 

compõem o vetor gradiente, a ser empregado no processo de ajuste de pesos via otimização 

não-linear. 

Antes do cálculo dos elementos que compõem o vetor gradiente, é preciso apresentar o 

pseudocódigo do cálculo das saídas da ACFNN. Este procedimento permitirá também o 

preenchimento das matrizes O e S. A estrutura A servirá como base para guiar o fluxo da 

informação através da ACFNN. Uma vez obtidas as saídas da rede, será possível calcular o 

erro quadrático médio, que corresponde à função-objetivo a ser minimizada, e, finalmente, 

calcular o gradiente. 

Pseudocódigo 4.1 – Cálculo da saída de ACFNNs 

REPETIR para cada linha a de A, 
   net =  zeros(N, 1);   // sendo N o número de amostras de treinamento 

   neurons_back = neurônios com saídas ligadas ao neurônio: A(a,1); 

   REPETIR para cada neurônio j em neurons_back, 

      net = net +  W(a, j) * O( todas_linhas, neurons_back (j) );  
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   END  

   net = net + W(a, última_posição) * ones(N, 1);   // considerando o peso do bias do neurônio A(a) 

   O(todas_linhas, A(a,1)) = net;   // se for neurônio da camada de saída (linear), ou 

                                           = tanh(net);   // se for neurônio oculto 

   S(todas_linhas, A(a,1)) = net;   // se for neurônio da camada de saída 

                                          = (1–O(todas_linhas, A(a,1))2);   // se for neurônio oculto 

END 

4.1.1.2. Pseudocódigo para o cálculo do gradiente de ACFNNs 

O vetor gradiente é o resultado de uma análise de sensibilidade que indica o que 

acontece com o valor da função-objetivo caso se varie incrementalmente cada peso da rede 

neural, ou seja, ele contém as derivadas parciais da função-objetivo em relação a cada peso 

(parâmetro ajustável) da rede neural. Para se chegar ao vetor gradiente, é necessário 

primeiro passar todos os sinais de entrada da rede neural até a saída, dispondo assim, do 

grau de ativação de cada neurônio da rede neural. 

Pseudocódigo 4.2 – Cálculo da gradiente de ACFNNs 

E = O(todas_linhas,[somente_coluna_saída]) – Y;  // calculando o erro 

// Etapa 1: Processando somente para o neurônio de saída 

neurons_back = neurônios com saídas ligadas ao neurônio: A(último,1); 

Sig(A(último,1)) = E; 

REPETIR para cada neurônio j em neurons_back, 

   G(A(último,1), j) = Sig(A(último,1))T * O(todas_linhas, neurons_back(j)); 

END 

G(A(último,1), último) = Sig(A(último, 1))T * ones(N,1);   // gradient do peso do bias 

// Etapa 2: Processando para os neurônios ocultos 

REPETIR para cada neurônio oculto h,   // em ordem descendente 

    // Construindo Sig a partir de cada neurônio oculto h 

    Sig = [];     temp_sig = [];     temp_ws = []; 

    neurons_next = neurônios com entradas ligadas ao neurônio h; 

    REPETIR para cada neurônio j em neurons_next, 

        temp_sig = [ temp_sig  Sig(neurons_next(j)) ]; 
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        temp_ws = [ temp_ws ; W(h, neurons_next(j)) ]; 

    END 

    Sig(h) = temp_sig * temp_ws .* S(todas_linhas,h); 

    // Obtendo os pesos de entrada do neurônio h 

    neurons_back = neurônios com saídas ligadas ao neurônio h; 

    REPETIR para cada neurônio j em neurons_back, 

        G(h, j) = Sig(h)T * O(todas_linhas, neurons_back(j)); 

    END 

    G(h, último) = Sig(h)T * ones(N,1);   // gradiente para o peso do bias 

END 

4.1.2. Método quasi-Newton com escalonamento automático para 
ajuste de pesos sinápticos 

É bem conhecido na literatura de RNAs, em especial quando as funções de ativação dos 

neurônios são funções diferenciáveis, que o ajuste dos pesos sinápticos (aprendizado a 

partir dos dados (MITCHELL, 1997)) é uma tarefa de otimização não-linear de média a larga 

escala (VAN DER SMAGT, 1994). Por tal motivo, é requerido um algoritmo de otimização 

com uma alta capacidade de convergência, sendo que métodos baseados em quasi-Newton 

são bons candidatos a atender este requerimento (BATTITI, 1992). As principais 

características de métodos quasi-Newton são as seguintes: 

 Não requerem o cálculo de derivadas de segunda ordem; 

 Apresentam complexidade computacional de ordem quadrática, associada com 

multiplicação de matrizes; 

 Apresentam requerimento de memória quadrática, para o armazenamento da 

aproximação da inversa da matriz hessiana; 

 Apresentam rápida convergência; 

 Precisam de, no máximo, n iterações para a solução de problemas quadráticos, no qual 

n é o número de variáveis a serem otimizadas. 
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Antes de descrever o método quasi-Newton com escalonamento automático empregado 

neste trabalho, primeiro são estabelecidas algumas notações auxiliares. Considere a função-

objetivo, indicativa do erro quadrático obtido na saída da rede neural, dada pela seguinte 

equação: 

[ ]∑
=

−=
P

p

pp yyE
1

2
ˆ

2
1  (4.1)

Sem perda de generalidade, aqui supõe-se uma única saída para a rede neural. Na 

existência de múltiplas saídas, o somatório acima deve se estender a todas as saídas da rede, 

pois haverá um erro associado a cada uma delas para cada um dos P padrões de entrada, 

denotados por p (p=1,...,P). 

Considere que todos os pesos sinápticos, numa ordem pré-definida e qualquer, embora 

fixa, estão armazenados no vetor nℜ∈w  como as variáveis a serem otimizadas, onde n 

corresponde ao total de pesos a serem ajustados. Baseados na função-objetivo E da equação 

(4.1), define-se na iteração i > 1 do processo de aprendizado: 

• o vetor gradiente ( )ii E wg ∇= ; 

• a matriz hessiana ( )ii wHH = ; 

• o vetor de diferença entre dois vetores gradiente consecutivos 1−−=∆ iii ggg ; e 

• o vetor de diferença entre dois vetores de pesos sinápticos consecutivos 

1−−=∆ iii www . 

Essencialmente, os métodos quasi-Newton partem da equação iterativa padrão utilizada 

nos métodos baseados em Newton, a qual é mostrada a seguir (LUENBERGER, 1973): 

[ ] iiiii gHww 1
1

−
+ −= λ  (4.2)

onde i representa a i-ésima iteração, o escalar iλ  informa o tamanho do passo (taxa de 

aprendizagem) na direção [ ] ii gH 1−− , na i-ésima iteração. O parâmetro iλ  deve ser 

determinado utilizando um procedimento de busca linear visando diminuir o erro E de 
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forma mais eficiente. É bem conhecido que os métodos baseados em Newton são bem 

eficientes na vizinhança do mínimo local, onde a função-objetivo E pode ser bem 

aproximada por uma função quadrática e, em consequência, resulta em convergência 

quadrática (RAO, 2009). 

Em contrapartida, existem alguns requerimentos associados a esta metodologia: 

• Para produzir decrescimento na função-objetivo E, a matriz hessiana iH  (veja 

equação (4.2)) precisa ser definida positiva, para todo i. Dado que a função-

objetivo E associada ao erro de treinamento é, em geral, não-convexa, iH  pode 

se tornar indefinida ou definida negativa no decorrer do procedimento de 

aprendizado, para algum i. 

• O cálculo das segundas derivadas da função-objetivo E, na obtenção da matriz 

hessiana, e a inversão da matriz hessiana são ambas tarefas que demandam alto 

custo computacional para problemas de grande porte (como geralmente é o caso 

no treinamento de redes neurais artificiais). Além disso, tais operações estão 

sujeitas a imprecisões numéricas. 

Os métodos quasi-Newton buscam superar os problemas acima mencionados através do 

uso sequencial de diferenças entre os vetores gradientes avaliados ao longo das iterações, 

para construir uma aproximação de [ ] 1−
iH . Esta aproximação elimina a necessidade do 

cálculo das derivadas de segunda ordem e da inversão da matriz hessiana, ao custo de 

introduzir aproximações sucessivas para [ ] 1−
iH . Os métodos quasi-Newton contam, assim, 

com uma taxa de convergência superlinear nas proximidades do ponto ótimo. 

Se [ ] 1−
iH  é aproximada por iD , então a equação (4.2) pode ser expressa na seguinte 

forma: 

iiiii gDww λ−=+1  (4.3)

Várias técnicas foram propostas na literatura para o cálculo de iD , através de 

aproximações sucessivas, ou seja, cálculo de 1+iD  uma vez que iD  é conhecido. Uma das 
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técnicas bem-sucedidas dentro da família de métodos quasi-Newton é a proposta por 

Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno (BFGS). Seu desempenho foi avaliado de forma 

favorável através dos anos (RAO, 2009). O método BFGS produz atualizações de iD  com 

uma relativa tolerância a buscas lineares inexatas para encontrar o tamanho do passo iλ . 

Por outra parte, os seguintes resultados teóricos antecipam condições que interferem no 

desempenho do algoritmo BFGS (LUENBERGER 1973): 

 Se a função-objetivo é quadrática e se H  é a sua matriz hessiana, a taxa de convergência 

do procedimento iterativo regido pela equação (4.3) é alta se a razão entre o menor e o 

maior autovalor da matriz HD i  for próxima ao valor unitário. 

 Seguindo a hipótese de função-objetivo quadrática, a cada iteração i  do algoritmo de 

BFGS, a atualização de 1+iD  é tal que HD 1+i  tem um autovalor unitário. 

 Em vista das duas condições descritas acima, se 0D  é o valor inicial atribuído a iD  e 

esta escolha é tal que todos os autovalores de HD0  são significativamente maiores que 

um, então, pode-se esperar uma relação desfavorável para a razão entre o menor e o 

maior autovalor da matriz HD i  nos passos intermediários do processo iterativo. 

Se as três afirmações ocorrerem ao trabalhar com funções-objetivo não-quadráticas e/ou 

utilizando buscas lineares inexatas, isto pode levar a situações de mau-condicionamento, 

acompanhados de desempenhos de convergência indesejáveis (BAZARAA et al., 1993). Para 

amenizar esses aspectos de desempenho, é recomendado multiplicar cada iD  por um fator 

de escalonamento iµ , e então aplicar a fórmula à atualização padrão de BFGS. A menos da 

hipótese de função-objetivo quadrática, métodos que prescrevem fatores de escala de uma 

forma tal que os autovalores de HD iiµ  se distribuam acima e abaixo do valor unitário, são 

conhecidos como métodos de escalonamento automático. 

Nesta tese, será utilizado um método de escalonamento automático para métodos quasi-

Newton proposto por OREN (1974). Este método foi aplicado de forma bem-sucedida por 

BEIGI (1993) no treinamento de redes MLP tradicionais. Este algoritmo utiliza as seguintes 

equações para calcular a atualização da aproximação da inversa da matriz hessiana: 
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Neste trabalho, a matriz D  é inicializada com a matriz identidade e os parâmetros 

ajustáveis iθ  e iφ  foram fixados com os valores 5,0=iθ  e 0,1=iφ , respectivamente. Estes 

valores foram sugeridos por OREN (1974) baseado em exaustivas simulações. O tamanho 

do passo na equação (4.6) é determinado via procedimento de busca linear, seguindo o 

critério descrito por DENNIS & SCHNABEL (1996) (Capítulo 6, Seção 6.3.2 – Step selection 

by backtracking), usando interpolação cúbica somente se a interpolação parabólica se 

mostrar inadequada. A busca linear obedece ao critério de Wolfe e Powell para evitar que o 

processo de otimização deixe de progredir por causa da ocorrência de passos de otimização 

improdutivos (DENNIS & SCHNABEL, 1996). 

4.2. Mecanismo de construção do CoACFNNA 

O algoritmo construtivo proposto nesta tese para a síntese de ACFNNs é composto por 

procedimentos executados de forma determinística, que adicionam e removem conexões e 

neurônios em qualquer região da rede. 

Os principais elementos de entrada e saída em cada um dos procedimentos que 

compõem o algoritmo proposto são os seguintes: 

 A arquitetura atual da rede; 

 Os valores dos pesos sinápticos das conexões; 
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 O erro que está sendo minimizado (E) associado a um subconjunto de dados de 

validação (segundo a equação (4.1)). 

A Figura 4.2 mostra um fluxograma do algoritmo construtivo proposto. O ponto de 

partida é uma rede vazia com somente os neurônios das camadas de entrada e de saída, os 

quais representam diretamente as variáveis de entrada e de saída, respectivamente, mas 

nenhuma conexão está estabelecida entre estas duas camadas de neurônios. A seguir, o 

algoritmo entra num procedimento que calcula um índice de informação mútua de cada 

entrada com a saída desejada (conjunto de saídas) e usa esta informação a priori para 

estabelecer as primeiras conexões entre as duas camadas. Os seguintes dois procedimentos 

“adição de conexões” e “adição de um neurônio” buscam, completar todas as conexões 

necessárias e adicionar um neurônio na rede, respectivamente. Se o neurônio é adicionado, 

o algoritmo entra no primeiro ciclo 1 (L1), o qual é acessado somente uma vez em todo o 

decorrer do algoritmo. O ciclo L1 busca de forma rápida incrementar a rede com 

componentes (neurônios e conexões) lineares/não-lineares de acordo com a demanda do 

problema. Para isto, usa unicamente os seguintes procedimentos: “adição de neurônios”, 

“adição de conexões” e “eliminação de conexões”. Caso um número máximo de neurônios 

seja atingido ou um insucesso na adição de um novo neurônio aconteça, o algoritmo deixa o 

ciclo L1 e entra no ciclo L2, o qual se diferencia de L1 nos seguintes aspectos: 

 Conta com o procedimento de eliminação de neurônios, ausente no ciclo L1; 

 Conta com o mecanismo que controla a “relaxação do erro”, ausente no ciclo L1 

também. 

O mecanismo de relaxação do erro tem por propósito promover alguns recursos para se 

escapar de mínimos locais, evitando uma convergência prematura do processo de 

construção da rede neural. O mecanismo atua nos quatro procedimentos do ciclo L2 que 

alteram a estrutura da rede (pintados com fundo de cor cinza na Figura 4.2). O 

procedimento “ajuste da taxa de folga do erro” regula a intensidade e duração deste 

mecanismo. A relaxação do erro E é efetuada antes de entrar em cada um dos 

procedimentos de cor cinza. Se o procedimento for bem sucedido (produz melhora no erro) 

o erro é atualizado com o valor proveniente do procedimento. Caso contrário, o valor do 
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erro assume o valor prévio à relaxação. O algoritmo termina quando os quatro 

procedimentos em cinza falham de forma consecutiva num mesmo ciclo L2, indicando que 

não houve melhora no erro, mesmo com a atuação do mecanismo de relaxação. No decorrer 

do algoritmo, armazena-se a cada passo a rede com menor valor do erro E, a qual será a 

solução do algoritmo construtivo proposto ao final de sua execução. 
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Figura 4.2 – Fluxograma do mecanismo de construção de ACFNNs. 

Cada um dos procedimentos que compõem o algoritmo construtivo mostrado na Figura 

4.2 será descrito detalhadamente a seguir. 

4.2.1. Rede inicial com ausência de conexões 

A arquitetura da rede inicial contém apenas neurônios nas camadas de 

entrada e de saída. Cada um destes neurônios está associado às variáveis de 

entrada e saída do problema a resolver. Não existem conexões entre estas camadas de 

neurônios. 

COMEÇA COM REDE 
VAZIA
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4.2.2. Cálculo da informação mútua e adição das primeiras conexões 

O aspecto mais intuitivo para ser explorado neste procedimento é o fato de fazer mais 

sentido o estabelecimento de conexões entre pares de neurônios que 

apresentam um nível significativo de informação mútua. Dito de outra 

forma, os neurônios de entrada que carregam mais informação acerca dos neurônios de 

saída da rede (saída desejada) deverão ser preferidos para o estabelecimento das primeiras 

conexões. Cada neurônio de entrada está associado com uma variável de entrada xi 

(i=1,...,ni) e o comportamento desejado (saída desejada) está associado com as variáveis yj 

(j=1,...,no). A informação mútua para cada neurônio i (NMI – neural mutual information) 

de entrada é calculada em relação a todas as saídas desejadas yj (j=1,...,no). Logo, NMI(i) 

representa a informação mútua acumulada para o neurônio de entrada i e é calculada da 

seguinte forma: 

( )
( )

no

yx
i

no

j
ji∑

== 1
,MI

NMI , (4.7)

sendo no o número de saídas da rede e i variando de 1 a ni. 

Uma vez calculado o NMI para todos os ni neurônios de entrada, resta estabelecer as 

primeiras conexões da rede. Com o propósito de começar a construção da rede a partir de 

arquiteturas simples é que unicamente o neurônio de entrada com o maior NMI será 

conectado com todos os neurônios de saída da rede.   

Cálculo de NMI e 
Adição de primeiras 

conexões
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Figura 4.3 – CoACFNNA: Cálculo do NMI e adição das primeiras conexões. 

Após serem estabelecidas as primeiras conexões, inicia-se a fase de ajuste de seus 

correspondentes pesos sinápticos, sendo que aqui pode-se adotar soluções fechadas para 

problemas de quadrado mínimo, pois todos os pesos se relacionam linearmente com a 

função-objetivo E. A Figura 4.3 ilustra todo o conjunto de procedimentos. 

4.2.3. Adição de conexões 

Este procedimento encontra-se presente na Figura 4.2, fazendo parte dos 

ciclos L1 e L2. Em ambos, o propósito é o de adicionar novas conexões. A 

diferença fundamental está no ciclo L2, onde este módulo aparece com fundo em cor cinza, 

pois aqui se aplica o mecanismo de relaxação do erro. A seguir, será feita a descrição para 

este último caso (ciclo L2), deixando claro que no ciclo L1 a relaxação do erro não é 

aplicada: 

 Relaxa-se o valor atual do erro E (ver seção 4.2.8); 

Adição de 
Conexões
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 Calcule-se a NMI para os neurônios ocultos, de forma análoga ao cálculo feito para 

os neurônios da camada de entrada (ver equação (4.7)); 

  Elabora-se uma lista com as conexões candidatas (conexões ainda não estabelecidas 

na rede). Armazenam-se: neurônios de origem e destino, e o valor NMI para o 

neurônio de origem; 

 Ordena-se a lista segundo os valores de NMI, do maior para o menor; 

 Percorre-se a lista com o intuito de estabelecer as conexões. A cada tentativa, a 

conexão será temporariamente estabelecida e seu peso sináptico associado será 

inicializado aleatoriamente na faixa de [−0,001, +0,001]. Em seguida, a rede será re-

treinada. A conexão somente será estabelecida de forma definitiva se apresentar 

melhoria na diminuição do erro após o re-treino. Caso contrário, descarta-se esta 

conexão e a próxima conexão da lista será analisada. 

 Após um certo número de conexões não estabelecidas de forma consecutiva, o 

procedimento será concluído, mesmo que ainda existam conexões não analisadas na 

lista. O número consecutivo de tentativas falhas foi definido empiricamente como 

nl/4, sendo nl o número de conexões candidatas na lista. Esta decisão permite 

economizar tempo de processamento. 

 Se pelo menos uma conexão foi estabelecida, este processo é etiquetado como 

“bem-sucedido” e o valor do erro E é atualizado com o valor proveniente do 

processo, mesmo este podendo ser maior do que o valor do erro antes do relaxação. 

Caso nenhuma conexão seja estabelecida, o processo é considerado como “falho” e 

o erro E recupera seu valor inicial (antes da relaxação). A Figura 4.4 ilustra este 

procedimento. 
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Figura 4.4 – CoACFNNA: Adição de conexões. 

4.2.4. Adição de um neurônio 

O incremento em um neurônio na rede que está sendo construída requer 

basicamente duas informações: 

 Definição do local (posição) na rede onde o neurônio será inserido; 

 Definição do número de conexões iniciais de entrada/saída deste novo neurônio. 

Em relação à posição do novo neurônio, existem dois casos a serem considerados: 

C1: se não existem neurônios ocultos na rede, então o novo neurônio formará a primeira 

camada oculta da rede; 

C2: se já existem neurônios ocultos formando uma ou mais camadas ocultas, então o 

novo neurônio pode incrementar uma das camadas ocultas, ou formar uma nova camada 

oculta antes da camada de saída da rede. 

Para efetivar a adição de um novo neurônio, testam-se todas as considerações em C1 e 

C2, e escolhe-se a que conduz à maior diminuição do erro E. O custo computacional 

Adição de 1 
Neurônio
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permite realizar isto, pois o número de re-treinamentos da rede é igual ao número de 

camadas ocultas mais um. 

Em relação às conexões para o novo neurônio, este recebe uma parcela (quinta parte) das 

conexões com os melhores neurônios anteriores, em termos de NMI, e se conecta a todos os 

neurônios posteriores. Esta medida tenta equilibrar o compromisso de parcimônia da rede. 

Se a parcela destas conexões for muito baixa, corre-se o risco do neurônio não ser inserido 

já que não poderá contribuir na diminuição do erro, e se a parcela for muito elevada, o 

princípio de parcimônia é afetado, aumentando a complexidade da rede. A parcela da 

quinta parte foi a que apresentou melhores resultados em testes preliminares com 

problemas distintos e nos quais houve crescimento gradativo e sustentável da rede.    

O mecanismo de relaxação é aplicado sobre este procedimento unicamente dentro do 

ciclo L2 do fluxograma da Figura 4.2 (fundo de cor cinza). Assim, o erro E é relaxado antes 

de se iniciar o procedimento. Caso o neurônio seja adicionado na rede, o procedimento é 

considerado “bem sucedido” e o erro E é atualizado com o novo valor de erro proveniente 

do procedimento. Caso o neurônio não seja adicionado, o procedimento é etiquetado como 

“falho” e o erro E retorna ao seu valor antes da relaxação. A Figura 4.5 ilustra os passos 

deste procedimento. 
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Figura 4.5 – CoACFNNA: Adição de um neurônio. 
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4.2.5. Eliminação de conexões 

Este procedimento também trabalha com o mecanismo de relaxação do erro 

E dentro do ciclo L2 da Figura 4.2. Já no ciclo L1 isto não é aplicado. A 

seguir, descrevem-se os aspectos básicos deste procedimento o qual é ilustrado na Figura 

4.6: 

 Cria-se uma lista com todas as conexões já estabelecidas na rede (consideradas 

candidatas a serem eliminadas). Armazena-se na lista informação de origem e 

destino das conexões. 

  Calcula-se uma forma de ordenamento das conexões na lista baseado numa análise 

de sensibilidade. Anula-se a conexão associada a cada linha da lista (o valor do peso 

sináptico assume temporariamente o valor zero). Em seguida, é calculado o erro da 

rede. Assim, para cada caso de conexão anulada, calcula-se a diferença da variação 

(sensibilidade) no erro E da seguinte forma: [E_antes – E_depois] e armazena-se 

este valor em cada linha da lista. Note que valores positivos denotam melhora na 

diminuição do erro. 

 Ordena-se a lista em relação ao valor da sensibilidade, de maior para menor. 

 Percorre-se a lista ordenada desde o início e avalia-se a eliminação de cada conexão 

nela contida. Temporariamente elimina-se fisicamente a conexão, re-treina-se a rede 

e, caso o erro sofra diminuição, a eliminação da conexão passa a ser definitiva. 

Após um número consecutivo de tentativas de eliminações falhas, o procedimento é 

dado por concluído. Visando cuidar do tempo computacional, foi definido de forma 

empírica como nl/5 o número de tentativas falhas, onde nl é o número de conexões 

na lista. 

 O procedimento é declarado “bem-sucedido” se pelo menos uma conexão for 

eliminada e o erro E atualizado com o novo valor. Caso contrário, é declarado como 

“falho” e o erro E recupera seu valor original de antes da relaxação (se estiver no 

ciclo L2). 

Eliminação de 
Conexões
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2. Cria uma lista com “conexões candidatas” 
calculando Es via “análise de sensibilidade”

3. Visita cada linha tentando 
confirmar a eliminação
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Figura 4.6 – CoACFNNA: Eliminação de conexões. 

4.2.6. Eliminação de um neurônio 

Este procedimento trabalha somente dentro do ciclo L2 e sempre se aplica o 

mecanismo da relaxação. Seguem-se os seus passos também ilustrados na 

Figura 4.7: 

 Cria-se uma lista contendo os neurônios ocultos existentes na rede (candidatos a 

serem eliminados). 

 Para cada neurônio da lista, calcula-se o valor de seu NMI. 

 Ordena-se a lista segundo o valor de NMI, de menor para maior. 

 Visita-se cada elemento da lista na tentativa de eliminar um neurônio. 

Temporariamente elimina-se o neurônio, re-treina-se a rede e, caso o erro mostre 

diminuição, a eliminação do neurônio será definitiva. 

 O procedimento é concluído logo após a eliminação de um neurônio ou após se ter 

visitado todos os elementos da lista. 

 O procedimento é declarado “bem-sucedido” caso o neurônio seja eliminado, e 

“falho” em caso contrário. 

 

Eliminação de 1 
Neurônio
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2. Cria uma lista com “neurônios candidatos” e 
calcula-se NMI para cada um deles

3. Visita cada linha tentando eliminar 
(re-treinando) o neurônio
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Neurônio NMI

Lista ordenada
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6 7
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Figura 4.7 – CoACFNNA: Eliminação de neurônio. 

4.2.7. Critério de parada 

O critério de parada do algoritmo é alcançado quando os quatro 

procedimentos que alteram a estrutura da rede (caixas de cor cinza na Figura 

4.2) são considerados como “falhos” de forma consecutiva dentro de um mesmo ciclo L2. 

Este cenário indica que nenhuma conexão ou neurônio, dentre aqueles que foram 

adicionados ou removidos da rede, trouxe ganho na diminuição do erro de treinamento E. 

4.2.8. Ajuste da taxa de relaxação do erro 

Com a intenção de reduzir a chance de que o algoritmo possa 

convergir para mínimos locais não desejados, foi utilizado um 

mecanismo de relaxação do erro. Com este mecanismo ativo, é possível degradar a 

qualidade do valor do erro de treinamento E de tal forma que se possa aceitar a aplicação de 

ao menos um dentre os quatro procedimentos que alteram a estrutura da rede (ciclo L2). 

A heurística descrita a seguir procura controlar de forma automática o valor da taxa com 

que o erro E é alterado no decorrer do algoritmo. A equação (4.8) mostra a forma como isto 

é realizado: 

CRITERIO 
PARADA

Ajuste da “Taxa de 
relaxação do erro” ( SEr )
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SErEE ×=' , (4.8)

sendo que 'E  representa o novo valor de E relaxado e a taxa de relaxação do erro é 

representada pela variável SEr (slack error rate). Os valores que esta taxa pode assumir 

estão vinculados ao desempenho da rede no decorrer do processo de treinamento. Em 

outras palavras, à medida que o valor de E apresente diminuição, o valor de SEr também 

sofrerá diminuição, e vice versa. Com isso, enquanto o erro E tiver valores altos, o SEr 

também apresentará valores altos. 

Os possíveis valores que a taxa SEr pode assumir estão limitados ao seguinte intervalo: 

[SEr_min; SEr_max]. Se SEr assumir o valor de SEr_min (que é fixado em 1), significa que 

o valor de E não sofrerá relaxação e manteria seu próprio valor ( EE =' ). 

O valor inicial para SEr_max é definido pelo usuário. O valor de SEr começa sendo 

igual a SEr_max e, à medida que o algoritmo entra em funcionamento, estes valores são 

auto-ajustados visando auxiliar o processo construtivo. O valor inicial para SEr_max 

sugerido é de 1,1, o que significa que, ao iniciar, o algoritmo permitirá que o erro E sofra 

aumentos na ordem de 10%. 

Para atualizar o valor de SEr de forma que seja dependente do valor do erro E, é 

necessário definir uma escala de valores de atuação para E da mesma forma feita para SEr. 

Em consequência, foram definidos E_max e E_min da seguinte forma: 

 E_max: definido como o valor inicial do erro E, calculado após o procedimento que 

adiciona as primeiras conexões na rede. 

 E_min: definido como o erro de treinamento desejado. Idealmente este valor seria 

nulo. No entanto, ao lidar com problemas reais isto não é sempre alcançado e 

levaria a cometer sub-estimações para E_min. Uma alternativa encontrada após 

testes preliminares envolvendo problemas diversos foi considerar E_min como uma 

fração do valor atual de E (EF – error’s fraction). Assim, define-se EF = 0,5, o que 

significa que, em cada avaliação, E_min assumirá a metade do valor de E. 
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Uma vez ajustado o intervalo [E_min; E_max], pode-se calcular a atualização do valor 

de SEr da seguinte forma: 

( )( )
E_minE_max

SEr_minSEr_maxEE_maxSEr_maxSEr
−

−−
−= . (4.9)

Na equação (4.9), mostra-se de forma clara que a taxa SEr está fortemente 

correlacionada com o comportamento do erro de treinamento E, como esperado. Se o erro E 

permanecer estacionário e distante de zero, então SEr não alcançará SEr_min e, assim, a 

relaxação não será atenuada, comprometendo a convergência. Levando em conta este 

último cenário, uma consideração final deve ser adotada: o intervalo [SEr_min; SEr_max] 

precisa ser reduzido no decorrer do algoritmo. A Figura 4.8 ajuda a mostrar as 

circunstâncias em que esta redução é recomendada. Ela mostra uma trajetória do erro E em 

um cenário ilustrativo, onde I representa a iteração de início do algoritmo, G é a iteração 

em que o último mínimo global foi alcançado, C é a iteração atual, IG  é a distância entre o 

início do algoritmo e o último mínimo global, e GC  é a distância entre o último mínimo 

global e o instante atual do algoritmo. Dessa forma, a cada iteração em que GC  ≥ IG /4, 

SEr_max deverá ser diminuído numa proporção indicada por dec = 0,75, da seguinte forma: 

( )SEr_minSEr_maxdecSEr_minSEr_max −+= . (4.10)

Em termos práticos, o objetivo desta equação (4.10) consiste em diminuir indiretamente 

a taxa de relaxação em situações em que o erro permanece constante ou entrou em um ciclo 

em que seu valor alterna sem tendência clara (neurônios e/ou conexões são eliminados e 

adicionados em forma repetitiva, já que o valor da taxa SEr ainda permite estas alterações). 

Isto pode estender o processo de convergência e até impedir a finalização do algoritmo. Os 

valores de dec e a condição GC  ≥ IG /4 foram definidos após testes preliminares.      



 109

I

GC

C

IG

G

 
Figura 4.8 – Cenário ilustrativo usado para definir I, G, C, IG  e GC . 

A Figura 4.9 ilustra um exemplo real do comportamento de SEr e SEr_max, de acordo 

com as equações (4.9) e (4.10), respectivamente. Este comportamento corresponde ao 

problema de classificação de dados “Breast Tissue”. 
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Figura 4.9 – Comportamento de SEr e SEr_max para o problema “Breast Tissue”. 

4.2.9. Aspectos de convergência do algoritmo 

A convergência do algoritmo pode ser considerada levando-se em conta dois aspectos: 

(i) As redes ACFNNs como aproximadores universais e sua taxa de convergência, e (ii) O 

critério de parada da dinâmica do algoritmo. A seguir, mais detalhes: 
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As redes ACFNNs como aproximadores universais e sua taxa de convergência: As redes do 

tipo ACFNNs se constituem em aproximadores universais devido a que instâncias mais 

simplificadas deste tipo de arquiteturas, tais como as redes MLPs são consideradas 

aproximadores universais (HORNIK et al., 1989; CYBENKO, 1989; FUNAHASHI; 1989). Por 

outra parte, estudos envolvendo a taxa de convergência do algoritmo construtivo Cascade 

Correlation mostraram, num cenário de pior caso, que este algoritmo é capaz de aproximar 

qualquer função com uma taxa de convergência da ordem de O(1/nh), sendo nh o número de 

neurônios ocultos (DRAGO & RIDELLA, 1994). Posteriormente, os mesmos autores 

analisaram o pior caso deste algoritmo (DRAGO & RIDELLA, 1996) e mostraram que a taxa 

de convergência seria incrementada se esta arquitetura aceitasse mais de um único neurônio 

em cada camada oculta. O CoACFNNA admite mais de um neurônio em cada camada 

oculta e, consequentemente, tem uma taxa de convergência, de pior caso, igual ou superior 

àquela obtida para o algoritmo construtivo Cascade Correlation, simplesmente pelo fato de 

que a opção de construir a topologia da rede neural seguindo a abordagem de correlação em 

cascata é sempre testada (usando um índice de informação mútua) e, se não for escolhida 

naquela iteração é porque existe uma ação construtiva mais capaz de reduzir o erro de 

treinamento, ou seja, de acelerar localmente a convergência em comparação com aquilo que 

seria produzido via um algoritmo construtivo Cascade Correlation. 

O critério de parada da dinâmica do algoritmo: Este aspecto depende do valor inicial da 

variável “SEr_max” e do seu correspondente coeficiente de decaimento “dec”, ambos 

definidos pelo usuário. SEr_max pode assumir qualquer valor maior ou igual a 1 e dec 

valores dentro do intervalo [0; 1]. SEr_max representa a intensidade nas mudanças que a 

topologia da rede pode sofrer e dec controla a duração destas mudanças. Em relação a estes 

parâmetros, pode-se ilustrar os seguintes cenários: 

 Fixando dec no seu valor sugerido (0,75) e iniciando SEr_max com um valor alto, 

por exemplo igual a 2, significaria que o erro E pode duplicar o seu valor e o 

algoritmo terá alto grau de liberdade para mudanças drásticas na sua arquitetura, 

além de permitir uma deterioração significativa no desempenho da rede. Este 
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cenário pode ser interpretado como um comportamento de exploração exagerado, 

tornando a convergência errática e mais lenta. 

 Fixando SEr_max no valor sugerido de 1,1 e dec no valor extremo superior de 1, 

significa que SEr_max nunca diminuirá seu valor e, em consequência, SEr será 

atualizado somente em proporção à diminuição do erro de aprendizado E no 

decorrer das iterações. Estas condições não garantiriam a SEr alcançar seu valor 

mínimo e, com isso, dar início ao processo de convergência do algoritmo. A 

desvantagem deste cenário seria o surgimento de comportamentos cíclicos na adição 

e remoção de neurônios e conexões, permitindo inclusive que, em algumas 

circunstâncias, o ciclo L2 opere indefinidamente. 

 Um outro cenário seria estabelecer dec no seu valor limitante inferior de 0 (com 

SEr_max fixo em 1,1, por exemplo). Neste caso, SEr_max receberá o valor SEr_min 

logo na primeira avaliação da equação (4.10) e, consequentemente, o mecanismo de 

relaxação será desabilitado e a convergência do algoritmo tende a caminhar para o 

mínimo local mais próximo. 

4.3. Aplicação do CoACFNNA junto a problemas de 
regressão de dados 

O primeiro tipo de problema a que o CoACFNNA será submetido para observar seu 

desempenho é o de regressão de dados, mais especificamente, problemas de predição de 

séries temporais. Testes com outros tipos de problemas (classificação de dados e redução de 

dimensão) serão apresentados no Capítulo 5. 

As séries temporais consideradas nesta seção são mostradas na Figura 4.10. A seguir, 

uma breve descrição de cada uma delas: 

 Clothing store: Refere-se a uma série temporal de natureza financeira com valores 

de venda de roupa mensais médios do varejo nos EUA, a qual conta com 120 
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amostras no período de 01/1992-12/2001. Esta série se caracteriza por ser linear, 

com componente sazonal anual. 

 IPI Durable consumer goods: Série temporal financeira sobre vendas de bens de 

consumo duráveis, a qual conta com 660 amostras. Tanto esta série como a Clothing 

store foram apresentadas por ZHANG & QI (2005) num trabalho que estuda a 

influência do pré-processamento da série temporal (remoção de componentes de 

tendência e sazonalidade) no erro de predição. 

 Sunspot: Série temporal com 289 amostras (no período de 1700-1888). É de 

natureza astrofísica, com valores representando o número de manchas solares por 

ano. 

 Two nonlinear processes: Série temporal sintética formada pela comutação de dois 

processos não-lineares, tendo sido proposta por WEIGEND et al. (1995) para 

verificar a capacidade de uma mistura de especialistas não-lineares em alocar cada 

especialista a cada processo que participa da comutação. Ao total, foram geradas 

2000 amostras. 
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Figura 4.10 – Séries temporais consideradas para testar o CoACFNNA. 
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O único pré-processamento feito nas séries temporais foi a mudança de escala de seus 

valores para o intervalo [−1; +1] visando facilitar o uso de RNAs com funções de ativação 

tangente-hiperbólica. Após isto, resta a montagem dos subconjuntos de dados para 

treinamento, validação e teste, sempre procurando preparar os dados para a realização de 

predições de valores futuros, no caso, um passo à frente. A Figura 4.11 descreve esta etapa, 

onde o valor de L (janela de número de valores de atraso que irão compor a entrada) é 

estimado usando a função de auto-correlação – ACF (BOX et al., 1994) ou via Informação 

Mútua – MI (CELLUCCI et al., 2005), como exemplificado na Figura 2.16. 

S = s1 , s2 , s3 , s4 , s5 , s6 , s7 , s8 ... ,sN

st-6     st-5    st-4   st-3   st-2    st-1 st

s1      s2       s3       s4      s5     s6 s7

s2      s3       s4       s5     s6     s7 s8

s3      s4       s5       s6     s7     s8 s9

sN-6   sN-5   sN-4   sN-3   sN-2 sN-1 sN

... ... ... ... ... ... ...
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Figura 4.11 - Preparação dos dados para predição de um passo à frente com L=6 valores atrasados da série. 
Neste caso os N−6 padrões obtidos devem ainda ser divididos para comporem os conjuntos de treinamento, 

validação e teste. 

Na Figura 4.11, S contém as amostras da série temporal, com seus valores previamente 

pré-processados, L tem valor de 6 para esta série temporal específica e na parte direita é 

apresentada uma tabela mostrando a montagem das matrizes X e Y que representam os 

padrões obtidos para o treinamento da RNA, onde cada linha de Y é a saída desejada 

associada à sua correspondente linha da matriz X, que representa o vetor de regressão ou 

padrão de entrada. Os subconjuntos de treinamento, validação e teste são extraídos a partir 

destas matrizes X e Y, de forma sequencial e em proporções de 50%, 25% e 25%, 

respectivamente. O número de atrasos L para as quatro séries temporais foram de L=12 para 

as três primeiras e L=2 para a série Two nonlinear processes. 

As Tabelas 4.1 a 4.4 mostram os resultados numéricos comparando o desempenho do 

CoACFNNA com outros modelos de RNAs: 
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• MLP’s com números distintos de neurônios ocultos; 

• Rede construtiva Cascade Correlation (CasCorr), descrita no Capítulo 2. 

Cada um destes modelos foram executados 30 vezes utilizando os mesmos subconjuntos 

de treinamento, validação e teste. As redes MLP’s foram treinadas usando o mesmo 

algoritmo quasi-Newton utilizado pelo CoACFNNA. Já a rede neural CasCorr é treinada 

conforme os delineamentos de FAHLMAN & LEBIERE (1990), definindo como 10 o número 

de neurônios candidatos a serem adicionados na rede a cada iteração. As estatísticas 

mostradas nas Tabelas 4.1 a 4.4 são média (mean), desvio padrão (std), valor mínimo (min) 

e valor máximo (max) de: Erros de predição junto aos subconjuntos de treinamento, 

validação e teste, número de neurônios ocultos, número de conexões sinápticas utilizadas e 

tempo computacional demandado. Os erros de predição correspondem ao MRPE (mean 

relative percentual error). As simulações desta seção foram realizadas num notebook com 

CPU Intel CORE i7 Q740 de 1,73Ghz e 4Gb de memória RAM. 

Por sua vez, as Figuras 4.12 a 4.15 mostram os resultados gráficos do CoACFNNA para 

uma das 30 execuções feitas. No caso, escolheu-se a solução com o menor erro de predição 

junto ao subconjunto de teste. As informações contidas nestas figuras estão distribuídas da 

seguinte forma: 

 Na parte superior-esquerda das figuras, um gráfico mostra cada procedimento ou passo 

do fluxograma da Figura 4.2 do algoritmo, isto no eixo horizontal. Já o eixo vertical-

esquerdo mostra o valor do erro E formando a curva de cor preta. O eixo vertical-

direito mostra valores em unidades associadas às barras coloridas (uma barra a cada 

iteração) que representam a adição de um neurônio (barra vermelha), adição de 

conexões (barra verde), eliminação de conexões (barra azul), eliminação de um 

neurônio (barra ciano) e a barra de cor amarela (oposta a cada barra colorida) mostra o 

tempo gasto em segundos (sec.) ou minutos (min.) para realizar cada procedimento. 

 Na parte superior-direita das figuras, ilustra-se a arquitetura da rede resultante da 

execução do algoritmo CoACFNNA. Os neurônios são representados por pequenas 

circunferências e arcos indicam a conexão entre os neurônios. É possível, assim, 
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visualizar a topologia resultante, sendo que em cada caso o número de camadas e de 

neurônios por camada depende das demandas específicas da aplicação. A camada com 

os neurônios de entrada é a primeira (da esquerda para a direita), a camada com os 

neurônios de saída é a última e os neurônios ocultos (caso existam) podem compor 

uma ou várias camadas entre as camadas de entrada e saída. Na ausência de camadas 

ocultas, o mapeamento implementado pela ACFNN é linear. As cores das conexões 

obedecem ao valor do seu peso sináptico resultante. Assim, os valores absolutos 

máximo (max|W|) e mínimo (min|W|) dos pesos (W) são mostrados abaixo do desenho 

da rede e as cores obedecem a um mapeamento em que o valor mínimo assume cor 

azul e o valor máximo assume cor vinho. A mediana dos valores absolutos dos pesos 

(med|W|) também é mostrada. 

 Na parte inferior das figuras, são apresentados três gráficos consecutivos 

correspondendo ao desempenho da rede junto aos subconjuntos de treinamento, 

validação e teste. As curvas em azul de cada gráfico correspondem à série original e as 

curvas em vermelho à predição. O MRPE é mostrado no título de cada gráfico. 

A Tabela 4.1 mostra os resultados numéricos para a série Clothing store, onde o 

CoACFNNA conseguiu o melhor desempenho (baseados nos erros de validação e teste). 

Além disso, gerou as redes mais parcimoniosas com um número médio de neurônios 

requeridos de 0,2, sendo 7,5 o número médio de conexões. Este experimento revela a 

capacidade de adaptação do CoACFNNA junto a problemas de baixa complexidade. Cabe 

mencionar que a grande maioria das soluções foram redes puramente lineares, descartando 

o uso de neurônios ocultos na sua arquitetura. 

Um aspecto de grande relevância é que o CoACFNNA é capaz de realizar 

implicitamente um processo de seleção de variáveis, ou seja, acaba utilizando apenas um 

subconjunto das entradas que compõem a janela de atrasos. Isto pode ser verificado 

olhando o número médio de conexões, sendo que a maioria das soluções não utilizou o total 

de variáveis de entrada (12 atrasos da série como número de entradas). As MLP’s não 

tiveram bom desempenho por se tratarem de modelos não-lineares perante um problema 

que pode ser adequadamente resolvido com base em um preditor linear. A rede neural 
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CasCorr também convergiu para modelos de redes lineares, como produzido pelo 

CoACFNNA. 

Tabela 4.1 – Resultados comparativos para a série Clothing store. 

Estatísticas E, Treinamento E, Validação E, Teste No, Neurônios No, Conexões Tempo
mean ± std 9,61 ± 2,1 10,95 ± 2,87 12,2 ± 5,12 1 15 0,1 ± 0,05

min 7,36 6,93 5,95 1 15 0,01
max 16,23 15,88 23,82 1 15 0,18

mean ± std 7,31 ± 2,48 11,22 ± 2,68 14,84 ± 5,52 2 29 0,12 ± 0,03
min 4,31 5,76 4,15 2 29 0,03
max 12,77 16,07 28,54 2 29 0,16

mean ± std 6,58 ± 1,85 10,12 ± 2,04 14,59 ± 8,3 3 43 0,37 ± 0,1
min 3,53 5,48 6,44 3 43 0,13
max 10,93 13,84 46,93 3 43 0,55

mean ± std 7,61 ± 3,28 11,31 ± 2,47 14,67 ± 7,38 4 57 0,41 ± 0,16
min 2,77 7,43 6,58 4 57 0,02
max 14,62 15,88 40,75 4 57 0,62

mean ± std 6,93 ± 2,48 10,41 ± 2,3 14,26 ± 6,22 5 71 0,48 ± 0,13
min 3,78 7,34 7,46 5 71 0,08
max 15,58 14,89 40,35 5 71 0,60

mean ± std 7,65 ± 0,19 10,06 ± 0,58 10,83 ± 1,43 0,63 ± 0,85 22,1 ± 12,42 3,48 ± 1,93
min 7,10 8,83 6,98 0 13 1,87
max 7,77 10,47 13,47 3 58 8,78

mean ± std 9,84 ± 2,91 6,39 ± 1,16 5,09 ± 1,62 0,2 ± 0,48 7,5 ± 7,31 3,28 ± 5,31
min 5,96 5,07 2,80 0 2 0,41
max 17,85 9,27 8,89 2 34 29,64

Clothing store

CoACFNNA

MLP 5hn

CasCorr

MLP 2hn

MLP 3hn

MLP 4hn

MODELOS

MLP 1hn

 

A Figura 4.12 apresenta os resultados gráficos para a série temporal Clothing store. O 

gráfico da esquerda mostra que apenas a primeira iteração (procedimento) da metodologia 

foi necessária (bem sucedido). Nesta primeira iteração (procedimento de cálculo do NMI e 

adição de primeira conexão) é calculada a informação mútua (NMI) dos neurônios de 

entrada e treinada a rede estabelecendo apenas a conexão do neurônio com maior NMI 

(neurônio da entrada 12). Nas iterações seguintes, nenhum outro procedimento teve sucesso 

e o algoritmo convergiu conforme estabelecido pelo seu critério de parada. Em 

consequência, a rede resultante (e que levou ao menor erro junto ao conjunto de teste) não 

possui nenhum neurônio oculto e apenas duas conexões, a da entrada 12 com o neurônio de 

saída e a conexão da entrada do bias, que não é mostrada no gráfico, mas é contabilizada 

nos resultados numéricos da Tabela 4.1, totalizando duas conexões (valor mínimo de 

conexões). O restante das entradas foi descartada. Olhando nos valores mínimo, mediana e 

máximo, dos pesos sinápticos (sem contar as conexões da entrada bias), observa-se 
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coincidência por ter apenas uma conexão. Os erros de predição foram de 8,06 para 

treinamento, 5,12 para validação e 2,80 para teste. O tempo computacional gasto pelo 

CoACFNNA foi de 1,27 segundos. 

O modelo de inferência auto-regressivo linear associado com a rede produzida pelo 

CoACFNNA é apresentado na equação (4.11). 

12120 −+= tt yaay , (4.11)

onde, a0 e a12 correspondem aos pesos sinápticos da entrada de bias e da entrada nº 12: yt-12.   
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Figura 4.12 – Solução com o menor erro de teste produzida pelo CoACFNNA para a série Clothing store. 

Os resultados numéricos para a série IPI Durable consumer goods são mostrados na 

Tabela 4.2. Nela, os dois algoritmos construtivos (CasCorr e CoACFNNA) obtiveram os 
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menores erros junto aos subconjuntos de validação e teste, com uma ligeira vantagem para 

o CoACFNNA no subconjunto de teste. As redes MLP’s, mesmo tendo apresentado erros 

de validação não muito distantes dos algoritmos construtivos, tiveram erros de teste mais 

elevados, o que pode indicar a ocorrência de sobre-ajuste (over-training) inclusive quando 

se observam os erros de treinamento, os quais foram, na maioria deles, menores do que os 

produzidos pelos algoritmos construtivos. Novamente, a capacidade adaptativa dos 

algoritmos construtivos, respondendo às demandas específicas de cada aplicação, está 

retratada neste experimento. 

Tabela 4.2 – Resultados comparativos para a série IPI Durable consumer goods. 

Estatísticas E, Treinamento E, Validação E, Teste No, Neurônios No, Conexões Tempo
mean ± std 5,59 ± 0,39 3,46 ± 0,21 10,58 ± 2,92 1 15 0,11 ± 0,05

min 5,31 3,04 5,45 1 15 0,02
max 6,59 3,70 16,53 1 15 0,24

mean ± std 5,31 ± 0,5 3,55 ± 0,38 10,23 ± 3,02 2 29 0,16 ± 0,05
min 4,63 2,99 6,87 2 29 0,03
max 6,57 5,19 18,03 2 29 0,21

mean ± std 4,93 ± 0,64 3,41 ± 0,37 10,49 ± 5,4 3 43 0,37 ± 0,15
min 4,01 2,88 5,02 3 43 0,11
max 6,13 4,51 28,66 3 43 0,63

mean ± std 4,53 ± 0,58 3,28 ± 0,31 12,85 ± 6,95 4 57 0,47 ± 0,18
min 3,79 2,84 6,43 4 57 0,16
max 5,83 4,30 38,01 4 57 0,75

mean ± std 4,43 ± 0,53 3,34 ± 0,37 12,37 ± 6,69 5 71 0,6 ± 0,22
min 3,85 2,88 5,38 5 71 0,21
max 5,49 4,48 34,48 5 71 0,89

mean ± std 5,36 ± 0,01 3,24 ± 0,01 5,15 ± 0,02 0,13 ± 0,43 14,9 ± 6,23 2,59 ± 1,01
min 5,30 3,20 5,14 0 13 2,12
max 5,38 3,24 5,26 2 42 6,87

mean ± std 5,2 ± 0,16 3,03 ± 0,14 4,73 ± 0,51 0,87 ± 0,78 20,93 ± 8,09 9,64 ± 8,83
min 4,91 2,67 3,86 0 12 1,16
max 5,57 3,21 6,11 2 37 36,58
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Os resultados gráficos associados a uma das 30 execuções para a série IPI Durable 

consumer goods são mostrados na Figura 4.13. Apenas os dois primeiros procedimentos da 

metodologia do CoACFNNA foram utilizados para esta solução, que convergiu 

rapidamente para um modelo de rede linear com conexões entre as camadas de entrada e 

saída. A maioria das entradas foi utilizada, sendo que apenas a entrada 11 foi descartada. O 

número total de conexões estabelecidas foi de 12, considerando a conexão da entrada bias. 
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Os erros de predição foram os seguintes: treinamento 5,41, validação 3,17 e teste 3,86. O 

tempo computacional gasto foi de 1,84 segundos. 

O modelo de inferência auto-regressivo linear associado com a rede produzida pelo 

CoACFNNA é apresentado na equação (4.12) a seguir: 

.        12121010998877

6655443322110

−−−−−

−−−−−−

++++
+++++++=

ttttt

ttttttt

yayayayaya
yayayayayayaay

 (4.12)

Analisando os resultados para a série Sunspot (Tabela 4.3), observa-se que a rede MLP 

com 5 neurônios ocultos (MLP 5hn) conseguiu uma diferença marcante em relação à rede 

construtiva CasCorr em ambos os subconjuntos de validação e de teste. No entanto, a 

diferença de desempenho do CoACFNNA nestes subconjuntos foi ainda mais marcante. 
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Figura 4.13 –  Solução com o menor erro de teste produzida pelo CoACFNNA para a série IPI Durable consumer goods. 
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Embora o erro de treinamento do CoACFNNA seja maior do que aquele produzido pela 

MLP 5hn, seus erros médios de validação e teste foram bem inferiores, indicando que as 

arquiteturas de rede geradas por esta metodologia têm melhore capacidade de 

generalização, apresentando inclusive menor quantidade de neurônios ocultos e conexões. 

Tabela 4.3 – Resultados comparativos para a série Sunspot. 

Estatísticas E, Treinamento E, Validação E, Teste No, Neurônios No, Conexões Tempo
mean ± std 76,4 ± 12,57 88,62 ± 9,31 43,1 ± 4,4 1 15 0,04 ± 0,03

min 49,54 74,83 35,57 1 15 0,02
max 111,00 117,44 51,90 1 15 0,14

mean ± std 72,82 ± 10,7 85,51 ± 9,53 47,83 ± 29,18 2 29 0,13 ± 0,03
min 51,90 68,67 32,93 2 29 0,08
max 89,17 100,34 197,31 2 29 0,22

mean ± std 68,56 ± 12,9 80,3 ± 10,75 42,38 ± 13,51 3 43 0,34 ± 0,12
min 46,71 47,59 32,67 3 43 0,14
max 96,94 104,38 111,08 3 43 0,51

mean ± std 65,43 ± 21,09 80,58 ± 13,42 43,83 ± 19,11 4 57 0,43 ± 0,15
min 43,55 57,49 29,31 4 57 0,08
max 163,79 133,49 140,62 4 57 0,63

mean ± std 65,57 ± 12,18 80,25 ± 9,95 40,29 ± 4,72 5 71 0,6 ± 0,14
min 45,44 57,47 33,64 5 71 0,13
max 108,43 104,62 53,00 5 71 0,75

mean ± std 73,37 ± 4,47 95,13 ± 2,21 45,38 ± 1,18 1,23 ± 1,87 32,1 ± 31,19 4,8 ± 4,39
min 59,04 92,69 41,36 0 13 1,97
max 78,11 102,65 49,15 8 153 21,37

mean ± std 67,07 ± 9,68 62,75 ± 6,28 29,56 ± 2,62 0,43 ± 0,68 12,13 ± 7,71 4,71 ± 5,1
min 47,78 48,62 25,23 0 4 0,55
max 85,27 74,09 33,85 2 31 18,99
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Os resultados gráficos para a execução com o menor erro de teste relativos à série 

Sunspot (Figura 4.14) mostram um maior número de procedimentos realizados pelo 

CoACFNNA. Mas os que tiveram sucesso foram somente os que envolviam adição e 

eliminação de conexões, consequentemente a rede resultante é de natureza linear. A 

motivação da implementação do mecanismo de relaxação do erro no CoACFNNA é 

verificada na iteração 8, onde o algoritmo decide aceitar a eliminação de uma conexão em 

detrimento da qualidade do erro E. Esta decisão é recompensada logo na iteração 10, pois 

após a adição de 4 conexões o erro experimenta uma melhora significativa a um nível 

melhor do que aquele existente por ocasião da iteração 8, mostrando a utilidade deste 

mecanismo e a sua capacidade de promover a fuga de eventuais mínimos locais. A rede 

gerada nesta simulação é linear e usou apenas 6 das 12 variáveis de entrada, totalizando 7 
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conexões sinápticas. Os erros de predição foram de 59,36 para treinamento, 58,13 para 

validação e 25,23 para teste. O tempo computacional gasto foi de 3,04 segundos. 

O modelo de inferência auto-regressivo linear associado com a rede produzida pelo 

CoACFNNA é apresentado na equação (4.13). 

101099885522110 −−−−−− ++++++= ttttttt yayayayayayaay . (4.13)

As três primeiras séries temporais, representando problemas reais de predição, 

mostraram requerer apenas redes neurais lineares. Já para o caso da quarta série temporal, a 

Two nonlinear processes, as redes terão que possuir neurônios ocultos na sua arquitetura 

para poderem expressar desempenhos competentes. A Tabela 4.4 mostra os resultados, 
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Figura 4.14 – Solução com o menor erro de teste produzida pelo CoACFNNA para a série Sunspot. 
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confirmando que o CoACFNNA gerou redes com 6,1 neurônios ocultos em média e obteve 

os melhores resultados de predição. Por outro lado, a melhor configuração de rede MLP foi 

a que apresentava 10 neurônios ocultos. A CasCorr mostrou-se pouco competente para este 

problema. A explicação pode ser encontrada observando o número de neurônios ocultos 

médios que foi de apenas 2,87, revelando claramente que este algoritmo convergiu 

prematuramente e não conseguiu incorporar a quantidade de neurônios que o problema 

requeria. Uma hipótese alternativa para explicar este desempenho inferior da rede neural 

CasCorr pode estar fundamentada no fato de que este problema parece requerer redes com 

neurônios ocultos formando camadas e não em forma de cascata, como é a única 

possibilidade existente para a rede neural CasCorr. 

Tabela 4.4 – Resultados comparativos para a série Two nonlinear processes. 

Estatísticas E, Treinamento E, Validação E, Teste No, Neurônios No, Conexões Tempo
mean ± std 128,48 ± 13,18 237,76 ± 33,34 156,76 ± 26,22 2 9 0,1 ± 0,05

min 107,04 106,84 110,08 2 9 0,04
max 147,90 261,41 208,95 2 9 0,26

mean ± std 98,18 ± 6,61 118,16 ± 26,31 106,16 ± 15,2 6 25 0,7 ± 0,16
min 85,60 71,32 86,01 6 25 0,33
max 110,84 165,29 147,94 6 25 0,92

mean ± std 84,66 ± 5,55 81,09 ± 17,69 93,78 ± 6,8 10 41 1,77 ± 0,24
min 72,42 53,33 84,57 10 41 0,62
max 96,48 122,21 112,26 10 41 1,93

mean ± std 85,16 ± 4,89 81,88 ± 17,04 96,81 ± 6,02 14 57 1,83 ± 0,21
min 76,14 50,76 86,96 14 57 1,03
max 92,95 121,31 109,29 14 57 2,08

mean ± std 82,29 ± 4,58 79,16 ± 14,32 101,76 ± 5,61 18 73 1,9 ± 0,24
min 72,27 54,76 86,23 18 73 0,81
max 91,01 108,52 111,43 18 73 2,12

mean ± std 129,01 ± 10,83 200,44 ± 27,97 158,68 ± 37,21 2,87 ± 2,33 19,77 ± 16,7 6,3 ± 4,4
min 110,60 165,62 98,85 0 3 1,34
max 153,27 322,95 218,97 8 63 17,06

mean ± std 86,71 ± 8,69 81,19 ± 27,33 87,31 ± 6,37 6,1 ± 1,32 36,13 ± 9,34 107,36 ± 59,46
min 71,38 46,59 72,55 3 15 23,13
max 112,46 159,57 99,42 9 55 290,82

MLP 14hn

MLP 18hn

CasCorr

CoACFNNA

MODELOS
Two nonlinear processes

MLP 2hn

MLP 6hn

MLP 10hn

 

A Figura 4.15 apresenta a execução com o melhor erro de predição junto ao subconjunto 

de teste para a série Two nonlinear processes. Por se tratar de uma série não-linear, a rede 

gerada recebeu vários neurônios ocultos e conexões, convergindo para apenas 5 neurônios 

ocultos distribuídos em 3 camadas. No gráfico, observa-se como o erro E é diminuído a 

cada adição de neurônios. O número de conexões final foi de 31 e os erros de predição de 
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71,38 para treinamento, 84,64 para validação e 72,55 para teste. O tempo gasto foi de 45,44 

segundos. O modelo de inferência auto-regressivo associado com a rede produzida pelo 

CoACFNNA é do tipo não-linear e mais complexo de ser representado em uma equação. 

A seguir, as Figuras 4.16 e 4.17 mostram resultados para dois casos extremos a partir 

das 30 execuções feitas com o CoACFNNA e a série Two nonlinear processes. Referem-se 

às execuções que geraram redes com a maior e menor quantidade de neurônios ocultos e 

que, coincidentemente, demandaram o maior e menor tempo de processamento. Para o 

primeiro caso, se requereu até 45 iterações do algoritmo, sendo que a rede gerada conta 

com 9 neurônios ocultos distribuídos em 3 camadas, 55 conexões, com erros de 

treinamento no valor de 79,28, de validação no valor de 59,55, e de teste no valor de 82,74. 
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Figura 4.15 – Solução com o menor erro de teste produzida pelo CoACFNNA para a série Two nonlinear processes. 
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O tempo computacional foi de 290,81 segundos. Para o segundo caso (Figura 4.17), foram 

13 iterações do algoritmo, 3 neurônios ocultos em duas camadas, 15 conexões, erros de 

treinamento no valor de 112,46, de validação no valor de 159,57 e de teste no valor de 

90,90. O tempo computacional foi de 23,12 segundos. 

Além de se mostrar uma série temporal bastante desafiadora, por envolver o 

chaveamento de dois processos distintos, este último experimento permite verificar, com 

mais ênfase que os três experimentos anteriores, que, mesmo com o emprego do 

mecanismo de relaxação do erro, o CoACFNNA ainda assim pode convergir para 

topologias de redes neurais que representam mínimos locais. A razão para que as decisões 

de inserção e poda de neurônios podem ser distintas a cada execução do algoritmo está na 

forma aleatória com que se inicializam as conexões recém-inseridas, o que pode representar 

um ponto de investigação futura, visando tornar o algoritmo ainda mais consistente e 

robusto às demandas de cada aplicação. Cabe mencionar que os experimentos envolvendo 

problemas de classificação de padrões, a serem apresentados no Capítulo 5, exibem mais 

consistência nos resultados, com menos variação nas topologias resultantes. 



 125

 

2

1

0

1

2

3

4

5

x10 seg.

U
ni

da
de

s

0 10 20 30 40
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

Procedimentos

E
rr

o:
 E

Procedimentos do CoACFNNA para Two Nonlinear Processes

 

 

Erro: E

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

  

 

 

 

   

  

 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 

min|W|=0.0468 med|W|=3.12 max|W|=374.78

Rede resultante do CoACFNNA para Two Nonlinear Processes

 

 

      

0 200 400 600 800 1000

Treinamento MRPE=79.2854

 

 

Serie

Predição

0 100 200 300 400 500

Validação MRPE=59.5541

 

 

0 100 200 300 400 500

Teste MRPE=82.7433

 

 

Adição
1 neurônio

Adição
Conexões

Eliminação
Conexões

Eliminação
1 neurônio

Tempo
Utilizado

Figura 4.16 – Solução com o maior número de neurônios e conexões produzida pelo CoACFNNA para a série Two 
nonlinear processes. 
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Figura 4.17 – Solução com o menor número de neurônios e conexões produzida pelo CoACFNNA para a série Two 
nonlinear processes. 

4.3.1. Análise de sensibilidade para o parâmetro SEr_max 

As Figuras 4.18 e 4.19 apresentam resultados de execução do CoACFNNA visando 

realizar um análise de sensibilidade do parâmetro SEr_max (ver seção 4.2.8). Para isso, 

foram escolhidos dois problemas, o Clothing store e Two nonlinear processes, os quais 

foram executados 30 vezes com valores distintos de SEr_max = [1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 

1,25 1,30]. Nas figuras: o gráfico da esquerda mostra os erros médios de treinamento, 

validação e teste; o gráfico central mostra a média do número de neurônios e de conexões; e 

o gráfico à direita mostra a média do tempo computacional, do número de iterações do erro 

mínimo e do término de execução do algoritmo (parada). 
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Figura 4.18 – Análise de sensibilidade do SEr_max do CoACFNNA para o problema Clothing store. 

Para ambos os problemas observa-se uma correlação direta entre o valor do SEr_max e o 

número de neurônios, conexões, tempo computacional e o número de iterações do 

algoritmo. O desempenho das redes em termos de minimização dos erros (gráfico à 

esquerda) não sofreu variações consideráveis. No Clothing store, observa-se um leve 

aumento do erro de teste e diminuição dos erros de treinamento e validação com valores 

altos de SEr_max, indicando um possível caso de sobre-ajuste, pois as redes vão ganhando 

mais neurônios e conexões. No Two nonlinear processes, verificou-se que o SEr_max com 

valor de 1,00 (anulação do mecanismo de relaxação do erro) levou a resultados menos 

interessantes. Logo, evidencia-se a necessidade de se considerar um certo grau de relaxação 

do erro visando escapar de mínimos locais. Valores recomendados para SEr_max podem 

ser estabelecidos no intervalo [1,05; 1,10]. 
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Figura 4.19 – Análise de sensibilidade do SEr_max do CoACFNNA para o problema Two nonlinear processes. 
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4.4. Considerações finais do capítulo 

Já se sabia, na literatura, que as duas primeiras séries testadas (Clothing store e IPI 

Durable consumer goods) eram séries de natureza linear (ZHANG & QI, 2005) e o algoritmo 

CoACFNNA mostrou-se competente para se adaptar às exigências mínimas destas séries, 

construindo propostas de redes lineares e descartando entradas pouco relevantes. Já a 

natureza da terceira série temporal (Sunspot) era uma incógnita. No entanto, o CoACFNNA 

convergiu para um modelo linear e com bom desempenho perante as redes não-lineares 

MLP’s. A quarta série testada exibia maior flexibilidade por ser um produto da composição 

de duas séries diferentes, ambas não-lineares, e o algoritmo proposto nesta tese conseguiu 

obter soluções de boa qualidade e parcimônia, embora com alguma variabilidade alta junto 

às execuções com resultados extremos. 

Outro ponto a destacar é a capacidade dos algoritmos de aprendizado construtivo para 

gerar soluções parcimoniosas e melhor ajustadas às demandas de cada aplicação. Adicione-

se a esta afirmação o baixo número de parâmetros que precisam ser especificados pelo 

usuário para permitir a execução desses algoritmos. No caso da rede neural CasCorr, o 

único parâmetro a ser definido pelo usuário foi o número de neurônios ocultos candidatos a 

serem treinados a cada iteração para fazer parte da rede, que foi de 10 para os 4 problemas 

de predição. No caso do CoACFNNA, o único parâmetro dependente do usuário foi a taxa 

de folga do erro (SEr_max) que foi definido com o valor de 1,05 para os 4 problemas. 

Os dois aspectos mais relevantes ao se analisarem os resultados produzidos pelo 

CoACFNNA são a sua capacidade implícita de seleção de variáveis e o seu potencial de 

detecção e exploração de aspectos lineares presentes nos mapeamentos a serem 

sintetizados, ambos derivados diretamente da análise dos padrões disponíveis para 

treinamento. 

O Capítulo 5 traz uma maior quantidade de teste comparativos para o CoACFNNA em 

problemas de classificação de dados e redução de dimensão. 
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Capítulo 5 

CoACFNNA em classificação de dados e 

redução de dimensão 

 

 

Resumo: Este capítulo tem dois propósitos: (i) Avaliar o desempenho do 

CoACFNNA na resolução de problemas de classificação de dados; e (ii) Apresentar as 

modificações no CoACFNNA padrão para permitir a sua aplicação junto a problemas de 

redução de dimensão. Para ambos os casos, foram selecionados problemas de natureza real 

e artificial. No caso dos problemas de classificação de dados, os resultados do CoACFNNA 

são confrontados com: (1) Modelos tradicional de redes neurais MLP com uma e duas 

camadas ocultas; (2) Mistura heterogênea de especialistas; (3) Modelo construtivo Cascade 

Correlation; e (4) EPNet (Evolutionary Programming Network). Para os problemas de 

redução de dimensão, os resultados obtidos via o CoACFNNA foram confrontados com 

aqueles produzidos por: (1) PCA; (2) Algoritmo de Sammon; e (3) CCA (Curvilinear 

Component Analysis). 

5.1 Considerações iniciais 

Com a finalidade de avaliar o desempenho do CoACFNNA junto a problemas de 

classificação e de redução de dimensão, foram escolhidos um elenco de problemas, tanto de 

natureza real como artificial. Os problemas reais possuem desafios como, por exemplo, 

outliers (observações não esperadas), ruído nos dados, classes superpostas, ou poucas 

amostras disponíveis (YAO & LIU, 1997). Por outra parte, os problemas artificiais foram 
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escolhidos por representarem situações específicas e, assim, exigirem habilidades como alta 

flexibilidade, ou seja, capacidade de sintetizar mapeamentos de entrada-saída dotados de 

forte não-linearidade. 

O mérito de cada proposta de solução será medido com base nos seguintes critérios: 

 Melhor desempenho (medido via uma função-objetivo) junto aos subconjuntos de 

validação e teste (dados que não foram utilizados no processo de aprendizado); e 

 Maior parcimônia do modelo obtido, no sentido deste empregar uma menor 

quantidade de recursos computacionais (tempo de processamento e memória). No 

contexto de RNAs, isto consistiria em um menor número de neurônios e conexões 

na arquitetura da rede neural. 

5.2 Problemas de classificação de dados 

Foram selecionados oito problemas de classificação de dados, os quais estão compostos 

por números distintos de variáveis de entrada (atributos) e de saída (classes). Três deles são 

problemas artificiais, usados frequentemente como benchmarks em problemas de 

agrupamento e também de classificação de dados (ver Figura 5.1), sendo caracterizados por 

requererem muita flexibilidade dos modelos. Os outros cinco problemas são de natureza 

real, foram extraídos do UCI Machine Learning Repository (FRANK & ASUNCION, 2010) e 

pertencem às áreas da biologia, indústria e saúde. Em seguida, foram considerados outros 

dois problemas de classificação, compostos por um elevado número de amostras, para 

avaliar a escalabilidade do CoACFNNA. 

A Tabela 5.1 mostra aspectos principais associados aos oito problemas iniciais. 
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Tabela 5.1 – Principais aspectos dos oito problemas de classificação de dados. 

Tipo No. 
Entradas

No. 
Classes No. amostras por classe Total de 

amostras

1  Two Spirals 2D Artificilal 2 2 C1=472, C2=472 944
2  Two Donuts 3D Artificial 3 2 C1=500, C2=500 1000
3  Three Spirals 3D Artificial 3 3 C1=590, C2=590, C3=590 1770
4  Iris Real - Biologia 4 3 C1=50, C2=50, C3=50 150
5  Wine Real - Indústria 13 3 C1=59, C2=71, C3=48 178
6  Breast Cancer Wisconsin Real - Saúde 9 2 C1=444, C2=239 683
7  Breast Tissue Real - Saúde 6 6 C1=21, C2=15, C3=18, C4=16, C5=14, C6=22 106
8  Wall-Following Robot Navigation Real - Indústria 4 4 C1=2205, C2=826, C3=2097, C4=328 5456

Problemas

 

Two Spirals (2D) Two Donuts (3D) Three Spirals (3D)

Figura 5.1 – Ilustração dos três problemas artificiais de classificação de dados. 

Os experimentos de classificação estão divididos da seguinte forma: 

 Primeiro estudo de caso: o CoACFNNA foi comparado com modelos tradicionais, 

tais como MLPs, MHEs e Cascade Correlation (CasCorr). 

 Segundo estudo de caso: o CoACFNNA foi comparado com o EPNet (YAO & LIU, 

1997), que é baseado em computação evolutiva. 

 Terceiro estudo de caso: o CoACFNNA foi empregado junto a problemas com 

maior quantidade de amostras, tendo por finalidade avaliar o incremento em tempo 

computacional do algoritmo. Para isto, foram utilizados outros dois problemas do 
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UCI - Machine Learning Repository (o MAGIC Gamma Telescope e o StatLog–

Shuttle) que serão melhor apresentados na Seção 5.2.3. 

Para todos os problemas de classificação de dados, foram levadas em conta as seguintes 

condições experimentais: 

 Os algoritmos foram implementados utilizando o ambiente de programação Matlab e 

rodados num computador com processador Intel Core 2 Quad 32 bits de 2,83 MHz e 

com 4 Gb de memória RAM, com exceção do EPNet (no segundo estudo). 

 Os resultados numéricos de desempenho dos modelos apresentados nas Tabelas 5.3, 5.4 

e 5.5 foram produzidos a partir de 30 execuções independentes de cada modelo. 

 Para o CoACFNNA, o parâmetro a ser definido pelo usuário é o SEr_max (descrito na 

subseção 4.2.8) e cujo valor inicial foi definido como SEr_max = 1,10 para todos os 

problemas de classificação. 

 Os classificadores apresentam tantas saídas quanto o número de classes, sendo que a 

classe é definida pela saída de maior valor numérico. 

 Durante o processo de treinamento, a saída desejada é um vetor binário que contém 

apenas um bit de valor 1 (correspondente à classe), com os demais bits assumindo o 

valor 0. 

5.2.1. Primeiro estudo de caso: CoACFNNA e modelos 
tradicionais 

Os modelos que fazem parte deste primeiro estudo de caso são os seguintes: 

 Redes MLPs com uma e duas camadas de neurônios ocultos; 

 Mistura Heterogênea de Especialistas (MHE); 

 O algoritmo construtivo Cascade Correlation (FAHLMAN & LEBIERE, 1990). 
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Cabe indicar que todos os modelos do tipo MLP e de Mistura Heterogênea de 

Especialistas utilizam o mesmo algoritmo de treinamento (baseado no método quasi-

Newton e descrito na Subseção 4.1.2) empregado pelo CoACFNNA. 

Os principais parâmetros associados a cada modelo classificador são definidos a seguir: 

 Para a MLP com uma camada oculta, o parâmetro é o número de neurônios nesta 

camada. Para tal, várias configurações foram consideradas ao variar este número 

com os seguintes valores: 1, 2, ..., 15, neurônios ocultos. 

 Para a MLP com 2 camadas ocultas, foram exploradas várias configurações variando 

o número de neurônios para ambas as camadas nos valores de 1, 2, ..., 10 e, 

finalmente, que atendem a alguma restriçao adicional se não toma-se 1-1, os quais 

são chamados de: MLP2HL-A e MLP2HL-B para cada um dos problemas. A Tabela 

5.2 mostra os números de neurônios para cada uma destas duas redes. 

 Para os modelos de MHE, a configuração foi determinada com 2 especialistas 

controlados por uma rede gating, para todos os problemas. Os especialistas e a rede 

gating são compostos por redes MLP, de uma camada oculta quando representando 

modelos não-lineares e sem nenhuma camada oculta quando representando modelos 

lineares. A escolha dos tipos de especialistas e rede gating (lineares ou não-lineares) 

foi feita via testes considerando as mesmas opções de número de neurônios feita para 

as redes MLPs de uma camada oculta, para representar os especialistas não-lineares, 

e redes sem neurônios ocultos para a representação dos especialistas lineares. Ao 

final, foram escolhidas as duas propostas com melhor desempenho (MHE-A e MHE-

B), cujo detalhamento é apresentado na Tabela 5.2. Nesta tabela, o formato da 

representação mostra o número de neurônios ocultos de cada especialista e rede 

gating, da seguinte forma: “(especialista1,especialista2)gating”. Caso o modelo seja 

puramente linear, então mostra-se L (de linear) em vez de valores numéricos. Por 

exemplo: para o problema Iris com MHE-A, a configuração é “(3,L)L” o que 

significa que o primeiro especialista é um modelo não-linear MLP com 3 neurônios 

ocultos, enquanto que o segundo especialista e a rede gating são modelos lineares. 
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 Para o modelo Cascade Correlation, a sua implementação se baseou no trabalho de 

FAHLMAN & LEBIERE (1990). O único parâmetro opcional que pode ser definido pelo 

usuário refere-se ao número de neurônios ocultos candidatos, a serem treinados e 

avaliados antes da inserção de um deles na rede, a cada iteração. Foi definido como 

10 o número de neurônios candidatos. 

O conjunto de dados disponível foi dividido de forma aleatória em 3 subconjuntos: 

treinamento (50% das amostras), validação (25% das amostras) e teste (25% das 

amostras). Uma vez definida cada partição das amostras nesses três subconjuntos, a 

mesma partição foi utilizada em todas as execuções de todos os modelos que fazem 

parte do estudo comparativo. 

Tabela 5.2 – Descrição das MLPs com duas camadas ocultas e das MHEs. 

   MLP2HL  &  
MHEs Two Spirals (2D) Two Donuts (3D) Three Spirals 

(3D) Iris Wine Breast Cancer 
Wisconsin Breast Tissue Wall-Following 

Robot Navigation

MLP2HL-A 6 - 6 6 - 6 4 - 4 2 - 2 2 - 2 1 - 1 3 - 3 5 - 5

MLP2HL-B 7 - 7 7 - 7 5 - 5 3 - 3 3 - 3 2 - 2 4 - 4 6 - 6

MHE-A (10,10)7 (6,6)6 (8,8)5 (3,L)L (L,L)L (L,L)L (L,L)L (11,L)L

MHE-B (11,11)7 (7,7)6 (9,9)5 (2,2)2 (2,L)L (L,L)2 (4,L)L (12,L)L

As Tabelas 5.3 e 5.4 apresentam os resultados numéricos em termos de taxa de classificação 

correta para os subconjuntos de Treinamento, Validação e Teste. A informação corresponde ao 

valor médio e desvio-padrão (média ± desvio-padrão), calculados após 30 execuções 

independentes de cada um dos modelos. 
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Tabela 5.3 – Taxas de classificação correta para os primeiros 4 problemas. 

Treinamento Validação Teste Treinamento Validação Teste Treinamento Validação Teste Treinamento Validação Teste

MLP 1hn 65,3±2,1 62,0±1,9 64,1±2,4 67,6±4,6 68,0±3,7 70,0±3,8 43,4±2,0 45,8±1,4 37,8±1,6 72,5±6,8 86,8±7,6 63,6±5,4
MLP 2hn 65,0±3,4 60,0±4,0 64,0±3,4 93,1±5,1 92,2±6,3 92,1±5,1 49,1±4,3 51,6±2,5 44,9±4,9 98,4±0,8 96,8±1,1 98,9±1,3
MLP 3hn 68,5±3,4 63,8±4,3 67,2±3,2 97,4±1,9 97,4±2,5 97,0±1,8 64,6±5,8 63,0±4,4 61,8±7,0 98,8±0,6 97,2±0,7 98,5±1,4
MLP 4hn 72,7±4,4 69,4±5,5 70,4±4,6 98,6±0,9 98,6±0,9 98,4±1,3 76,9±5,3 74,0±4,8 75,4±6,5 98,8±0,3 97,2±0,7 99,2±1,3
MLP 5hn 78,1±3,7 75,3±5,9 76,1±3,3 99,3±0,9 99,1±1,0 99,1±1,1 85,7±3,2 83,2±3,3 84,4±3,5 98,7±0,0 96,9±1,0 98,9±1,5
MLP 6hn 79,9±4,9 76,6±6,1 78,0±4,5 99,7±0,6 99,5±0,9 99,5±0,9 94,4±2,2 93,3±2,8 93,7±2,2 98,5±0,4 97,2±0,7 99,0±1,3
MLP 7hn 85,2±6,4 82,7±7,4 82,6±7,0 99,8±0,5 99,8±0,5 99,8±0,5 98,9±1,8 98,3±2,4 98,3±2,4 98,6±0,2 97,0±0,9 98,9±1,3
MLP 8hn 93,0±5,5 90,4±7,0 91,0±6,4 99,8±0,5 99,8±0,6 99,8±0,7 99,8±0,4 99,8±0,5 99,7±0,5 98,7±0,0 97,0±0,9 98,9±1,3
MLP 9hn 96,2±5,9 94,5±6,7 94,1±6,9 100 100 100 99,9±0,4 99,8±0,5 99,8±0,5 98,6±0,2 96,8±1,1 99,0±1,3

MLP 10hn 98,4±3,7 97,5±4,4 97,4±4,3 100 100 100 100 100 100 98,6±0,2 97,2±0,7 98,9±1,3
MLP 11hn 99,2±2,4 98,4±3,0 98,2±3,4 100 100 100 100 100 100 98,5±0,4 97,2±0,7 99,5±1,0
MLP 12hn 99,7±1,2 99,2±2,0 99,1±2,2 100 100 100 100 100 100 98,5±0,4 97,4±0,0 99,3±1,2
MLP 13hn 99,1±4,7 98,9±4,3 98,7±5,5 100 100 100 100 100 100 98,5±0,5 97,2±0,7 99,6±0,9
MLP 14hn 99,9±0,5 99,6±1,2 99,7±1,4 100 100 100 100 100 100 98,4±0,5 97,4±0,0 99,6±0,9
MLP 15hn 100 99,9±0,2 100 100 100 100 100 100 100 98,6±0,3 97,2±0,7 99,5±1,1

MLP2HL-A 100±0,1 99,8±0,4 99,7±0,8 99,8±0,4 99,4±0,9 99,5±0,7 98,2±1,8 97,6±2,5 97,2±2,4 98,5±0,5 96,4±1,3 98±1,4
MLP2HL-B 100±0 100±0,1 100±0,1 100±0 99,9±0,4 100±0,2 100±0,1 100±0,2 99,9±0,3 98,5±0,6 97±0,9 99,1±1,3

MHE-A 99,9±0,2 99,4±0,6 99,6±0,5 99,7±0,5 99,5±0,7 99,3±0,8 100 99,9±0,4 99,8±0,3 99,3±1,5 94,2±2,3 94,1±1,9
MHE-B 100 99,9±0,2 100 100 100 100 100 100 100 99,6±0,6 97,4±1,3 99,2±0,9

CasCorr 97,3±3,5 96,9±3,9 94,8±5,6 99,9±0,2 100 99,8±0,3 99,3±0,8 99,1±0,9 98,3±1,3 96,4±2 96,8±1,3 96±2

CoACFNNA 99,7±0,4 99,7±0,5 99,6±0,7 100 100 99,8±0,5 100 100 99,9±0,1 98,6±0,8 100 99,1±0,5

Modelos
Three Spirals (3D) IrisTwo Spirals (2D) Two Donuts (3D)
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Tabela 5.4 – Taxas de classificação correta para os 4 problemas restantes. 

Treinamento Validação Teste Treinamento Validação Teste Treinamento Validação Teste Treinamento Validação Teste

MLP 1hn 72,2±4,7 67,9±7,1 71,1±6,1 96,9±0,5 96,3±0,7 97,7±0,4 37,8±1,2 36,8±3,4 36,0±3,1 78,3±3,5 76,5±3,4 79,2±3,3
MLP 2hn 100 95,3±1,6 96,4±2,8 97,0±0,3 96,0±0,7 97,6±0,2 55,1±2,9 48,5±10,3 41,4±4,6 81,7±5,1 79,8±5,3 82,1±4,7
MLP 3hn 100 95,2±1,8 97,1±1,9 96,9±0,3 96,0±0,7 97,6±0,3 70,9±3,2 61,6±5,1 46,2±4,2 87,9±6,0 86,4±6,2 87,8±5,6
MLP 4hn 100 95,3±2,1 97,1±2,1 96,9±0,2 96,3±0,5 97,7±0,2 67,4±11,3 59,5±4,1 47,8±7,0 92,3±5,9 90,5±6,1 91,5±5,6
MLP 5hn 100 95,0±1,3 97,7±1,8 96,8±0,2 96,4±0,6 97,7±0,2 65,0±9,5 57,2±4,8 46,0±6,3 94,5±4,1 92,6±4,4 93,5±4,0
MLP 6hn 100 95,3±1,5 97,8±1,6 96,8±0,2 96,4±0,5 97,8±0,3 65,3±9,6 58,0±4,2 46,5±4,4 96,6±1,2 94,7±1,7 95,5±1,4
MLP 7hn 100 94,8±1,3 97,2±1,3 96,8±0,2 96,4±0,5 97,6±0,3 64,8±7,9 58,0±5,2 44,2±4,5 97,1±1,1 94,9±1,6 95,7±1,4
MLP 8hn 100 95,0±1,4 97,3±1,3 96,8±0,2 96,6±0,6 97,6±0,2 66,2±6,8 55,4±5,1 46,5±5,6 97,0±0,7 94,9±1,0 95,6±0,9
MLP 9hn 100 95,3±1,1 97,7±1,2 96,8±0,2 96,6±0,6 97,7±0,3 61,6±6,9 58,5±3,9 44,7±3,8 97,3±0,9 95,3±1,3 96,1±1,2

MLP 10hn 100 95,3±1,1 97,3±1,4 96,8±0,2 96,6±0,6 97,7±0,3 63,3±8,4 58,1±4,3 45,9±4,5 97,7±1,1 95,8±1,5 96,5±1,3
MLP 11hn 100 95,3±1,1 97,3±0,9 96,7±0,2 96,6±0,6 97,6±0,4 63,6±6,9 55,9±5,2 45,0±4,2 97,5±1,0 95,6±1,4 96,3±1,3
MLP 12hn 100 95,2±1,3 97,7±1,0 96,8±0,2 96,6±0,5 97,6±0,3 62,1±5,8 58,1±5,6 46,4±4,4 98,0±0,9 96,0±1,4 96,7±1,3
MLP 13hn 100 95,3±1,4 97,4±1,4 96,8±0,2 96,5±0,7 97,6±0,4 61,4±5,6 58,3±5,3 45,6±4,8 97,8±0,7 95,8±1,2 96,5±1,1
MLP 14hn 100 94,9±1,2 97,5±1,1 96,7±0,2 96,5±0,5 97,6±0,3 62,6±6,1 57,5±5,3 46,5±3,8 98,2±0,8 96,5±1,3 97,1±1,1
MLP 15hn 100 95,0±1,2 97,6±1,0 96,8±0,2 96,6±0,6 97,7±0,4 63,0±7,7 57,0±4,7 44,1±5,2 98,4±0,7 96,8±1,2 97,4±1,1

MLP2HL-A 100±0 94,4±2,5 97,1±1,8 96,7±0,4 96,9±1 98±0,6 63,5±9,3 56,9±8,9 45,5±4,5 95±8,2 94,1±8,8 94,9±7,8
MLP2HL-B 100±0,2 94,2±2,4 97,7±1,8 96,8±0,6 96,6±0,7 98±0,6 68±13,2 57,5±11 46,2±8,5 97,8±4,9 96,9±5,2 97,3±4,8

MHE-A 99,9±0,3 95,3±3 97±2 96,8±0,4 95±1,3 97,2±0,8 83,3±5,8 52,8±5,4 55,3±4,6 97,4±1,3 95,5±1,7 96,2±1,4
MHE-B 100 93,3±2,5 96,2±3,1 97±0,3 95,1±1,5 97,3±0,6 80,1±7,5 57,7±8,7 52,1±7,5 98±1,6 96,4±2,1 96,9±1,7

CasCorr 100±0,2 95±2,6 97,1±1,3 97,2±0,3 95,9±0,8 97,6±0,3 75,5±0 54,7±3,3 47,4±2,3 85,6±2,5 83,6±2,7 84,8±2,4

CoACFNNA 99,4±1,1 100 97,2±1,9 97±0,6 98,7±0,4 97,8±0,6 67,6±8,1 66,4±5,9 56,1±5,7 98,8±0,8 98,4±0,9 98,6±0,9

Breast Tissue Wall-following Robot NavigationWine Breast Cancer Wisconsin
Modelos

As Figuras 5.2 a 5.9, que são apresentadas a seguir, mostram informações gráficas em 

termos de arquiteturas das redes resultantes, tanto para o CasCorr como para o 

CoACFNNA. A informação em cada uma destas figuras está organizada da seguinte forma: 

 Na parte superior-esquerda, mostra-se a sequência inteira das ações executadas ao longo 

do processo construtivo (aprendizado) realizado pelo algoritmo proposto nesta tese, o 

CoACFNNA. No gráfico, no eixo das ordenadas, a curva de cor preta corresponde ao 

erro de aprendizado E, que é obtido após a execução de cada um dos procedimentos que 

compõem o algoritmo construtivo (segundo o diagrama de fluxo do algoritmo ilustrado 

na Figura 4.2). O sucesso de cada procedimento é mostrado no eixo das abscissas, onde 

as barras de cor vermelha e ciano representam a adição e eliminação de neurônios, 

respectivamente, e as barras de cor verde e azul indicam o número de conexões inseridas 

e eliminadas da rede, respectivamente. Repare que as conexões inseridas e removidas 

junto com a adição e remoção dos neurônios não são ilustradas. O tempo gasto por cada 
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um destes procedimentos é ilustrado com barras de cor dourado em posição oposta às 

outras barras; 

 Na parte superior-direita, mostra-se a arquitetura da rede neural resultante do 

CoACFNNA. As taxas de classificação correta também são apresentadas. Estas 

informações correspondem ao gráfico da parte da esquerda da figura e trata-se da 

proposta com maior taxa de classificação correta e com a arquitetura de maior 

parcimônia obtida dentre as 30 execuções do algoritmo; 

 Na parte inferior-esquerda, mostra-se uma rede resultante via o algoritmo CasCorr. Esta 

rede corresponde à melhor instância das 30 execuções para este modelo. As taxas de 

classificação correta associadas a esta rede também são apresentadas; 

 Na parte inferior-direita, mostra-se uma tabela reportando algumas estatísticas de 

interesse colhidas das 30 execuções dos modelos. A informação nela contida é a 

seguinte: valores de média e desvio-padrão do número de neurônios ocultos, o valor 

médio do número de conexões estabelecidas e o valor médio do tempo computacional 

(em segundos) demandado pelos modelos. 

Na Figura 5.2, para o problema Two Spirals 2D, no lado esquerdo da figura, observa-se 

que, junto com a adição do quinto neurônio na rede, o erro de treinamento E experimenta 

sua maior queda em valor e que, após a adição do sétimo neurônio, poucas melhorias foram 

registradas. O processo inteiro parou após todos os procedimentos mostrarem insucesso no 

mesmo ciclo, isto na iteração 30. Todos os modelos participantes deste estudo comparativo 

foram competentes para resolver o problema em pelo menos uma das 30 execuções. No 

entanto, em média, CasCorr apresentou o pior desempenho (segundo a Tabela 5.3). A 

partir da tabela de estatísticas da parte direita inferior da Figura 5.2, pode-se observar que a 

melhor MLP com uma camada oculta (MLP1HL) necessita de 15 neurônios ocultos para 

mostrar competitividade, a rede MLP com duas camadas ocultas (MLP2HL) necessita de 

um total de 14 neurônios (7 em cada camada oculta), o modelo de MHE necessita de um 

total de 29 neurônios (11 em cada especialista e 7 na rede gating). Já o modelo CasCorr 

precisa, em média, de 11,3 neurônios ocultos e 129 conexões. O CoACFNNA produziu as 

soluções com maior parcimônia, pois, em média, usou 6,9 neurônios e 51 conexões. 
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Estatísticas 

MODELOS N° NEURÔNIOS N° CONEXÕES TEMPO (S)

MLP 1HL 15 77 6,70
MLP 2HL 14 93 6,11

MHE 29 151 400,17
Cas-Corr 11,3±4,2 129 98,66

CoACFNNA 6,9±2 51 290,12  

Figura 5.2 – Melhores soluções do CoACFNNA e CasCorr para o problema Two Spirals 2D. 

Para o problema Two Donuts 3D, todos os modelos conseguem apresentar desempenhos 

similares (como mostrado na Tabela 5.3). Na Figura 5.3, a melhor MLP1HL requer 9 

neurônios ocultos, a MLP2HL precisa de um total de 14 neurônios (7 em cada camada 

oculta), o MHE utiliza um total de 20 neurônios (7 em cada especialista e 6 na rede gating), 

o CasCorr precisa, em média, 4,4 neurônios e as redes obtidas via CoACFNNA precisam 

de 5,9 neurônios, em média. Para este problema, o CasCorr produziu redes com maior 

parcimônia, seguido de perto pelas redes produzidas pelo CoACFNNA. 
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Rede resultante do CoACFNNA para Donuts
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Estatísticas 

MODELOS N° NEURÔNIOS N° CONEXÕES TEMPO (S)

MLP 1HL 9 56 2,60
MLP 2HL 14 100 1,69

MHE 20 126 39,57
Cas-Corr 4,4±2,3 44 29,92

CoACFNNA 5,9±1,1 50 128,98  

Figura 5.3 – Melhores soluções do CoACFNNA e CasCorr para o problema Two Donuts 3D. 

O problema Three Spirals 3D foi solucionado por todos os modelos em estudo, com uma 

pequena dificuldade para o CasCorr, como pode ser verificado na Tabela 5.3. No aspecto 

de parcimônia, pode-se apreciar (ver Figura 5.4) que a melhor configuração de MLP1HL 

utiliza 10 neurônios ocultos, a MLP2HL usa 5 neurônios em cada camada, totalizando 10 

neurônios, a MHE precisa de um total de 23 (9+9+5) neurônios. O CasCorr, desta vez, 

produziu as redes com menor parcimônia, já que, em média, usou 26 neurônios. O 

CoACFNNA liderou em termos de parcimônia, ao usar, em média, apenas 6,6 neurônios 

ocultos. No entanto, o número médio de conexões (70) é equivalente aquele obtido com as 

MLPs, pois são permitidas nas ACFNNs conexões diretas com os neurônios de saída, 

mesmo para neurônios que não fazem parte da última camada oculta, antes da camada de 

saída. 
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Procedimentos do CoACFNNA para Three Spirals
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Estatísticas 

MODELOS N° NEURÔNIOS N° CONEXÕES TEMPO (S)

MLP 1HL 10 73 8,10
MLP 2HL 10 68 23,66

MHE 23 164 271,77
Cas-Corr 26,6±9,3 579,3 182,04

CoACFNNA 6,6±1 70 476,49  

Figura 5.4 – Melhores soluções do CoACFNNA e CasCorr para o problema Three Spirals 3D. 

Para o problema Iris, somente o CasCorr, em média, não foi capaz de apresentar 

desempenho acima de 99% de classificação correta (como mostrado na Tabela 5.3), isso 

junto ao subconjunto de teste. No entanto, as redes do CasCorr e do CoACFNNA 

solicitaram os menores números de neurônios, como ilustrado na tabela da parte inferior 

direita da Figura 5.5. 
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Rede resultante do CoACFNNA para Iris
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Estatísticas 

MODELOS N° NEURÔNIOS N° CONEXÕES TEMPO (S)

MLP 1HL 4 35 0,20
MLP 2HL 6 39 0,41

MHE 6 54 5,69
Cas-Corr 2,7±1,3 39,36 3,92

CoACFNNA 2,4±1,1 30 25,20
 

Figura 5.5 – Melhores soluções do CoACFNNA e CasCorr para o problema Iris. 

A Figura 5.6 apresenta resultados para o problema Wine. A melhor configuração de 

MLP1HL precisa de 6 neurônios ocultos para alcançar desempenho competitivo no 

subconjunto de teste, enquanto que a MLP2HL precisa de um total de 4 neurônios (dois em 

cada camada oculta). Já a MHE não precisa de modelos não-lineares, pois tanto as duas 

redes especialistas quanto a gating foram modelos lineares. O CasCorr precisa, em média, 

de 2,8 neurônios e o CoACFNNA requer, em média, 2,3 neurônios. Este problema ajuda a 

exemplificar, na prática, a capacidade intrínseca do CoACFNNA de realizar implicitamente 

a tarefa de seleção de variáveis, já que a rede resultante desconsiderou 3 das 13 variáveis 

de entrada do problema, sendo elas x3, x8 e x9 (como ilustrado na parte superior-direita da 

Figura 5.6). 
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Estatísticas 

MODELOS N° NEURÔNIOS N° CONEXÕES TEMPO (S)

MLP 1HL 6 37 0,10
MLP 2HL 4 43 0,31

MHE 0 112 0,64
Cas-Corr 2,8±2,1 93,56 13,01

CoACFNNA 2,3±0,7 62 37,76  

Figura 5.6 – Melhores soluções do CoACFNNA e CasCorr para o problema Wine. 

A Figura 5.7 mostra os resultados para o problema Breast Cancer Wisconsin. Aqui, 

pode-se dizer que, em média, todos os modelos conseguem desempenhos parecidos, com 

uma pequena vantagem no subconjunto de teste para a MLP2HL, a qual precisa de 2 

neurônios ocultos (um neurônio em cada camada). A melhor MLP1HL usa 8 neurônios, 

enquanto que a MHE utiliza os dois especialistas lineares e a rede gating com 2 neurônios 

ocultos. O CasCorr, em média, emprega 3,7 neurônios, e o CoACFNNA produz redes que, 

em média, requerem 1,7 neurônios ocultos. A rede neural produzida pelo CoACFNNA, 

ilustrada na Figura 5.7, desconsiderou a entrada x5 do problema. 
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Rede resultante do CoACFNNA para Breast Cancer Wisconsin
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Estatísticas 

MODELOS N° NEURÔNIOS N° CONEXÕES TEMPO (S)

MLP 1HL 8 98 1,70
MLP 2HL 2 16 0,63

MHE 2 66 4,67
Cas-Corr 3,7±1 69,4 36,52

CoACFNNA 1,7±0,7 29 135,08
 

Figura 5.7 – Melhores soluções do CoACFNNA e CasCorr para o problema Breast Cancer Wisconsin. 

Para o problema Breast Tissue, o desempenho médio do CoACFNNA é superior ao 

produzido pelos outros modelos (como indicado na Tabela 5.4), sempre considerando o 

subconjunto de teste. O número médio de neurônios ocultos foi 5,2 (ver Figura 5.8). O 

CasCorr usa menos neurônios, em média 0,6, mas seu desempenho é bem inferior ao dos 

outros modelos. Por ser o problema de classificação mais desafiador, foi aqui que o 

CoACFNNA apresentou a maior variabilidade nos resultados, embora em níveis 

compatíveis ao obtido pelos demais modelos de bom desempenho (ver Tabela 5.4). 
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Rede resultante do CoACFNNA para Breast Tissue
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Rede Cascade-Correlation: Treinamento 76% - Validação 59% - Teste 50% 

 

 
 
 
 
 
  

 
 
 
 
 
  

 
 
 
 
 
  

 
 
 
 
 
  

 
 
 
 
 
  

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

Estatísticas 

MODELOS N° NEURÔNIOS N° CONEXÕES TEMPO (S)

MLP 1HL 3 45 0,70
MLP 2HL 8 78 3,56

MHE 4 114 27,16
Cas-Corr 0,6±0,8 50,4 1,99

CoACFNNA 5,2±1,2 45 315,65  

Figura 5.8 – Melhores soluções do CoACFNNA e CasCorr para o problema Breast Tissue. 

Por último, quanto aos resultados para o problema Wall-following Robot Navigation, o 

desempenho do CoACFNNA é superior ao produzido pelos demais modelos. O CasCorr 

apresenta dificuldades junto a este problema, tanto em termos de parcimônia como de taxa 

de classificação correta. A parcimônia das redes produzidas pelo CoACFNNA é muito 

superior à obtida com os demais modelos, precisando, em média, apenas de 4,3 neurônios 

ocultos. Já o CasCorr usa, em média, 23 neurônios, o MLP1HL usa 15, o MLP2HL usa 12 

ao todo, e a MHE precisa de um total de 12 neurônios. A Figura 5.9 ilustra estes resultados 

e mostra uma instância de rede com apenas 4 neurônios ocultos e com 100% de acerto junto 

aos 3 subconjuntos de dados, tendo sido descartada a variável de entrada x3. 
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Rede resultante do CoACFNNA para Wall-Following Robot Navigation
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Estatísticas 

MODELOS N° NEURÔNIOS N° CONEXÕES TEMPO (S)

MLP 1HL 15 139 10,90
MLP 2HL 12 100 18,25

MHE 12 142 319,5
Cas-Corr 23,5±9,6 541,86 279,58

CoACFNNA 4,3±1 56 558,35  

Figura 5.9 – Melhores soluções do CoACFNNA e CasCorr para o problema Wall-following Robot Navigation. 

A seguir, apresentam-se resultados de simulações realizadas visando acompanhar a 

influência do parâmetro SEr_max, entendido como a taxa inicial máxima de relaxação do 

erro (descrito na seção 4.2.8). Foram considerados os seguintes valores para este parâmetro: 

1,00; 1,05; 1,10; 1,15; 1,20; 1,25 e 1,30. Para cada um destes valores, foram realizadas 30 

execuções do CoACFNNA, junto aos problemas Wine e Two Spirals. Os resultados são 

ilustrados nas Figuras 5.10 e 5.11. No gráfico da esquerda de cada figura, apresentam-se as 

taxas médias de classificação correta para os subconjuntos de treinamento, validação e 

teste. No gráfico do meio da figura, os valores médios do número de neurônios e de 

conexões. E no gráfico à direita, os valores médios do tempo computacional, número de 

iterações para atingir o erro mínimo e as iterações totais utilizadas. 

Analisando os resultados para o problema Wine da Figura 5.10, observa-se que valores 

altos para SEr_max tendem a elevar o número de neurônios e conexões das soluções 
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produzidas. O tempo computacional e o número de iterações do algoritmo também, em 

média, sofrem incremento, comprometendo a parcimônia das soluções. Já o desempenho, 

em termos de taxa de classificação correta, manteve-se, em média, estável a partir de 

SEr_max = 1,10. 
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Figura 5.10 – Análise de sensibilidade para o SEr_max do CoACFNNA no problema Wine. 

Para o problema Two Spirals, conforme apresentado na Figura 5.11, observa-se que, 

quando o mecanismo de relaxação do erro é anulado (SEr_max = 1,0), as redes 

experimentaram, em média, desempenhos inferiores. As taxas de classificação correta 

sofreram melhora considerável ao usar valores de SEr_max a partir de 1,05, e à medida que 

se incrementa este valor incrementaram-se também o número de neurônios, conexões, 

tempo e iterações, embora o número de neurônios e conexões tenha exibido um 

comportamento de saturação em seu crescimento. 
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Figura 5.11 – Análise de sensibilidade para o SEr_max do CoACFNNA no problema Two Spirals. 



 147

5.2.2. Segundo estudo de caso: CoACFNNA versus EPNet 

Visto que os experimentos comparativos da seção anterior não incluíam modelos com 

capacidade de produzir redes neurais com arquiteturas arbitrárias, do tipo ACFNN, a 

presente seção visa complementar estes estudos. O CoACFNNA é comparado aqui com o 

EPNet, que é um algoritmo bem conhecido, referenciado na literatura e que também 

produz redes do tipo ACFNN, mas via computação evolutiva. As principais características 

do algoritmo EPNet foram detalhadas no Capítulo 3, seção 3.3. 

No trabalho de YAO & LIU (1997), o EPNet foi testado em vários problemas, dentre os 

quais foram escolhidos os quatro problemas reais de classificação adotados pelos autores. 

Estes problemas pertencem ao UCI Machine Learning Repository e referem-se à área de 

saúde. São eles: Breast Cancer, Diabetes, Heart Disease e Thyroid. 

Visando realizar uma comparação com as mesmas condições referente à divisão dos 

conjuntos de dados (treinamento, validação e teste), a separação destes subconjuntos foi 

realizada da mesma forma adotada pelos autores do EPNet. Isto foi possível porque os 

autores forneceram esta informação. Consequentemente, os resultados obtidos via o 

CoACFNNA foram comparados com os resultados publicados pelos autores do EPNet. 

A Tabela 5.5 apresenta os resultados obtidos pelo EPNet, extraídos das Tabelas VI e VII 

de YAO & LIU (1997), seguido dos resultados obtidos via o CoACFNNA. Em ambos os 

casos, realizaram-se 30 execuções para gerar valores estatísticos de média e desvio-padrão 

das seguintes medidas: taxas de classificação correta para os subconjuntos de treinamento, 

validação e teste, números de neurônios ocultos e conexões utilizadas (incluem os valores 

mínimos e máximos). Uma vez que ambas as metodologias produzem redes do tipo 

ACFNN, estes valores permitem ter um maior alcance do grau de parcimônia que cada 

proposta pode oferecer. 

Analisando os resultados (ver Tabela 5.5), pode-se notar a superioridade das redes 

produzidas pelo CoACFNNA, em especial nos três últimos problemas, sendo que para o 

primeiro problema (Breast Cancer) os desempenhos podem ser considerados equivalentes, 

tanto em termos de taxa de acerto quanto no tocante à parcimônia das redes produzidas. 
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Para os outros três problemas, Diabetes, Heart Disease e Thyroid, as redes do CoACFNNA 

apresentam melhores taxas de acerto e com graus de parcimônia superiores. Por exemplo, 

fazendo uma análise do número de conexões para os problemas de Diabetes e Heart 

Disease, as redes do CoACFNNA requerem em média um número de conexões próximo da 

metade das requeridas pelas redes do EPNet, sendo que para o problema Thyroid esta 

diferença mostrou-se maior ainda, quase a terça parte do requerido pelo EPNet (219 

conexões do EPNet perante a 75 do CoACFNNA). 

Um aspecto que vale mencionar, nesta parte da análise dos resultados, está relacionado 

com uma etapa de refinamento adicional que os autores do EPNet efetuaram após a 

evolução da rede tomada como solução. Aqui, antes de calcular o desempenho no 

subconjunto de teste, os autores combinaram os subconjuntos de treinamento e validação 

para um ajuste final dos pesos sinápticos via os algoritmos MBP (modified 

backpropagation) e SA (simulated annealing). 
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Tabela 5.5 – Resultados numéricos comparativos entre o CoACFNNA e o EPNet. 

Estatísticas Treinamento Validação Teste No. Neuroniôs No. Conexões Treinamento Validação Teste No. Neuroniôs No. Conexões

MEAN±STD 96,23±0,69 99,41±0,24 98,62±0,94 2±1,1 41±14,7 75,95±0,01 81,15±0,01 77,62±0,01 3,4±1,3 52,3±16,1
MIN 95,42 98,86 96,00 0 15 73,96 79,69 75,00 1 27
MAX 98,28 100,00 100,00 5 84 78,13 83,33 80,73 6 87

MEAN±STD 96,09±0,63 98,87±0,4 98,92±0,27 2,5±0,8 40,9±11,4 76,14±1,08 81,56±0,87 79,13±1,33 2,2±0,6 34,3±7,0
MIN 94,74 98,25 98,24 1 22 74,22 80,21 76,56 1 18
MAX 97,08 99,42 99,41 4 63 78,39 83,85 81,77 4 50

MEAN±STD 86,37±1,52 82,7±2 83,24±2,03 4,1±2,1 92,6±40,8 99,18±0,15 98,83±0,24 97,89±0,22 5,9±2,4 219,6±74,4
MIN 83,58 79,41 80,88 1 34 98,85 98,25 97,38 3 128
MAX 90,30 86,77 86,77 10 213 99,48 99,36 98,37 12 417

MEAN±STD 84,54±2,49 90,99±1,39 85,30±3,16 2,4±0,7 50,2±13,6 99,26±0,15 99,09±0,17 98,42±0,15 2,5±1 75,1±27,8
MIN 79,59 89,19 78,08 2 34 98,89 98,81 97,93 1 28
MAX 91,16 94,59 90,41 5 91 99,56 99,36 98,66 6 148

CoACFNNA

EPNet

CoACFNNA

Modelos
Breast Cancer Diabetes

Heart Disease Thyroid

EPNet

A Figura 5.12 ilustra as melhores redes em termos de parcimônia produzidas pelo 

CoACFNNA para cada um dos quatro problemas utilizados neste estudo comparativo. Vale 

destacar que, nos quatro casos, a seleção de variáveis de entrada esteve presente, sendo que 

para o problema Thyroid, 5 das 21 variáveis de entrada foram desconsideradas pela rede 

resultante, que possui apenas 1 neurônio oculto e 28 conexões, e com melhor taxa de acerto 

que qualquer das 30 produzidas pelo EPNet, em que as redes com maior parcimônia 

utilizaram 3 neurônios (analisando unicamente pelo número de neurônios ocultos) e 128 

conexões (analisando unicamente pelo número de conexões). 
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Breast Cancer (Treinamento 95.6% - Validação 98.2% - Teste 98.8%) 

 

 
 

 

 
 
  

 

 
  

 

 
 

 
 

 
 

 

Diabetes (Treinamento 75% - Validação 81.3% - Teste 79.7%) 

 
 

 

 
 

 

 

 
  

  

 

 
 

 

Heart Disease (Treinamento 80.3% - Validação 90.5% - Teste 80.8%) 

 

 

  

  

 

  

 

 
 

 
 

  

 

  

 

  

 
 

 
 

 

 

  
  

 

Thyroid (Treinamento 99.4% – Validação 99.2% – Teste 98.5%) 

    

 

   

 

    

 

 

  

  

  

  

  

 

Figura 5.12 – As redes com maior parcimônia produzidas pelo CoACFNNA. 

5.2.3. Problemas com grande quantidade de amostras 

Com o propósito de observar o impacto em termos de tempo computacional, conforme 

se aumenta o número de amostras, foram considerados dois problemas com uma quantidade 

de amostras bem maior que aquele encontrado junto aos problemas já trabalhados nas 

seções anteriores. Estes problemas foram extraídos do UCI Machine Learning Repository. 

A descrição dos problemas e os resultados são apresentados a seguir. 

Problema do MAGIC Gamma Telescope: Problema da área da física com dados gerados 

por um programa baseado no método de Monte Carlo para simular o registro de alta energia 

de partículas gamma na atmosfera da base terrestre do telescópio gamma Cherenkov, 

usando técnicas de tratamento de imagens. Os dados possuem 19020 amostras e duas 

classes. A primeira classe possui 12332 amostras e corresponde ao sinal Gamma e a outra 

classe possui 6688 e representa a Hadron (background). O número de variáveis de entrada 
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(atributos) é de 10. A melhor rede obtida pelo CoACFNNA, depois de 10 execuções do 

algoritmo, tem a seguinte configuração: 5 neurônios ocultos em três camadas ocultas, 85 

conexões e requereu, em média, 9,44 minutos para realizar todos os procedimentos 

construtivos. A Figura 5.13 ilustra todo o procedimento de construção para esta rede. Note 

que, dessa vez, a unidade de tempo é minutos (barras de cor dourada representando o tempo 

gasto em cada procedimento). As taxas de classificação correta foram de 88,22%, 87,19% e 

86,92% para os subconjuntos de treinamento, validação e teste, respectivamente. O modelo 

MLP precisou pelo menos de 9 neurônios ocultos para obter um desempenho similar e o 

CasCorr alcançou uma taxa de acerto máxima de 79,81% junto ao subconjunto de teste, 

utilizando 6 neurônios ocultos. 

Rede resultante do CoACFNNA para MAGIC Gamma Telescope
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Figura 5.13 – A melhor rede do CoACFNNA para o problema MAGIC Gamma Telescope. 

Problema do StatLog–Shuttle: Este problema também é de natureza física e possui 58000 

amostras, 9 variáveis de entrada e 7 classes. Aproximadamente 80% das amostras 

pertencem à classe 1. Os restantes 20% das amostras contêm as outras 6 classes. Com isso, 

classificar todas as amostras como pertencentes à classe predominante já produziria uma 

taxa de acerto em torno de 80%. De acordo com os provedores dos dados, o objetivo é 

obter um classificador com taxa de acerto de 99% a 99,9%. A melhor rede produzida pelo 
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CoACFNNA, após 10 execuções, possui as seguinte características: 8 neurônios ocultos 

dispostos em 3 camadas, 160 conexões e requereu 99,37 minutos (ver Figura 5.14). As 

taxas de classificação correta foram de 99,72%, 99,75% e 99,73%, para os subconjuntos de 

treinamento, validação e teste, respectivamente. O modelo MLP precisou pelo menos 14 

neurônios para igualar este desempenho, enquanto que o CasCorr convergiu para 6 

neurônios e uma taxa de acerto de apenas 93,27% junto ao subconjunto de teste. 

Rede resultante do CoACFNNA para StatLog-Shuttle
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Figura 5.14 – A melhor rede do CoACFNNA para o problema Statlog-Shuttle. 

5.3 Problema de redução de dimensão 

Esta seção tem como objetivo descrever modificações realizadas no algoritmo padrão do 

CoACFNNA visando a sua aplicação junto a problemas de redução de dimensão. 

Na grande maioria de vezes, e principalmente ao lidar com problemas do mundo real, 

surge a necessidade de reduzir a dimensão em que se encontra um determinado conjunto de 

dados. Esta necessidade pode estar associada a demandas de visualização dos dados ou à 

expectativa de melhora do desempenho de certos algoritmos que executam tarefas de 
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reconhecimento de padrões e regressão de dados, por exemplo. A redução da dimensão é 

justificada nos seguintes termos: 

 Do ponto de vista de visualização dos dados, em dimensões compatíveis com a 

capacidade de percepção do ser humano, por exemplo, em 2D ou 3D, a redução de 

dimensão permitiria coletar informações a priori (com um certo grau de aproximação) 

da estimativa da distribuição dos dados no espaço real. Essas informações poderiam 

alimentar processos de tomada de decisão em: (i) Agrupamento de dados, na estimativa 

do número de grupos existentes, da densidade e da forma dos grupos; (ii) Classificação 

de padrões, ao promover uma aproximação da real distribuição das classes, ao permitir 

averiguar a existência de sobreposição de classes e ao possibilitar uma análise de 

separabilidade linear das amostras. O sucesso desta etapa poderia influenciar na 

escolha dos algoritmos de agrupamento e classificação, assim como na definição de 

seus parâmetros. 

 Do ponto de vista de redução da dimensão, onde o objetivo não é necessariamente 

poder visualizar os dados em 2D ou 3D e sim reduzi-los a uma dimensão que beneficie 

o desempenho de algoritmos de aprendizado de máquina, seja em termos de acurácia 

ou de custo computacional. Dependendo do algoritmo de redução de dimensão dos 

dados, se for um que combina os atributos originais, então está-se tratando de Extração  

de Características (Feature Extraction), onde um novo conjunto de dados (de 

preferência com menor dimensão) é gerado a partir dos dados originais. Por outra 

parte, se a redução da dimensão é feita apenas pela seleção (filtro) dos atributos mais 

informativos, então está-se tratando de Seleção de Variáveis (Variable Selection 

(GUYON & ELISSEEFF, 2003)). 

5.3.1 Algoritmos de redução de dimensão 

Dependendo da forma como os algoritmos conduzem o processo de redução de 

dimensão, eles podem ser classificados como lineares ou não-lineares. Dentre os algoritmos 
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lineares mais conhecidos na literatura tem-se: PCA – Principal component analysis 

(DEMARTINES & HÉRAULT, 1995), ICA – Independent component analysis (JUTTEN & 

HÉRAULT, 1991; COMON, 1994), SVD – Singular value decomposition (LEE & VERLEYSEN, 

2007). 

Em relação a algoritmos não-lineares, são muitas as propostas na literatura, e eles são 

ajustados de forma a aprender um modelo interno com dimensão de saída menor do que 

aquela exibida pelo conjunto original de dados. Dentre os algoritmos mais conhecidos, 

pode-se citar Sammon’s Mapping (SAMMON, 1969) como o primeiro proposto na literatura, 

ainda utilizado e que serve de base para novas propostas; CCA – Curvilinear Component 

Analysis (DEMARTINES & HÉRAULT, 1995); nonlinear PCA (KRAMER, 1991; SCHOLZ et al., 

2005), que é o nome comumente utilizado para quando se emprega uma rede neural MLP 

com, no mínimo, três camadas ocultas, sendo que a nova dimensão é extraída das saídas 

dos neurônios especificados para compor a camada oculta central da rede. Neste caso, a 

saída desejada da rede é dada pelos sinais de entrada. As funções de ativação dos neurônios 

da camada oculta da nova dimensão e da camada de saída podem ser lineares ou não-

lineares (KRAMER, 1991) e as funções de ativação para os outros neurônios ocultos são não-

lineares. A Figura 5.15 ilustra um exemplo de arquitetura de rede nonlinear PCA. 
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Figura 5.15 – Exemplo do nonlinear PCA via uma RNA MLP com 3 camadas ocultas. 

Se todos os neurônios da rede neural da Figura 5.15 tiverem função de ativação linear, o 

ajuste dos pesos vai reproduzir na camada oculta 2 os componentes principais do PCA 
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linear. Esta é uma justificativa para a denominação de nonlinear PCA para o que é feito 

pela rede neural da Figura 5.15. 

5.3.2 Modificações no algoritmo padrão CoACFNNA 

A motivação para modificar o CoACFNNA padrão e permitir seu uso em problemas de 

redução de dimensão está nos benefícios do aprendizado construtivo, o qual tende a 

oferecer redes neurais parcimoniosas e melhor adaptadas aos requerimentos do problema, 

pontos que foram verificados nas simulações envolvendo problemas de regressão e 

classificação de dados. Um exemplo didático do que seria uma rede PCA-não-linear-

ACFNN é mostrado na Figura 5.16. 
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Figura 5.16 – Exemplo didático de PCA não-linear via uma rede do tipo ACFNN. 

As considerações e modificações feitas nos procedimentos do algoritmo padrão 

CoACFNNA (apresentado no Capítulo 4) são descritas a seguir. 

Neste caso, considera-se como rede vazia a arquitetura com apenas 

neurônios nas camadas de entrada, de saída e na camada da nova dimensão 

(ver Figura 5.16). O número de neurônios da camada da nova dimensão é definido pelo 

usuário. Nenhuma conexão é estabelecida neste primeiro procedimento. 

De forma análoga ao procedimento padrão do CoACFNNA, calcula-se o 
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NMI (segundo equação 4.7) para cada neurônio da camada de entrada. Em seguida, cada 

neurônio da camada da nova dimensão é conectado com o neurônio de entrada com maior 

NMI e com todos os neurônios da camada de saída. Finalmente, a rede é treinada. 

A modificação a ser realizada neste procedimento está associada 

unicamente à eliminação, da lista de conexões candidatas a serem inseridas 

(ver Figura 4.4), daquelas conexões que unem, de forma direta, qualquer par de neurônios 

antes e depois da camada da nova dimensão. 

Seguindo as ideias do procedimento padrão do CoACFNNA (ver Figura 4.5), 

se tentará inserir um neurônio antes e depois da camada da nova dimensão. Se 

for antes, pode contemplar os casos de incrementar cada camada de neurônios ocultos já 

existente ou criar uma nova camada antes da camada da nova dimensão. Se for depois, 

também se tentará incrementar cada camada oculta já existente ou criar uma nova camada 

antes da camada de saída. O caso que apresentar maior melhora na redução do erro será 

finalmente estabelecido. Em relação às conexões de entrada/saída deste novo neurônio, 

foram adotadas as seguintes considerações:  

A principal modificação realizada neste procedimento consiste em retirar da 

lista de conexões candidatas a serem eliminadas (ver Figura 4.6) aquelas 

conexões que levam ao caso de desconectar alguns dos neurônios da camada da nova 

dimensão (sem conexão de entrada ou saída). 

De forma análoga à eliminação de conexões, neste procedimento deve-se 

cuidar para não eliminar neurônios pertencentes à camada da nova dimensão. 

Em consequência, todos estes neurônios devem ser retirados da lista de neurônios a 

eliminar, como mostrado na Figura 4.7 para o caso do algoritmo CoACFNNA padrão. 

5.3.3 Problemas de teste para redução de dimensão 

Para testar o CoACFNNA em problemas de redução de dimensão, foram considerados 

os primeiros oito problemas das simulações envolvendo classificação de dados (ver Tabela 
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Eliminação de 1 
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5.1 e Figura 5.1). O objetivo para estes experimentos é de reduzir a dimensão de entrada 

destes problemas para apenas duas dimensões (2D), com exceção do problema Two Spirals 

que será reduzido para uma dimensão, dado que sua dimensão original já é 2. 

No CoACFNN, o parâmetro a ser definido pelo usuário, o SEr_max, foi inicializado em 

1,05 para todos os problemas envolvendo redução de dimensão. Por outra parte, em relação 

à divisão dos conjuntos de treinamento, visto que os outros 3 algoritmos trabalham com o 

total de amostras, se optou por usar o total de amostras para compor o subconjunto de 

treinamento. O subconjunto de validação foi gerado a partir da inserção de ruído de até 

20% sobre o total de amostras, visando evitar o sobre-ajuste (over-training). 

Para o algoritmo de Sammon, foi estabelecido 25000 como o número máximo de 

iterações e parada antecipada se o erro variar abaixo de 1e-9, de uma iteração para outra. O 

número máximo de iterações para o CCA foi estabelecido em 500. Todas as simulações 

computacionais destes problemas foram realizadas num notebook com CPU Intel CORE i7 

Q740 de 1,73Ghz e 4Gb de memória RAM, sendo que os algoritmos foram implementados 

em Matlab e fazem parte do toolbox SOM (http://www.cis.hut.fi/somtoolbox/). 

As Figuras 5.18 a 5.24 apresentam os resultados de redução de dimensão para os 

problemas acima mencionados, utilizando: a nova versão de CoACFNNA, PCA, Sammon e 

CCA. Em cada figura, no gráfico do lado superior mostram-se as iterações (procedimentos) 

do algoritmo junto ao erro de aprendizado, seguindo o mesmo padrão adotado junto aos 

problemas de classificação de dados. Na parte superior-direita, mostra-se a rede do tipo 

ACFNN gerada e, na parte inferior da figura, a visualização das amostras na nova dimensão 

(2D) com cores representando cada classe: da esquerda para a direita, tem-se CoACFNNA, 

PCA, Sammon e CCA. Os tempos computacionais (em minutos) também são mostrados 

nos títulos de cada um destes gráficos. Para os resultados em 2D gerados pelo 

CoACFNNA, mostram-se também no título dos gráficos o MSE (mean square error) 

calculado a partir da saída desejada (os próprios dados de entrada) e a saída da rede gerada. 

Este cálculo não é possível obter a partir dos resultados dos outros algoritmos, já que eles 
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seguem outras diretivas para obter a redução de dimensão. A seta na figura da rede 

resultante indica a camada da nova dimensão. 

Por outra parte, visando avaliar os resultados de uma forma quantitativa, optou-se por 

calcular um índice de erro de aproximação EA a partir das amostras na dimensão original e 

das amostras na dimensão reduzida. A partir de cada um destes conjuntos de amostras, 

calculam-se as matrizes de distâncias euclidianas ponto a ponto: M e m, respectivamente, 

normalizam-se ambas as matrizes numa mesma faixa de valores ([0 1]) e, em seguida, 

calcula-se o somatório dos erros quadráticos dos elementos da triangular superior, como 

indicado na Figura 5.17. Um cenário ideal seria aquele em que as amostras mantêm todas 

as suas distâncias (ponto a ponto) proporcionalmente iguais, tanto na dimensão real quanto 

na reduzida, resultando num EA nulo. 

A seguir, a Tabela 5.6 mostra os erros de aproximação obtidos em cada caso. 

N
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Figura 5.17 –  Cálculo do erro de aproximação EA. 
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Tabela 5.6 – Erro de aproximação quantitativo para os problemas de redução de dimensão. 

Problemas fator CoACFNNA PCA Sammon CCA

   Two Spirals 2D 1,00E+04 2,1818  4,7919  4,7041  4,6949

   Two Donuts 3D 1,00E+04 3,7693 5,6323 5,6763 5,5474

   Three Spirals 3D 1,00E+05 0,7914 1,5102 1,6044 1,3965

   Iris 1 159,4570 177,5955 36,9208 32,4161

   Wine 1,00E+03 0,8521 1,5608 1,5237 1,5182

   Breast Cancer Wisconsin 1,00E+03 7,4894 8,6025 1,1916 3,5375

   Breast Tissue 1 103,1348 251,7770 348,3174 370,6843

   Wall-following Robot Navigation 1,00E+05 1,1760 0,9935 0,4889 0,5144  

O índice de erro de aproximação mostra que em 5 dos 8 problemas o CoACFNNA 

produziu redes do tipo ACFNNs que reduziram a dimensão dos dados gerando um EA 

menor do que aquele produzido pelos outros algoritmos. O algoritmo Sammon obteve o 

melhor índice em 2 casos e o CCA em 1 caso. Já o algoritmo PCA foi inferior a pelo menos 

um dos seus concorrentes em todos os casos. 

A seguir, exibem-se os resultados para análise visual junto a cada um dos problemas 

considerados. 

 Two Spirals: Com resultados mostrados na Figuras 5.18, ao reduzir sua dimensão para 

1, nenhum dos algoritmos conseguiu isolar as classes. O CoACFNNA mostra dois 

grupos com amostras de ambas as classes em ambos os grupos e um MSE de 0,0073 e 

demorou 0,62 minutos. O algoritmo mais rápido foi o PCA com 0,02 minutos e o mais 

demorado o CCA, com 1,36 minutos. A rede gerada pelo CoACFNNA usou 4 

neurônios ocultos antes da camada da nova dimensão e 1 neurônio oculto após esta 

camada. 
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 Two Donuts: O CoACFNNA gerou uma rede (ver Figura 5.19) sem nenhum neurônio 

oculto antes da camada da nova dimensão e três neurônios após ela, com MSE de 

0,0014 em 0,24 minutos e cujas amostras visualizadas em 2D mostram-se mais 

descritivas da distribuição dos dados na dimensão original 3D (ver Figura 5.1). PCA e 

Sammon também mostram representações descritivas próximas do original: duas 

circunferências que se cruzam. Já o CCA mostra as classes em forma de “C”, 

descrevendo com menor fidelidade as classes originais. 
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Figura 5.18 –  Redução de 2D para 1D do problema Two Spirals. 
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Figura 5.19 –  Redução de 3D para 2D do problema Donuts. 

 Three Spirals: Para este experimento, a rede produzida pelo CoACFNNA possui 

unicamente dois neurônios ocultos após a camada da nova dimensão, o MSE foi de 

0,0245 e demorou 1,07 minutos. O resultado visual na nova dimensão (2D) é mais 

representativo do que os produzidos pelos outros algoritmos (como mostrado na Figura 

5.20). O CCA foi o mais demorado com 5,99 minutos, seguido do Sammon com 2,95 

minutos. O mais rápido foi o PCA, com 0,2 minutos. 
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 Iris: Todos os algoritmos mostraram em 2 dimensões resultados semelhantes para este 

problema, cuja dimensão original é 4, como mostrado na Figura 5.21. Neste problema, 

o CoACFNNA demorou mais que os outros competidores, com 1,29 minutos, utilizou 

2 e 4 neurônios ocultos antes e depois da camada da nova dimensão, respectivamente, e 

o MSE foi de 0,0217. 
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Figura 5.20 –  Redução de 13 para 2 dimensões do problema Three Spirals. 
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 Wine: Ao visualizar os resultados para este problema (Figura 5.22) pode-se notar que 

os algoritmos Sammon e CCA não conseguiram mostrar uma boa visualização dos 

dados em duas dimensões, pois ambos representaram os dados quase que formando 

uma linha de pontos. O desafio de reduzir o problema de 13 dimensões para 2 

dimensões pode explicar este fato. O PCA e o CoACFNNA representam melhor os 

dados. No entanto, vale notar que o CoACFNNA mostra as classes com amostras em 

azul distante da classe com amostras em preto, colocando a classe em vermelho no 

meio das outras duas. Já os outros três algoritmos mostram as três classes sobrepostas e 

com a classe em preto no meio das outras duas classes. A rede ACFNN produzida 

possui 6 e 3 neurônios ocultos antes e depois da camada da nova dimensão, 

respectivamente, MSE de 1092,64 e demorou 5,48 minutos. Os outros algoritmos 

envolveram tempo computacional significativamente menor. 
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Figura 5.21 – Redução de 4D para 2D do problema Iris. 
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 Breast Cancer Wisconsin: Este problema é também desafiador por envolver uma 

redução de dimensão de 9 para 2. Os resultados são mostrados na Figura 5.23. Todos 

os algoritmos representaram a classe em azul mais densa e a classe em vermelho mais 

dispersa. PCA, Sammon e CCA representaram as duas classes com distribuições de 

formas arredondadas, sendo que o PCA mostrou maior sobreposição entre as duas 

classes. A rede produzida pelo CoACFNNA escalou 1 e 2 neurônios ocultos antes e 

depois da camada da nova dimensão, MSE de 1,69 e demandou maior tempo que os 

outros algoritmos, com 1,44 minutos. 
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Figura 5.22 –  Redução de 13D para 2D do problema Wine. 
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Figura 5.23 –  Redução de 9D para 2D do problema Breast Cancer Wisconsin. 

 Breast Tissue: Este problema já gerou uma série de dificuldades para os modelos 

classificadores e mostra também desafiador na redução da dimensão original 6 para 2. 

Aqui tem-se 6 classes e apenas 106 amostras. A Figura 5.24 mostra os resultados da 

redução de dimensão e apenas na representação obtida via o CoACFNNA consegue-se 

visualizar as 6 cores de amostras correspondentes às 6 classes do problema. Nos outros 

3 algoritmos, ocorre forte sobreposição, sendo o pior caso o resultado do algoritmo de 

Sammon. A rede ACFNN produzida conta com 2 e 4 neurônios antes e depois da 

camada da nova dimensão, MSE de 1.535.410,15 e demandou 2,58 minutos. 
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 Wall-following Robot Navigation: As informações visuais que se pode extrair dos 

resultados gerados pelos 4 algoritmos são similares. Por exemplo, todos mostram a 

classe em preto formando um grupo maior e outros 4 grupos pequenos. Um ponto que 

pode ser destacado é o tempo computacional demandado neste problema, que conta 

com 5456 amostras, o CoACFNNA demandou 1,10 minutos, PCA 5,13 minutos, 

Sammon 58,51 minutos e o CCA 52,35 minutos. Fica claro que os algoritmos Sammon 

e CCA são sensíveis, em maior grau, ao número de amostras do problema. A rede 

ACFNN produzida possui apenas dois neurônios após a camada da nova dimensão e 

MSE de 0,0991. 
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Figura 5.24 –  Redução de 6D para 2D do problema Breast Tissue. 
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5.4 Considerações finais do capítulo 

Dentre as principais considerações em relação aos problemas de classificação de dados, 

tem-se que: 

 Na maioria dos problemas testados, o CoACFNNA mostrou eficiência para 

produzir redes com as melhores taxas de classificação e parcimônia em suas 

arquiteturas. 

 O CoACFNNA mostrou que o problema de sintetizar redes do tipo ACFNN pode 

ser bem resolvido sem precisar de propostas de busca populacionais, que exigem 

maior custo computacional, como, por exemplo, o EPNet, baseado em 

programação evolutiva. 

Considerações finais em relação aos problemas de redução de dimensão: 
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CoACFNNA  |  MSE=0.0991  |  1.10 min.

Adição
1 neurônio

Adição
Conexões

Eliminação
Conexões

Eliminação
1 neurônio

Tempo
Utilizado

Algoritmo PCA: 5.13 min. Algoritmo Sammon: 58.51 min. Algoritmo CCA: 52.35 min.

Figura 5.25 –  Redução de 4D para 2D do problema Wall-following Robot Navigation. 
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 A abordagem de redução de dimensão usando RNAs deve continuar sendo mais 

explorada e utilizada, por permitir lidar de forma flexível com grandes 

quantidades de dados. Cabe salientar que o número de parâmetros a ajustar 

(pesos sinápticos) não depende do número de amostras do problema, o que não 

se aplica aos algoritmos de mapeamento tais como Sammon e CCA que, por 

exemplo, demandaram altos tempos computacionais no problema Wall-following 

Robot Navigation, o qual tem associado a si 5456 amostras. 

 Em termos de avaliação visual dos resultados e avaliação quantitativa (via o 

índice de erro de aproximação EA) os resultados via o CoACFNNA mostraram 

melhor desempenho na maioria das vezes, o que indica que é uma boa proposta a 

ser considerada em estudos mais avançados. 

 O emprego de conexões diretas, antes e depois da camada oculta da nova 

dimensão, permite explorar conjuntamente a ocorrência de associações lineares e 

não-lineares para se chegar a uma representação de dimensão reduzida. Logo, 

uma interpretação da arquitetura de rede neural obtida pode conduzir a novos 

conhecimentos qualitativos acerca da distribuição original dos dados. 
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Capítulo 6 

Conclusões e perspectivas futuras 

 

6.1 Conclusões 

Levando em conta as considerações finais já levantadas ao final dos capítulos 3 ao 5, os 

quais descrevem as metodologias e estudos comparativos realizados, cabe salientar nas 

próximas subseções apenas os aspectos mais relevantes referentes à arbitrariedade da 

arquitetura de rede neural artificial e às duas metodologias propostas para explorar este 

grau de flexibilidade na modelagem. 

6.1.1 Em relação às ACFNNs 

Foi verificado o potencial das arquiteturas ACFNNs em relação ao que se obtém quando 

se consideram redes neurais MLP, mistura heterogênea de especialistas e Cascade 

Correlation, tanto em termos de desempenho quanto no uso de recursos computacionais 

para sintetizar e implementar a rede neural obtida. 

Uma primeira linha de argumentação para explicar estes resultados se sustenta na 

arbitrariedade destas arquiteturas, o que introduz um grau de flexibilidade que pode ser 

devidamente moldado às demandas específicas de cada aplicação. Para alguns problemas, a 

ACFNN produzida apresentou poucas camadas ocultas e mais neurônios por camada. Em 

outros problemas, o resultado foi de mais camadas com poucos neurônios em cada uma. 
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Além disso, as conexões diretas entre as camadas de entrada e saída estiveram sempre 

presentes nas simulações, promovendo mapeamento linear de entrada-saída. 

A segunda linha de argumentação se desprende da primeira nos seguintes aspectos: 

(i) As MLP’s e o Cascade Correlation são “casos particulares” de arquiteturas do 

tipo ACFNNs. Logo, se a demanda do problema assim indicar, a ACFNN pode 

convergir para uma arquitetura MLP ou CasCorr. E quando não convergem 

para uma delas é porque as decisões de inserção e poda de neurônios e 

conexões indicou caminhos mais promissores para se chegar à topologia final 

da rede neural. 

(ii) No caso da mistura heterogênea de especialistas, sua arquitetura é modular e as 

funções de ativação dos neurônios de saída da rede gating são do tipo softmax 

(realizam uma combinação convexa dos valores das suas saídas). Sendo assim, 

não se trata de um caso particular de ACFNN, pois a estrutura hierárquica 

envolvendo especialistas e rede gating não representa blocos construtivos para 

as duas propostas de algoritmos voltados para a síntese de ACFNNs. No 

entanto, ambas as propostas trabalham com o princípio de dividir-para-

conquistar, ao menos durante o processo de treinamento. 

6.1.2  Em relação à metodologia baseada em computação evolutiva 

Esta tese mostra que o problema de sintetizar uma rede neural do tipo ACFNN, com 

resultados promissores, pode não requerer todo o poder computacional demandado por 

metodologia baseadas em busca populacional. Visto que esta conclusão é embasada apenas 

em experiências comparativas envolvendo os algoritmos ACFNN-GA e EPNet, descritos 

no Capítulo 3, ela não poderia ser conclusiva. Além disso, há a possibilidade de surgir 

alguma nova proposta baseada neste tipo de abordagem que se mostre mais eficiente em 

termos de geração de ACFNNs com alta capacidade de generalização e parcimônia do 

modelo resultante. Já quanto a custo computacional, as abordagens baseadas em meta-
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heurísticas e população de soluções candidatas tendem a ser mais custosa que abordagens 

construtivas, onde uma única solução é aprimorada. 

O mais recente algoritmo GAME (KORDÍK et al., 2010), descrito na seção 3.4, pode ser 

visto como uma das propostas mais elaboradas na literatura, pois aborda o problema de 

síntese de redes neurais com uma estratégia de meta-aprendizado, onde vários algoritmos 

de otimização (analíticos e aproximados) são executados e guiados por um algoritmo 

genético dotado de operadores avançados e com estratégia de niching. Embora os autores 

do GAME tenham testado o algoritmo junto a vários problemas, não realizaram um estudo 

comparativo com outras propostas da literatura, por exemplo, o EPNet, e não forneceram 

informações em relação ao tempo computacional demandado. Um dos problemas de teste 

em comum entre os utilizados para avaliar o desempenho do GAME e os problemas 

testados nesta tese é o Breast Cancer Wisconsin, no qual o GAME conseguiu uma média 

em torno de 96,3% de classificação correta, como produto de 10 execuções de validação do 

tipo cross-fold (k-folds: com k = 10), perante os 97,8% de classificação correta em média de 

30 execuções do CoACFNNA, via validação cruzada com subconjuntos de treinamento, 

validação e teste divididos aleatoriamente em porcentagens de 50%-25%-25%, 

respectivamente. 

6.1.3 Em relação à metodologia construtiva CoACFNNA 

A estratégia de partir de uma rede vazia e ir adicionando, pouco a pouco, mais 

componentes (neurônios e conexões), buscando atender à demanda específica de um 

determinado problema, permite que o algoritmo possa convergir de forma consistente para 

arquiteturas mais parcimoniosas. Uma análise de pior caso, baseada em estudos realizados 

junto a redes do tipo CasCorr, indica que a taxa de redução do erro com a adição de novos 

nós é ao menos linear com o número de nós. 

A capacidade de evitar a convergência prematura (fugir de mínimos locais não 

desejados) é alcançada não só pelo mecanismo de controle por relaxação do erro, mas 

também pelo uso de procedimentos de poda de conexões e de neurônios, sempre visando 
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ampliar a capacidade de generalização. Por exemplo, as conexões que são introduzidas 

junto com a adição de um novo neurônio podem não ser todas necessárias. Procedimentos 

de poda de conexões retiram da rede tanto as conexões redundantes (aquelas que na sua 

ausência não influenciam no erro, mas aumentam a parcimônia) quanto as conexões 

“conflitantes” (aquelas que ao serem removidas levam a uma redução do erro). 

A escolha do método quasi-Newton para o ajuste dos pesos sinápticos das redes neurais 

no CoACFNNA mostrou-se acertada. Isto foi verificado no trabalho associado ao algoritmo 

GAME, onde os autores utilizaram 18 alternativas para ajustar os pesos de um único 

neurônio destinado a compor a rede. Dentre eles, um baseado em quasi-Newton e outro 

baseado em Estratégias Evolutivas CMA-ES (HANSEN & OSTERMEIER, 2001) foram os que 

produziram melhores resultados, sendo o método quasi-Newton mais rápido na maioria dos 

experimentos. 

6.2 Perspectivas futuras 

Antes de tratar dos novos desafios advindos das contribuições vinculadas a esta tese, 

cabe uma interpretação conceitual dos aspectos mais relevantes presentes nas metodologias 

propostas. Para tanto, a Figura 6.1 servirá de referência. 

Na Figura 6.1, mostra-se, na parte A, a circunferência maior representando de forma 

ilustrativa o espaço de todas as soluções possíveis para mapeamento linear/não-linear de 

entrada-saída. Na parte inferior deste espaço, está indicada a parcela representando as 

soluções lineares e, na parte superior, as não-lineares. O círculo menor de cor preta, com a 

letra P, representa uma instância de solução de um problema qualquer, localizado na região 

de não-linearidade. 

Na parte B da Figura 6.1, aparece um modelo (rede neural) representado pela letra M, 

que tenta resolver o problema P. Este modelo tem a capacidade de resolver de forma bem 

sucedida todos os problemas dentro de seu raio de cobertura (circulo cinza no entorno 

dele), ou seja, dentro de seu espaço de representação. Na prática, no entanto, é possível 
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cometer o que se convencionou denominar de erro de estimação, impedindo que o menor 

erro possível, denominado de erro de aproximação, seja atingido. O erro total obtido é 

então denominado de erro de generalização. Seguem definições mais formais para esses 

três tipos de erro: 

 Erro de aproximação: Este erro surge inevitavelmente quando o projetista define a 

arquitetura do modelo M. Por exemplo, uma rede MLP com uma arquitetura com 

baixo número de neurônios na(s) camada(s) oculta(s) levaria a uma redução na 

flexibilidade do modelo, e problemas que requerem mapeamentos mais complexos 

podem não ser tratados de forma adequada, por mais eficaz que seja o método de 

treinamento da rede neural. Na parte B da Figura 6.1, o espaço de representação 

não contém a solução do problema, induzindo, assim, um erro de aproximação que 

não pode ser eliminado, por mais bem-sucedido que seja o treinamento da rede 

neural. 

 Erro de estimação: Este erro está associado ao ajuste dos parâmetros do modelo 

(treinamento da rede), o qual pode não ser uma tarefa trivial, dado que a função-

objetivo que guia esta etapa pode ser multimodal. A ocorrência de mínimos locais 

no processo de treinamento aumenta o risco de se cometer este erro, mesmo 

acertando na escolha do espaço de representação (o qual é determinado pela 

arquitetura da rede neural). 

 Erro de generalização: Ou também erro de classificação ou de predição, dependendo 

do tipo de problema, é dependente de ambos os erros citados anteriormente. 

Voltando à parte B da Figura 6.1, após a etapa de treinamento do modelo M, este 

conseguiu se aproximar da solução do problema P até o ponto em forma de estrela, 

cometendo um erro de generalização equivalente à somatória dos erros de estimação e 

aproximação. 

A parte C da Figura 6.1 representa as propostas de comitês de máquinas (ensemble e 

mistura de especialistas), onde se ilustra a combinação de vários modelos, alguns deles 

possivelmente até de baixa capacidade de generalização, mas que juntos podem conduzir a 



 174

resultados que superam o desempenho individual de qualquer um dos componentes, 

reduzindo também a variância. No entanto, para esta abordagem ser promissora ela depende 

da participação do projetista na definição dos parâmetros do comitê, tanto do número e tipo 

de componentes, como dos parâmetros internos de cada um deles, pois podem estar 

presentes erros de aproximação que não promovem ganho de desempenho quando os 

componentes do comitê são devidamente combinados. 

Finalmente, a parte D da Figura 6.1 representa os modelos com aprendizado construtivo, 

por exemplo, o CoACFNNA proposto nesta tese. Neste cenário, o aprendizado do modelo 

M parte da região de linearidade e o espaço de representação (representado pelos círculos 

em cinza a cada instante ti, i=1,…,n) varia a cada iteração, ao contrário dos casos 

anteriores. E a redefinição do espaço de representação é feita iterativamente, sempre 

buscando reduzir de forma sistemática os erros de estimação e de aproximação. Nos casos 

anteriores, o processo de aprendizado levava em conta unicamente o erro de estimação. 

No caso das metodologias baseadas em busca populacional (ACFNN-GA, EPNet e 

GAME), a sua representação seria parecida com aquela presente no gráfico da parte D da 

Figura 6.1, mas com vários modelos M inicializados em pontos distintos e geralmente 

aleatórios do espaço de todas as soluções possíveis. Novas gerações de soluções candidatas 

são então geradas a partir das propostas atuais na população, sempre visando reduzir os 

erros de estimação e aproximação. 
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Figura 6.1 – Representações das metodologias no espaço dos problemas. 

Os cenários considerados como perspectivas futuras deste trabalho são apresentados em 

duas partes, levando em conta o investimento que podem demandar para serem atendidos: 

perspectivas de curto prazo e perspectivas de médio a longo prazo. 

6.2.1 Perspectivas de curto prazo 

 Inclusão e avaliação de neurônios com outras funções de ativação não-lineares, desde 

que sejam diferenciáveis. Isto é possível porque o cálculo do vetor gradiente é feito 
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neurônio a neurônio. A motivação está na possibilidade de adotar melhores decisões 

locais durante o processo construtivo. 

 Ampliação da flexibilidade da ACFNN ao permitir a existência de conexões 

recorrentes. Para isso, o passo fundamental está em propor uma nova forma de cálculo 

do vetor gradiente da função-objetivo, em relação aos pesos das conexões da rede 

neural. 

 Extensão da proposta de algoritmo de treinamento de RNA baseado em regularização 

bayesiana (FORESEE & HAGAN, 1997) para treinar redes do tipo ACFNNs, junto a 

problemas de pequeno a médio porte (poucas amostras de treinamento). Em termos 

práticos, a principal vantagem desta proposta é a de não precisar um subconjunto de 

validação para controlar o problema de sobre-ajuste no treinamento. Os autores adotam 

a abordagem que insere um termo de penalização dos pesos sinápticos na função-

objetivo, e os coeficientes de penalização são parte do processo de otimização. Em 

consequência, diminui-se o risco de sobre-ajuste e maximiza-se a capacidade de 

generalização. A desvantagem é que, por ser um método Levenberg-Marquardt, requer 

o cálculo da matriz hessiana, a qual é aproximada via Gauss-Newton utilizando a 

matriz jacobiana. Se o número de amostras for muito elevado, esta tarefa pode se tornar 

muito custosa computacionalmente, ou até inviável. 

6.2.2 Perspectivas de médio a longo prazo 

 Treinamento on-line no CoACFNNA. Este tipo de treinamento supervisionado é 

utilizado de forma bem-sucedida em redes com arquitetura previamente definida 

(SAAD, 1998). No entanto, no contexto de algoritmos construtivos, constitui um desafio 

em aberto, porque este tipo de treinamento se caracteriza por apresentar as amostras de 

treinamento à rede apenas uma única vez. Consequentemente, os procedimentos de 

agregação e poda de componentes da rede e os valores dos pesos sinápticos devem 

sofrer alterações apenas com a chegada de uma única amostra. As aplicações deste tipo 

de treinamento estão focadas em problemas com mudanças de regime e que exigem 
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respostas imediatas, para os quais não há tempo e/ou memória disponível para executar 

o treinamento off-line (em batelada). 

 Ajuste dos pesos sinápticos de modelos não-lineares com otimalidade global. Em 

termos práticos, isto significaria que, independente da complexidade do problema e da 

inicialização dos pesos sinápticos de uma arquitetura de rede previamente definida, o 

treinamento deverá conduzir a um mesmo resultado (ótimo global). Na literatura, este 

desafio não foi superado ainda. Há propostas utilizando meta-heurísticas de busca 

populacional que demandam recursos computacionais elevados e que não garantem o 

cumprimento das premissas levantadas neste desafio. 

 Estudo mais formal da metodologia de redução de dimensão proposta no capítulo 5. 

Diferente de outras abordagens, a representação compacta das variáveis de entrada pode 

se dar por um mapeamento linear ou não-linear, e a recuperação da informação original, 

com alguma perda, pode se dar por mapeamento linear ou não-linear. Se ambos forem 

mapeamentos lineares, então converge-se automaticamente para o PCA. Se ambos 

forem não-lineares, converge-se automaticamente para o nonlinear PCA. Mas se apenas 

um deles for não-linear, não existem modelos equivalentes na literatura, representando 

uma nova forma de concepção do processo de redução de dimensão, a qual emerge do 

próprio processo construtivo de síntese da topologia da rede neural. 
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