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“Why is geometry often described as ‘cold’ and ‘dry’? One reason lies in its inability to
describe the shape of a cloud, a mountain, a coastline, or a tree. Clouds are not spheres,
mountains are not cones, coastlines are not circles, and bark is not smooth, nor does
lightning travel in a straight line. ... The existence of these patterns challenges us to study
those forms that Euclid leaves aside as being ‘formless’, 10 investigate the morphology of
the ‘amorphous’.” (Mandelbrot, 1983, p.1)

“In the past, mathematics has been concerned largely with sets and functions to which the
methods of classical calculus can be applied. Sets or functions that are not sufficiently
smooth or regular have tended to be ignored as ‘pathological’ and not worthy of study.
Certainly, they were regarded as individual curiosities and only rarely were thought of as
a class to which a general theory might be applicable. In recent years this attitude has
changed. It has been realized that a great deal can be said, and is worth saying, about the
mathematics of non-smooth objects. Moreover, irregular sets provide a much better
representation of many natural phenomena than do the figures of classical geometry.
Fractal geometry provides a general framework for the study of such irregular sets.

(Falconer, 2003, p. xvii)
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1. Introducao

e O grande avanco da computacdo grafica tornou possivel a visualizacdo de diversos
modelos e estruturas de fenOmenos naturais com grande realismo.

e As imagens, animacOes e sistemas resultantes sdo Uteis como ferramentas
cientificas, de pesquisa e educacionais em diversas areas.

e As aplicacdes incluem o projeto e criacdo de paisagens naturais, plantas, predicéao
de fendmenos naturais (colheita), estudo de processos de desenvolvimento e
crescimento, modelagem e sintese de diversos padrdes e formas naturais.

e Existem diversas técnicas de modelagem e sintese de padrbes naturais. Por
exemplo: modelos de reacdo-difusdo (reaction-diffusion models), modelos de
agregacao de difusdo limitados (diffusion-limited aggregation), automatos
celulares, sistemas de Lindenmeyer (L-systems), sistemas de funcdes iterativas

(iterated function systems), sistemas de particulas (particle systems).
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e Uma etapa marcante no processo de modelagem e sintese de padrdes naturais foi o

reconhecimento de que a natureza é fractal, juntamente com o desenvolvimento da

geometria fractal.

e De forma simplificada, a geometria fractal pode ser vista como a geometria da

natureza, com toda a sua irregularidade e estruturas complexas e fragmentadas.

2. A Geometria Fractal da Natureza

e A geometria euclidiana descreve formas ideais, como pontos, circulos, retas,
esferas, quadrados, cubos, etc.

e Entretanto, estas formas euclidianas séo geralmente encontradas apenas em objetos
produzidos por seres humanos.

e Na natureza predominam formas nao-suaves e ndo-uniformes e muitos padroes séo

irregulares e fragmentados.
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e Qual é a forma de um floco de neve? E de uma montanha? E de uma encosta,
nuvem, arvore e diversas outras formas da natureza?
e O termo fractal foi cunhado por MANDELBROT (1983) para identificar uma familia
de formas que apresenta padrdes irregulares e fragmentados.
e A geometria fractal € a geometria das formas irregulares encontradas na natureza.
o Genericamente, os fractais sado caracterizados por detalhes infinitos,
comprimento infinito, auto-similaridade, dimensOes fractais, e a auséncia de
suavidade ou derivadas.
e Portanto os fractais sdo irregulares; eles possuem o mesmo grau de irregularidade
em todas as escalas.
e Os fractais parecem 0s mesmos quando observados a distancia ou de muito perto
(auto-similaridade).

e Alguns exemplos de fractais na natureza:
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o Arbustos, costas maritimas, montanhas, couve-flor, brécolis, pulmdes, cérebro,

rins, nuvens etc.

2.1. Auto-Similaridade

e Uma interpretacdo intuitiva de auto-similaridade:
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e Auto-similaridade estatistica: quando as copias (partes) menores sdo pequenas
variacOes de toda a estrutura.

e Auto-similaridade estrita x Auto-similaridade estatistica (Auto-afinidade):
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A#xeA A#X#A A#x%A A#x#A A#X#A A#x#A A#X#A A%xeA

Auto-similaridade estrita Auto-afinidade

2.2. Alguns Fractais Pioneiros

e O primeiro fractal foi descoberto por K. Weierstrass em 1861. Ele descobriu uma
funcdo continua que ndo € diferenciavel em ponto algum, ou seja, uma curva

constituida somente por “cantos”.
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Poucas iteracdes da funcao de Weierstrass e auto-similaridade (zoom)

e Qutros fractais pioneiros foram descobertos por G. Cantor, H. von Koch, W.

Sierpinski e outros.
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e Estes fractais foram considerados “monstros matematicos” devido a algumas

caracteristicas nao-intuitivas que eles apresentavam.

O Conjunto de Cantor

Step 1
Step 2
_— - -_— - _— - — = Step3
-- == -- - .= == == == Step4

e Propriedades interessantes:
o N&o possui comprimento algum ou interior
o Cada uma de suas partes € constituida basicamente de buracos
o E totalmente formado por pontos desconexos
o Contém a mesma quantidade de pontos que a curva da qual ele é derivado
o Cada um de seus pontos € um ponto limite, ou seja, existe uma quantidade

infinita de outros pontos do conjunto na sua vizinhanca.
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A Curva de Koch (Floco de neve)

/\
N
ﬁm Jﬁm

e Propriedades interessantes:

o No limite, a curva de Koch ndo possui segmento algum de reta; a curva €
Inteiramente constituida por cantos.

o Portanto a curva nao apresenta derivada (tangente) em ponto algum.

o Embora ela se inicie a partir de uma reta de comprimento L, seu comprimento €

infinito.
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o No passo t a curva possui 4' segmentos, cada qual com comprimento 1/3'.
Portanto, o comprimento total da curva é (4/3)".

o Note que uma curva de comprimento infinito pode ser colocada em uma area

/N TR ER
o

finita.

initiator

VAN e
generator i“vmwmv(& ﬁ"iuf“'im
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Poucas iteracdes da curva de Koch, tendo um triangulo como iniciador
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e Qutro fractal pioneiro: o tridngulo de Sierpinski.

A5 Y v

Step 1 Step 2 Step 3

e Curvas que, no limite, preenchem o espaco 2D: curva de Peano.

Step 0 Step 1

Step 2 Step 3
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e Em 1890, Giuseppe Peano (1858-1932) descobriu uma curva de auto-intersecao
que passa por todos os pontos de um quadrado unitario. Seu proposito era
construir um mapeamento continuo do intervalo unitario para o quadrado unitario.
A busca de Peano foi motivada pelo resultado contra-intuitivo de Georg Cantor: o
nimero infinito de pontos em um intervalo unitario é de mesma cardinalidade que
0 numero infinito de pontos em qualquer variedade de dimenséo finita, como o
quadrado unitario. O problema abordado e resolvido por Peano foi mostrar se esse
mapeamento pode ser continuo, ou seja, se uma curva pode preencher um espaco.

e Um ano depois, David Hilbert (1862-1943) publicou no mesmo periddico uma
varia¢do da proposta de Peano. O trabalho de Hilbert foi o primeiro a incluir uma
imagem permitindo a visualizacdo da técnica de construcdo. A formula da curva

analitica de Hilbert, no entanto, € mais complicada do que a de Peano.
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Poucas iteracoes (32 a 62 iteracdo) da curva de Hilbert
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2.3. Dimensao e Dimensao Fractal

e Estruturas como a curva de Peano desafiavam o conceito de dimenséo, pois curvas
sdo sabidas ter dimensdo 1, mas para preencher o espaco elas deveriam ser
percebidas como tendo dimenséo 2.

e Pontos possuem dimensdo O, linhas e curvas possuem dimensdo 1, planos e
superficies possuem dimensao 2, solidos possuem dimensao 3.

e De forma simplificada, um conjunto possui dimensdo d se d variaveis
independentes (coordenadas) sdo necessarias para descrever a vizinhanca de cada
ponto. Esta nocdo de dimensédo é denominada de dimensao topologica.

e No final do século 19, alguns matematicos perceberam que um bom entendimento
da irregularidade ou fragmentacdo de algumas formas ndo pode ser alcancado
definindo-se dimensdo como sendo um ndmero de coordenadas.

e Por exemplo, a curva de Koch possui dimenséo topoldgica 1, mas nao pode ser

considerada uma curva sob a perspectiva da geometria euclidiana: o comprimento
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entre quaisquer dois pontos da curva é infinito; nenhuma de suas partes € uma

linha ou um plano. De certa forma, € possivel dizer que ela é muito grande para ser
unidimensional e, ao mesmo tempo, muito pequena para ser bidimensional. Logo,
sua dimenséo deve ser um numero entre 1 e 2.

e A dificuldade em se definir a dimensdo de objetos como a curva de Koch, o
conjunto de Cantor e o triangulo de Sierpinski ndo é apenas um problema dos
fractais exemplificados aqui.

e Um fendmeno similar foi identificado pelo meteorologista inglés L. Richardson em
1961 em sua tentativa de medir o comprimento de varias costas maritimas,
incluindo a costa da Inglaterra.

e Ele percebeu que o comprimento aparente da costa parecia crescer sempre que o
comprimento do instrumento de medida era reduzido.

e |Ss0 ocorria, pois quanto menor o comprimento do medidor maior a amplificacao

dos detalhes.
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e Richardson concluiu que o comprimento da costa ndo é bem definido, e ele
também prop6s uma lei empirica relacionando este aumento no comprimento da
unidade de medida com a quantidade de detalhes percebidos.

¢ Ele notou que, quando o logaritmo do comprimento do instrumento de medida era
plotado em func¢édo do logaritmo do comprimento total da costa, 0s pontos tendiam
a se distribuir em torno de uma linha reta.

¢ A inclinacdo da reta resultante indicava, de alguma forma, o grau de dobramento
ou fragmentacao da costa.

e MANDELBROT (1983) encontrou o trabalho de Richardson e verificou que o0s
fractais poderiam ser classificados de forma similar.

e Como entdo medir a dimensdo de um objeto?

e Para 0 caso de formas regulares, uma forma com dimensdo d € composta por N
copias de tamanho 1/m em relagéo ao tamanho original, onde N = m—,

o m é conhecido como fator de reducao.
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o Exemplo: quadrado.

Mm=12=N=4,m=1/3=N=09.

e A ideia da relacdo entre o logaritmo do numero de coOpias de um objeto e o
logaritmo do tamanho de suas coOpias sugeriu uma generalizacdo do conceito de
dimenséo que permite valores fracionarios.

o Essa dimensédo é conhecida como dimensao de auto-similaridade:
log N
N = (1/m)? = log(N) = log((1/m)?) = log(N) = d.log(1/m) = d :m
¢ Portanto, a dimensao d de uma forma auto-similar pode entéo ser dada por:

_ logN
logl/m
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onde N é a quantidade de copias do objeto e m ¢ o fator de reducéo.

e Em 1919, Hausdorff estendeu a nocédo de dimensao de similaridade para que ela se
aplicasse a todo tipo de formas, além das formas auto-similares.
e A dimensao fractal serve para descrever a complexidade (fractal) de um objeto.
o Exemplos:
v' A costa Britanica e a curva de Koch possuem dimensdo fractal
aproximada de 1,26;
v Uma nuvem tipica, quando projetada num plano, possui dimenséo 1,35;
v As curvas de Peano e Hilbert possuem dimensdo 2,0, justamente por
possuiram a propriedade de preencherem o quadrado unitario;
v O conjunto de Cantor possui dimensao fractal logs2 = 0,63009.
e Embora o escopo da dimensdo de Hausdorff seja geral, ela e dificil de ser
calculada na pratica. Uma forma mais simples de medir a dimenséo fractal de uma

curva é denominada de método da contagem de quadrados:
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o Cubra com quadrados a forma cuja dimensao vocé pretende medir e verifique
como o numero de quadrados varia em relagdo ao tamanho dos quadrados.

o No limite, para uma forma fractal, a taxa com a qual a proporcdo de
quadrados cheios decresce fornece a dimensdo do método da contagem de

quadrados.

Line

m=1/4, N(m)=4

m=1/2, N(m) =2
m=1, N(m) =1

N(1) =1
N(1/2) = 2 = 1/(1/2)
N(1/4) = 4 = 1/(1/4)

Nm) =1 m
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Filled-in m=1,Nm)=1 m=1/2, Nm)=4 m=1/4, N(m) =16
square

N1 =1
N(1/2) = 4 = (1/(1/2))?
N(1/4) = 16 = (1/(1/4))*

N(m) = (1/m)?

¢ Para objetos mais complicados, como fractais, a relacdo entre N(m) e 1/m pode ser
uma poténcia: N(m) = k(1/m)¢, resultando na definicdo da dimensdo do método da

contagem de quadrados:

4. — 109(N(m))—log(k)
g log(1/m)
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e Note que a equacao acima define a dimensdo como sendo o coeficiente angular da
reta formada entre log(N(m)) e log(1/m) e que intercepta o eixo y no ponto log(k).

e No limite param — O:

g —lim . 109(N(m))
log(1/m) -

3. Autdmatos Celulares e Geometria Fractal

e O estado s;de uma célula i (i € o indice que indica a posicédo da celula) é atualizado
em tempos discretos de acordo com regras deterministicas que dependem da

vizinhanca da célula e de seu estado atual. Exemplo:
Si(t + 1) = f(si—a(t), si(t), si+1(t))
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e Um automato celular d-dimensional consiste em uma grade finita de dimenséo d
com células que podem assumir um entre um conjunto finito de valores (estados).

3.1. Definicdo Formal

26
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e O estado de cada ceélula no tempo t+ 1 € funcdo do estado de um conjunto de

células vizinhas no instante t.
e Formalmente, um CA pode ser definido como uma quintupla:
C = (5,%,G,d,f),
onde S € um conjunto finito de estados, so € S sdo 0s estados iniciais, G é a
vizinhanca da célula, d € Z* é¢ a dimenséo de C, e f € o conjunto de regras locais de
interacdo, também conhecidas como regras ou func¢des de transicéao.
e QOutros conceitos:
o Vizinhanga: Gi={i, i+ ri, i1+ 1y, ...,1 + ry}, onde n é o tamanho da vizinhanca.
o Regra de transicao: f: S" — S
o Configuracdo da grade: C(t) = (so(t), s1(t),..., sn-1(t)), onde s; é 0 estado da celula
I no instante t.
o Progressdo: F:C(t) > C(t+1), t=0,1,...

e Exemplo de aplicacao: geracdo de formas fractais.
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000 -0 100 > 1
001 >1 101 > 1
010 »>1 110 > 1
0l1->1 11150
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4. Sistemas L (L-Systems)

e A. Lindenmayer introduziu em 1968 um formalismo para simular o
desenvolvimento de organismos multicelulares.

e Estes sistemas foram posteriormente denominados sistemas-L (L-systems) ou
algoritmos de desenvolvimento (developmental algorithms).

e O desenvolvimento multicelular consiste na geracdo de estruturas através da
divisdo, crescimento, diferenciacdo e morte celular. Ele corresponde a uma série de
mudancas que os organismos sofrem durante sua passagem do estado embrionario

para a maturidade.

4.1. Conceitos sobre Sistemas de Producao e Gramaticas

e O formalismo por tras dos sistemas-L é baseado em sistemas de producdo e uma

gramatica especifica.
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e Um sistema de producéo, também conhecido como sistema baseado em regras,
emprega implicacdes como sua representacdo primaria.

e Tipicamente seu elemento mais importante € um conjunto de regras de producao
ou simplesmente producdes. Ex. Se a entéo b.

Gramatica

e Um alfabeto V € um conjunto finito de simbolos. O conjunto de todas as palavras
finitas formadas pelo alfabeto V € denominado por V*.

e Uma palavra ou string w € uma sequéncia de elementos de V.

e A string vazia ou de comprimento zero, e, tambéem faz parte de V*; V" = V* — {e}.

e Uma linguagem L sobre um alfabeto V é qualquer subconjunto de V*; L < V*.

e Uma gramatica € uma quintupla G =(V,T,N,P,S), onde V é um conjunto finito
(alfabeto); T € o conjunto de simbolos terminais; N é o conjunto de simbolos néo-
terminais; P € o conjunto de producdes; e S € um simbolo ndo-terminal conhecido

como axioma (ponto de partida).
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4.2. Sistemas DOL

e A ideia basica de um sistema-L esta contida na natureza das linguagens formais.

e As formas geometricas (fractais) a serem estudadas sdo palavras em uma

linguagem formal paralela.

e As gramaticas em sistemas-L sdo similares as gramaticas formais apresentadas
anteriormente, porém as producdes sdo aplicadas simultaneamente (paralelamente)
e ndo existe distingao entre simbolos terminais e nao-terminais.

e Exemplo de um sistema-L.:

o Seja o alfabeto G = {a,b,c}, onde c € 0 axioma, e as seguintes producoes:
l.a—>c
2.b— ac
3.c—>Db

o O processo de aplicacao das regras ¢ denominado de processo de derivagéo ou
de reescrita.

¢ A introducéo dos sistemas-L fez reavivar o interesse na representacdo de imagens

utilizando sequéncias de caracteres.
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Iteration Word

Oc

1b

2 ac

3 cb

4 bac

5 acch

6 cbbac

7 bacacch

8 accbcbbac

9 cbbacbacacch
10 bacaccbaccbcbbac

e Um sistema-OL é definido como sendo a tripla ordenada G = (V,®»,P), onde V € 0
alfabeto do sistema, m € V* € uma palavra de comprimento ndo-nulo denominada
de axioma, e P — V x V* é um conjunto finito de producoes.

e A notacdo OL se refere a classes de linguagens geradas por sistemas-L livres de

contexto.
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e Uma producédo (a,y) € P é escrita como a— y. A letra a e a palavra y séo
denominadas de predecessor e de sucessor da producao, respectivamente.

e E considerado que para cada letra do alfabeto existe pelo menos uma palavra do
conjunto V*talquea — y,ouseja, 3y e V¥|la—>y, Vae V.

e Caso nenhuma producédo for especificada para um determinado predecessor a,
a — a e tomado por default.

e Um sistema-OL ¢ dito deterministico, sistema-DOL, se e somente se para cada
a € V existe um unico y € V* tal que a — ¥.

e Seja u=ai...am uma palavra arbitraria em V. A palavra v=1y1...ym € V* €
diretamente derivavel (ou gerada a partir) de u, u = v, Se e somente se ai — i,
i=1,....m.

e Uma palavra v é gerada por G em uma derivagdo de comprimento n se existe uma
sequéncia de desenvolvimento de palavras po, pi,..., 1 tais que o=, un=v €

Lo = U1 =...= Un.
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4.3. Grafico Tartaruga (Turtle Graphics)

e Na descricdo apresentada acima, o sistema-L foi utilizado para gerar uma
sequéncia de palavras.
e A interpretacdo geométrica destas palavras pode ser utilizada para gerar imagens
de diversos padrbes naturais.
e Uma linguagem do tipo turtle graphics pode ser usada para fazer a interpretacéo
geometrica das palavras geradas pelo sistema-L.
e Ideia basica em 2-D:
o O estado da tartaruga € definido como sendo a tripla (x,y,a), onde as
coordenadas cartesianas (x,y) correspondem a posi¢do da tartaruga, e o angulo
o, denominado de direcdo (heading), é interpretado como sendo a direcdo para a
qual a tartaruga aponta.
o Dado o tamanho do passo d e o incremento de angulo §, a tartaruga pode

responder a diversos comandos:
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F Mova adiante com um passo de comprimento d. O estado da tartaruga muda
para (x’,y’,a), onde x’=x+d.coso. e y’=y+d.sina. Um segmento de reta
entre os pontos (x,y) e (x’,y’) € desenhado.

f Mova adiante com um passo de comprimento d, sem desenhar o segmento de
reta.

+ Rotacione no sentido horario com um angulo 3. O préximo estado da tartaruga é
(X,y,a+d).

— Rotacione no sentido anti-horario com um angulo 6. O proximo estado da

tartaruga é (X,y,o—9).

e Dado um axioma v, 0 estado inicial da tartaruga (Xo,Yyo,0t0) € 0S parametros d e J, a
turtle interpretation de v é a figura (conjunto de linhas) desenhada pela tartaruga

em resposta a v.
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e Exemplo: Seja 6 =90° d =1, e a seguinte palavra FF+F-F.

L
Start [

FFF-FF-F-F+F+FF-F-FFF
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a b
These figures were obtained by interpreting strings generated
by the following L-system:
n=0 n=1 w: F-F-F-F
p: P F-F+F+FF—-F—-F+F
C d The images correspond to the strings obtained in derivations of length
0 to 3. The angle increment ¢ is equal to 90°. The step length d is
decreased four times between subsequent images, making the distance
between the endpoints of the successor polygon equal to the length of
the predecessor segment.
n=2 n=3

Generating a quadratic Koch island
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llhas e lagos
| =8
o]
a [ |
- | s s s s - |
DD a = a | Du
|] - | - | - | |:| = |
I]uI]uI:II] Du;;uuuuuu?u
= o%0%" o olfo|%olf
I]IJI:II:II]I:I |:|I=|:| IIIIJI:IIIII]IIII:I =
I]u:lﬂuﬂuﬂun:l:lnﬂuﬂu:lﬂuﬂu
o o o o o ol
- | - | | - | - | - |
a a
0% oof”
n=2, 6=90°
F+F+F+F
F — F+f-FF+F+FF+Ff+FF{+FF-F-FF-Ff-FFF
f — fifff
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a n=4, 6=90° b n=4, 8=90°
F-F-F-F F-F-F-F
F — FF-F-F-F-F-F+F F — FF-F-F-F-FF
by MMM
o COJTL k- h
P : . e
- Hi=zslz= "
i
ey al )
IR : %
0 PRI : %
Y A e
Fﬁ i
‘FL][_L_' u[_T L‘;—})J—"’t‘i—**"’f:—*"
c n=3, 8=90° d n=4, §=90°
F-F-F-F F-F-F-F
F — FF-F+F-F-FF F — FF-F--F-F
ghes
o
ohgh The  dh
b, thibs dhio
SHRE e T
onare - mulm
dher 0 TR
o n [man -
R D | b
CHR R BT A AT o
e g S
* D
I.-| r.l
e n=5 8=90° f n=4, 8=90°
F-F-F-F F-F-F-F
F — F-FF--F-F F — F-F+F-F-F

A sequence of Koch curves obtained by successive modification
of the production successor
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4.4. Modelos de Arquiteturas de Plantas

e Em 1968, Lindenmayer estendeu os sistemas-L incluindo os colchetes {[,]} no
alfabeto dos sistemas-L, criando os bracketed L-systems. A motivacdo foi a de
descrever estruturas ramificadas observadas em plantas, algas, arvores.

e Os dois novos simbolos ‘[’ € ‘]’ sdo interpretados pela tartaruga como a seguir:

[ Armazene o estado corrente (x,y,o) da tartaruga para uso futuro, usando pilha.

] Remova o ultimo estado salvo da pilha e o utilize para restaurar o tltimo estado
da tartaruga. Nenhuma linha é desenhada, embora em geral a posicdo da
tartaruga mude.

e Exemplo: V = {F,G,[],.+,—}, axioma ® = F, & = 45°, producdes:
pi; F = G[-F]G[+F]F
p2: G —> GG
pa: [ [

Par]—]
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Iteration Word

0 F
1 G[-F]G[+F]F
2 GG[-G[-F]G[+F]F]GG[+G[-F]G[+F]F] G[-F]G[+F]F

e F: seta tracejada; G: seta sélida.
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procedure [word] = DOL turtle(max it,o,P,d,d)
word < ©

t « 1
while t < max 1t do,

word <« rewrite (word, P)

t <« t + 1
end while

turtle (word, d, d);
end procedure

Algoritmo 7.1: Um procedimento de interpretacdo de um sistema-DOL

4.5.Escopo dos Sistemas-L

e Projeto de paisagens, ornamentacOes, ilustracbes boténicas, desenvolvimento de
organismos, reconstrucao de plantas extintas, modelos estruturais de plantas,
projeto de novas variedades de plantas, predicdo de colheita, descricdo de

florescéncia, simulacéo de crescimento de fungos, etc.
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e Exemplos de plantas geradas com sistemas-L.

t=8,0=225° t=50=225°

o. G o. G

G — F+[[G]-G]-F[-FG]+G G — FG[-F[G]-G][G+G][+F[G]+G]
F—>FF F— FF
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a b ¢
= = e
n=5,0=25.7° n=5,§=20° E 4,0=22.5
F F
—[-F+F+F]+
F —F[+F]F[-F]F F —F[+F]F[-F] [F] F_}IEEF_[F_F] ]
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3;&

d e

n=7,5=20° n=7,=25.7°

X X

X -F[+X]F[-X]+X X—=F[+X][-X]FX
F —FF F—FF

f

n=5,4=22.5°

X
X—F-[[X]+X]+F[+FX]-X
F—FF

Topico 7 — Geometria Computacional da Natureza

46



IA013 — Introducéo a Computagédo Natural — Prof. Fernando J. Von Zuben
DCA/FEEC/Unicamp

Stochastic branching structures
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5. Sistemas de Funcoes Iterativas

e Os sistemas de funcgOes iterativas (IFSs — iterated function systems) foram
desenvolvidos por J. Hutchinson, M. Barnsley e S. Demko como uma ferramenta
para a geracdo de fractais através do uso de um conjunto de transformacdes,
também denominadas de mapeamentos contrativos, de uma imagem sobre si
propria.

e Os IFSs consistem basicamente da aplicacdo recursiva de um conjunto de
transformacdes afins a um conjunto de pontos iniciais (imagem).

e ApOs um determinado namero de iteracdes, o conjunto final, ou limite, ird definir

uma certa configuracdo geometrica.

5.1. Conceitos basicos

e Um espaco X é um conjunto, e os pontos do espaco sdo elementos do conjunto.
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e Um espaco métrico (X,d) € um espaco X juntamente com uma funcdo real
d: X x X — R que mede a distancia entre pares de pontos x, y € X.

e A funcéo d, denominada de métrica, deve obedecer as seguintes propriedades:
1.d(x,y) =d(y,x) V x,y € X
2.0<d(xy) <o VXyeX Xy
3.dxx)=0Vxe X
4.d(x,y) <d(x,z2) +d(z,y) V x,y,z € X

e Seja (X,d) um espaco métrico. Uma transformacdo sobre X é uma funcéo
f . X — X que especifica exatamente um ponto f(x) € X a cada ponto x € X.

e Uma transformacgdo w : R? — R? da forma w(x1,x2) = (axi + bxz +e, cx1 + dxz + f),
onde a, b, c, d, e, e f s&o ndmeros reais, € denominada de transformacao afim (bi-
dimensional).

e Em notacao matricial:
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W(X)=w(xlj:(a bj(xljJ{ej:AxH
X, c d\x, f

e Estas transformacdes possuem propriedades algébricas e geométricas importantes.
e As quatro principais transformacdes afins sao:

o Translagéo, escalonamento, reflexdo, e rotacao.

§

Translation

’_Ll >

Scaling

’_Ll )
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I
’_Ll

Reflection
—>

Rotation
—>

5.2. Mapeamentos e aplicacoes

Ll_‘

ERG

e Uma transformacdo f: X — X sobre um espaco metrico (X,d) é denominada

contrativa, ou mapeamento contrativo, se existe uma constante 0 <s < 1 tal que:
d( f(x), f(y)) <s.d(x,y), VX, y € X,

onde s € chamado de fator de contratividade para f.
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e Uma propriedade importante de contracGes € que, independentemente do ponto
Inicial, a aplicacdo iterativa do mapeamento contrativo resulta sempre na
convergéncia para 0 mesmo ponto, denominado de atrator.

e Um sistema de funcbes iterativas consiste em um espaco métrico completo (X,d)
juntamente com um conjunto finito de mapeamentos contrativos w, : X — X (com
0s respectivos fatores de contratividade sy, n =1,2,...N).

e VVamos nos restringir ao caso de IFS da forma {9R?% w,:n=1,2,...,N}, onde cada

mapeamento contrativo corresponde a uma transformacao linear.

Sistema de funcdes iterativas deterministico (deterministic IFS — DIFS).
e Este algoritmo é baseado na ideia de calcular diretamente uma sequéncia de

conjuntos {A, = W°"(A)} a partir de um conjunto inicial Ao.
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e Seja {X; w1, Wa,..., Wy} um IFS. Escolha um conjunto compacto Ag = R? que
servira de condicdo inicial para o DIFS. Em seguida, calcule sucessivamente
An = W°"(A) de acordo com:

A :U[j\lzle (An), n=1,2,...
e Assim, uma sequéncia {A,:n=0,1,2,...} sera construida e {A,} convergira para o

atrator do IFS de acordo com o teorema do mapeamento contrativo.

e Metafora para o DIFS: multiple reduction copy machine (MRCM).

— 5 A, — MRCM — »{ A
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Sistema de funcdes iterativas aleatorio (random iterated function system — RIFS).

e Seja {X; wi, Wo,..., wn} um IFS onde uma probabilidade pi > 0 € atribuida a cada
mapeamento w;, i = 1,...,N, i pi = 1.

e Escolha xo € X e, em seguida, escolha recursivamente e independentemente
Xn € {W1(Xn—1), Wo(Xn—=1),..., Wn(Xn—1)}, ¥n
onde a probabilidade de um evento x, = wi(X,—1) ocorrer é pi.

¢ Portanto, construa uma sequéncia {x,: n=0,1,2,...} < X.

procedure [] = RIFS(max it,x0,W,p)

x < x0;

T« 1

while t < max it do,
j <« select (p) //select a mapping j with probability pj
X «— wi(x) //apply mapping j to x
draw (x) //plot point x on the screen
L« t + 1

end while
end procedure

Algoritmo 7.2: Implementacéo do sistema de funcdes iterativas aleatério (RIFS).
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e Exemplo: Arbusto de Barnsley

W a b C d e f P

1 0 0 0 016 0 0 0.01
2 085 004 -004 08 0 16 0.85
3 02 -026 023 022 0 1.6 0.07
4 -0.15 0.28 026 024 0 0.44 0.07

wi(X1,X2) = (0, 0.16*x,) (green)

Wa(X1,X2) = (0.85*x1 + 0.04*x2, —0.04*x, + 0.85*X, + 1.6) (red)

W3(X1,X2) = (0.2*X1 — 0.26*X2, 0.23*x1 + 0.22*x, + 1.6) (blue)

Wa(X1,X2) = (—=0.15*X; + 0.28*x2, 0.26*x; + 0.24*X, + 0.44) (cyan)
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10—

X

4 X
. X
R & ﬁ&g : % B xS % KE KO
CRCR o orey

x

Arbusto de Barnsley com 50.000 pontos (as cores indicam a transformacao que

gerou cada ponto)
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5.3. Auto-Similaridade e Auto-Afinidade Revisitadas

Topico 7 — Geometria Computacional da Natureza 58



IA013 — Introducéo a Computagédo Natural — Prof. Fernando J. Von Zuben
DCA/FEEC/Unicamp

6. Movimento Browniano

e Para modelar regiGes costeiras e montanhas, Sa0 necessarias curvas que parecem
diferentes quando amplificadas, mas que ainda apresentam a mesma Impressao

predominante.
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6.1.Fractais Aleatdorios na Natureza e Movimento Browniano

e Uma caminhada aleatdria (random walk) € um caminho que pode ser gerado por
um processo aleatorio.
X(t+1) = x(t) + Ax

y(t+1) = y(t) + Ay
onde Ax e Ay podem ser distribui¢bes gaussianas de meédia zero e desvio padréo 1.

Random Walk — First 100 Steps Random Walk — 10,000 Steps
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e Este tipo de caminhada aleatoria esta intimamente relacionada ao movimento
browniano, que é encontrado no movimento de particulas em liquidos e gases, e
em ruido branco, comumente usado para descrever outros fendmenos gerados por
caminhadas aleatorias.
e Depositos eletroguimicos constituem um exemplo tipico de movimento browniano.
o Por exemplo, colocando-se uma solucéo de sulfato de zinco coberta com uma
camada fina de n-butil-acetato em uma placa de Petri e aplicando-se uma
corrente continua ao conjunto, é possivel investigar o crescimento de estruturas
fractais de eletro-depositos e suas mudancas morfologicas.

o Experimentos desta natureza sdo importantes em ciéncias de polimeros, ciéncia
dos materiais, imunologia e varias outras areas.

e Um modelo matematico de depdsito de zinco que apresenta um comportamento do
tipo movimento browniano pode ser simulado com uma técnica denominada de

DLA (diffusion limited aggregation):
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o Gere uma grade quadrada de ceélulas;

o Fixe uma unica célula, chamada semente, em uma dada posi¢do da grade (p. ex.
no centro);

o Selecione uma vizinhanga de interesse centrada em torno da semente (p. ex.
usando uma vizinhanca de Moore) e introduza uma nova particula em
movimento nesta vizinhanca;

o Se a particula em movimento sair da vizinhanca, entdo ela é substituida por uma
nova aleatoriamente gerada; sendo, se a particula em movimento encontrar a
semente ou alguma particula agregada a semente, entdo ela se une ao cluster

tornando-se uma particula estatica.
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Resultados da aplicacdo de DLA (diffusion limited aggregation)
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procedure [] = DLA (seed)
C <« generate C //generate Grid
Cr <« select region(seed) //region around seed
p < new particle(Cr) //new particle within Cr
cs « 1 //cluster size
while not stopping criterion do,
p < move particle //moving particle

if p meets cluster,
then attach p to cluster
cs < cs + 1
P < new particle (Cr)
else
if p leaves Cr
P < new particle (Cr)
end if
end if
end while
end procedure

Algoritmo 7.3: Um algoritmo simplificado de agregacao por difusdo limitada.
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e Em uma dimensdo, o movimento browniano é caracterizado por um processo
aleatorio X(t), que corresponde a uma funcdo X de uma variavel real t (tempo),
cujos valores sdo varidveis aleatorias X(t1), X(t2), ... , onde o incremento
X(t2) — X(t1) possui uma distribuicdo gaussiana e 0Ss incrementos quadraticos
médios tém uma variancia proporcional a diferenca entre os tempos:

E[| X(t2) = X(ta) 7] oc [tz — ta]

e Os incrementos de X sdo estatisticamente auto-similares no sentido que:

X(to + t) — X(to) € f(x(t +r) =X (t))

possuem as mesmas funcdes de distribuicdo conjuntas para quaisquer toe r > 0.
e Tomando, por exemplo, to =0 e X(to) =0, ambas as funcdes aleatorias X(t) e

1
W(X(rt)) sdo estatisticamente indistinguiveis; a segunda sendo uma versao

apropriadamente re-escalonada da primeira.
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e Um meétodo popular para gerar movimento browniano €& conhecido como
algoritmo recursivo da subdivisdo (recursive subdivision algorithm), também
conhecido como algoritmo do deslocamento aleatério do ponto médio (random
midpoint displacement algorithm — RMD).

e O RMD opera como a seguir:

o Se 0 processo X(t) deve ser computado para o tempo t € [0, 1], entdo comece
definindo X(0) = 0 e escolhendo X(1) como uma amostra de um valor gaussiano
de média 0 e variancia ¢°.

o No primeiro passo, 0 ponto médio entre t=0 e t=1 é dado pela média entre

X(0) e X(1), mais um desvio D; de média zero e variancia A
X(%2) — X(0) =¥2(X(1) — X(0)) + D1.

o Como uma amostra de uma variavel aleatdria gaussiana possui media 0 e
variancia o?, é esperado que:

var(X(tz) — X(t1)) = |tz — t1|(52.
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o Além disso, a cada iteracdo o numero de fragmentos dobra, e o desvio D, no

tempo n deve ter variancia:

2 1 2
An = 2n+1 Y .
X(t
() a X(t) A
D1 L N L 1:Dzz
.- P ae ,1/ ........................ E
T Do
0.5 1.0 t 0.25 0.5 0.75 1.0 t
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6.2. Movimento Browniano Fracionario

e O termo movimento browniano fracionario (MBF) foi introduzido para se referir a
uma familia de funcfes gaussianas capazes de gerar modelos de séries temporais
naturais.

e Muitas extensdes e variacOes foram propostas para modelar uma vasta gama de

fenbmenos naturais, de paisagens montanhosas a nuvens.
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e O MBF é uma generalizagcdo do movimento browniano definido como um
processo aleatdrio X(t) com incrementos gaussianos e

var(X(t2) — X(t2)) o |tz — t1)*", onde 0 < H < 1.

e Neste caso genérico, 0s incrementos de X sdo estatisticamente auto-similares, com
parametro H, no sentido que:

X(t, +rt)— X(t,)
rH

X(to + t) — X(to) €

possuem as mesmas funcdes de distribuicdo conjuntas para quaisquer toe r > 0.
e Tomando-se, por exemplo, to =0 e X(tp) =0, ambas as funcdes aleatorias X(t) e

1

r_H(X(rt)) sdo estatisticamente indistinguiveis; a segunda sendo uma versao

apropriadamente re-escalonada da primeira.

e Para aplicar o algoritmo RMD ao caso mais geral de MBF é necessario que:
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var(X(tz) — X(t1)) = |tz — t1|2H o2

e O deslocamento do ponto médio torna-se entdo
2

c
A2 = 1_92H-2

n (2n)2H ( ),

e O pardmetro H, denominado coeficiente de Hurst, descreve a ‘rugosidade’ da

fracdo em pequenas escalas.

M H=07

M
H=0.9
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e A extensdo deste algoritmo (RMD) para trés ou mais dimensoes € direta e resulta

em algoritmos capazes de gerar paisagens montanhosas realistas.

e A ideia envolve aplicar o algoritmo RMD a uma grade até que uma determinada
granularidade seja obtida.

¢ O algoritmo opera como a seguir:
o Determine os pontos centrais da grade atual,;
o Perturbe verticalmente cada um dos novos vértices usando uma distribuicdo
gaussiana apropriada;

o Repita para cada novo quadrado reduzindo a perturbagao a cada passo.
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6.3. Escopo do MBF

e Muitos processos dindmicos na natureza envolvem movimento browniano, do
movimento das borboletas ao movimento de particulas em um ligquido ou meio
gasoso.

e Aplicacbes também sdo encontradas em economia (por exemplo, na simulacéo do
comportamento dos precos de acdes e outros bens), ecologia, ciéncia dos materiais,
imunologia, etc.

e Em se tratando de computacdo grafica, MBF pode ser usado para simular o leito de
rios, nuvens, costas maritimas, dobramento e desdobramento de materiais (p. ex.
papel), rachaduras em concretos e pavimentos, projeto de simuladores de voo,

geracao de trafego e animacdo comportamental em geral.
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7. Sistemas de Particulas

e Alguns fendOmenos naturais envolvem a participacdo de diversos elementos basicos
(particulas) como, por exemplo, o movimento de liquidos, gases, nuvens,
explosdes e fogos.

e Os sistemas de particulas (particle systems) podem ser usados para modelar uma
grande variedade de fen6menos desta natureza.

e Um sistema de particulas consiste basicamente de uma colecdo de particulas
(objetos) com algumas propriedades fundamentais e algumas regras de
comportamento que elas devem seguir.

e A definicio precisa destas propriedades e leis vai depender do fendbmeno que se

deseja modelar.
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7.1. Conceitos Basicos

e Uma particula € um ponto no espaco, geralmente tri-dimensional, que possui uma
série de atributos (propriedades) como posicdo, velocidade, cor, tempo de vida,
tamanho e transparéncia.

e Um sistema de particulas (PS) é uma colecdo de particulas que, em conjunto,
representam um objeto.

e As particulas mudam dinamicamente com o tempo em funcdo de forcas externas
OU 0utros processos.

e Os sistemas de particulas foram introduzidos por Reeves em 1983 para modelar o
que ele denominou de objetos fuzzy, como nuvens, fumaca, agua e fogo.

e A representacdo de sistemas de particulas difere em trés aspectos basicos da

representacdo geralmente utilizada em sintese de imagens:
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o Um padrdo ou forma é representado por uma colecdo de particulas (objetos
primitivos) que irdo definir seu volume ao invés de serem representados por um
conjunto de elementos primitivos de superficie;

o As particulas sdo dinamicas, ou seja, elas podem se mover, nascer e morrer;

o Um padrédo representado por particulas ndo € deterministico, ou seja, sua forma
ndo é completamente pre-especificada.

e Algumas propriedades interessantes:

o Uma particula é uma primitiva muito simples;

o A definicdo do modelo é procedural e envolve processos estocasticos;

o Os sistemas de particulas modelam padrbes e formas dinamicas, como
gueimadas e nuvens em movimento;

o O nivel de detalhes pode ser facilmente controlado regulando, por exemplo, a

quantidade de particulas.
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7.2. Modelo Basico

e Em um determinado periodo de tempo, particulas sdo geradas e inseridas no
sistema, se movem e mudam dentro do sistema, morrem e sdo removidas do
sistema.

e Os atributos das particulas e suas regras comportamentais dependem da aplicacéo.

e Na proposta original de PS, Reeves aplicou um sistema de particulas para gerar
uma parede de fogo que foi utilizada no filme Star Trek I1: The Wrath of Khan.

e Neste caso, as particulas possuiam os seguintes atributos:

o Posicéo e Velocidade

o Cor e Transparéncia

o Tempo de vida ou idade
o Forma

o Tamanho
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e O procedimento para computar cada frame (intervalo de tempo) em uma sequéncia

envolve 0s seguintes passos:

o Geragdo de particulas

o Determinacao dos atributos das particulas
o Morte de particulas

o Atualizacgéo das particulas

o Renderizagéo das particulas

procedure [] = PS(max 1t,d, o)
initialize X; //generate particles and assign their attributes
T« 1
while t < max it do,

X < destroy (X, d) //destroy all particles older than d
X « dynamics (X, o) //change each remaining particle
render (X) //draw (render) particles X and plot
initialize X’ //generate new particles

X <« insert (X,X’") //insert the new particles into X

Tt <« t + 1

end while
end procedure

Algoritmo 7.4: Procedimento para implementar um sistema de particulas convencional. (Nota:
Muitos parametros sdo necessarios em fun¢des como initialize e render.)
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7.3. Simulando Fogos de Artificio

e Uma particula sera lancada e explodira apds um determinado tempo de véo.
o A explosdo gera um conjunto de novas particulas.
o Todas as particulas estdo sujeitas a forca da gravidade.
e Atributos das particulas:
o Posicdo: p = (x,y).
o Velocidade: (v,0), v = velocidade e 6 = angulo de disparo.
o Cor: a cor inicial pode ser diferente da cor apds a explosédo e durante a queda.
o Tempo de vida: a particula inicial ‘vive’ até que ela exploda, momento em que
novas particulas sdo geradas e tém seus periodos de vida definidos.
o Forma: todas as particulas podem ter a mesma forma.
o Tamanho: apoés a exploséo, as particulas terdo a metade do tamanho da particula
antes da exploséo.

o Transparéncia: ‘ao gosto do fregués’.
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v=v+a
p=p+tv
onde v é a velocidade da particula e a = (0,—a) € a forca atuando sobre a particula.
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7.4. Escopo dos Sistemas de Particulas

e Sistemas de particulas tém sido usados para modelar quedas d’agua, ondas, fogo,
nuvens, fontes d’agua, fogos de artificio, explosdes, cardumes de peixes, estrelas,
arco-iris, dinamica de fluidos, plantas, arvores, florestas, grama, furacdes,

tempestades de areia, avalanches.

8. Da Geometria Natural a Geometria Fractal
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9. Escopo da Geometria Fractal

e Ja foi discutido neste curso que a natureza é cheia de “regras”, e agora verificamos
que estas regras envolvem irregularidade e auto-similaridade: a natureza possui
uma geometria fractal.

e Curvas como o conjunto de Cantor e a curva de Koch sdo comuns na natureza e no
nosso dia-a-dia.

e VariacOes do conjunto de Cantor ocorrem, por exemplo, em frequéncias de
palavras e letras em linguagem e em ruidos em linhas telefonicas.

e As curvas de Koch servem de modelo para nuvens, costas maritimas, etc.

e Organismos também sdo fractais. Nossos pulmdes, sistema circulatorio, cérebro,
rins e varios outros sistemas e 0rgaos sao fractais.

o O escopo e a importancia dos fractais e da geometria fractal vdo mais alem:

Incéndios em florestas possuem fronteiras fractais;, fractais estdo sendo
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utilizados para modelar a dinamica do HIV; fractais vém sendo usados em
Economia.
e Sistemas-L e sistemas de funcdes iterativas sdo Uteis para o desenho e modelagem
de paisagens naturais, ornamentais e ilustracdes botanicas.
e QOutras aplicac0es:
o Reconstrucéo de espécies extintas de plantas
o ldentificacdo de respostas de plantas a ataques
o Desenvolvimento de modelos estruturais de plantas integrados com ecossistemas
complexos
o Sintese de conchas e outros padrdes naturais
o Modelagem de processos de desenvolvimento e crescimento (sistemas-L)
o Classificacdo de padroes de ramificacdo em plantas e animais
o Predicao de colheitas

o Modelagem de fractais
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o Descricao de inflorescéncias
o Aplicac0es rurais diversas

e Em particular, os sistemas de funcOes iterativas tém tido muito sucesso no
processo de compressao de dados (imagens): compressao fractal.

e Sistemas de particulas tém sido usados também como descanso de tela de
computador e em diversos filmes e desenhos animados, como Tornado e o

Principe do Egito.

10. Ask nature

e Criado pelo Biomimicry Institute (http://biomimicry.net/), o site a seguir € um
banco de dados de solucdes inspiradas na natureza (de estratégias naturais para

otimizacao de recursos a produtos bio-inspirados):

http://www.asknature.org
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