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1. Neuronio artificial
e Modelo matematico: Simplificacbes da realidade com o proposito de representar

aspectos relevantes de um sistema em estudo, sendo que detalhes de menor

significancia sdo descartados para viabilizar a modelagem.

Pesos das
conexoes  py Limiar(bias)

Wik1
Funcéo de
@ | X ativacao Figura 1 — Modelo matematico de um
B < Uk Yk neurénio artificial.
= f(u) —»
L
Saida

Juncao
somadora

\ Xm
e No modelo original de MCCULLOCH & PI1TTS (1943), f(:) € a funcéo sinal.

m
e A saida do neurdnio k pode ser descrita por: y, = f(u )= f Zwijj +b,
j=1
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e E possivel simplificar a notacdo acima, de forma a incluir o limiar (offset),

definindo um sinal de entrada de valor fixo xo = 1 com peso associado W,, =D, :

Ve =f(u)=f| D wx; |= f(wa)
=0

1.1 Exemplos mais usuais de funcdes de ativacao

e A funcdo de ativacdo pode ser linear ou ndo-linear. No caso linear, vai
corresponder a funcéo identidade. No caso néo-linear, ela pode evidenciar o limiar
de ativacao, por exemplo, ao se adotar a funcédo sinal, ou o efeito de saturacao, por
exemplo, ao se adotarem as funcgoes sigmoidais.

e Um desafio associado as funcdes sigmoidais é que elas sdo fungdes transcendentes
(ndo podem ser expressas por uma combinacdo finita de operacdes algebricas),
embora tenham derivadas de facil computacdo. Com o advento das tecnicas de
deep learning, funcbes lineares por partes ganharam espaco, por apresentarem

uma melhor relacdo custo-beneficio (eficiéncia no ajuste de pesos x desempenho).
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epuk B 1 @k
ePh +1 1+e P A,

Y = f(u)=

a) b)

Figura 2 — Fungé&o logistica (a) e sua derivada (b) em relagéo a entrada interna U, .
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Puy _ e_ Puy

_ _ _¢ ¥
Yi = F(uy) = tanh(puy) = T éu—‘;: p(l—yf)>0

a) b)
Figura 3 — Fungéo tangente hiperbdlica (a) e sua derivada (b) em relacdo a entrada interna U, .

e Esta é uma das funcOes de ativacdo mais adotadas em implementac6es praticas do

curso, com parametro p = 1 fixo.
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e Uma funcdo de ativacdo que passou a ser amplamente utilizada em deep learning
e a Rectified Linear Unit (ReLU), apresentada a seguir e cuja equacéo e dada por:
Y, = f(u) =max(0,uy)

e Trata-se de uma funcéo linear por partes, de facil computo do gradiente e que

opera como uma porta: a ativacao interna do neurdnio passa ou nao passa.

Rel.U - Rectified Linear Unit

2.5
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1
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e No entanto, a ReLU apresenta uma desvantagem em potencial. Caso muitos

neurdnios ativem com valores negativos para muitos estimulos de entrada, eles
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deixam de participar do processamento da rede neural e ndo podem ter suas
conex0des sinapticas ajustadas, pois a funcdo de ativacdo tem derivada nula. Com
1SS0, uma opcdo valida € adotar a funcédo Leaky RelL U, na forma:
u, seu, >0 .
Y = , para « proximo de zero.
au, seu, <0

Leaky ReLU

25

15

Yi
-

0.5

-0.5

e Variantes como ELU e SELU também tém sido consideradas. Para uma analise

comparativa, consulte PEDAMONTI (2018).
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2. Produto interno e projecao

Vi
V- avs

av, Vs
Figura 4 — Projecdo realizada pelo produto interno no 9R2
e Sejam vi, V2 € R? elementos ndo-nulos. Considere um escalar a tal que av;
corresponda a projecao de vi na direcdo de v.. Entdo, pode-se afirmar que
conduzindo a
(avy,v, —av,)=0,

e Logo,
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a(V,, V) —a®(V,,v,) =0
permitindo obter a na forma

(V2. Vy)

a:<V2’V2>'

e |[sto significa que a projecao de vi na direcdo de v, (v2 = 0) assume a forma:

projy, (v;) = ZV—X;v
2172

e Mantendo constante 0 modulo de vi, a sua projecdo na direcdo de v» é tdo maior
guanto mais colineares forem esses dois vetores.

e O produto interno, portanto, permite o estabelecimento de uma associacao bem
definida entre o vetor de estimulos de entrada de um neurdnio e o seu vetor de
pesos sinapticos, de modo que o neurdnio ativa mais quanto mais colineares forem

esses dois vetores, SUpOﬂdO norma constante para esses vetores.
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Pesos das
conexoes by Limiar(bias)
'
Funcao de
0 X5 ativacao
-‘3 < Uk Yk
LLJ .
Saida
Juncao
L X somadora
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3. Funcéo de expanséo ortogonal

0.8f

f5(x) "l 7 f.(vTx) *°
) I ] J
0.4

0.4r

_ x2 1
(a) fj(x):e 0 (b) fj(vTx)ze

Figura 5 — Fungdo de expansio ortogonal em que v =[10]" ex =[x, x,]" .

e A funcéo de expanséo ortogonal é conhecida na literatura em lingua inglesa como

ridge function.
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4. Redes neurais e perceptron com uma camada intermediaria
e O processo de conexdo entre neurdnios artificiais leva a geracdo de sinapses e a

construcdo de redes neurais artificiais.

Figura 6 — Estabelecimento de conexao entre dois neuronios artificiais.
e Em estruturas com camadas plenamente conectadas, a saida de cada neurdnio de

uma camada precedente € entrada para todos os neuronios da camada seguinte.
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Figura 7 — Rede neural perceptron com uma camada intermediaria.
Do inglés Multilayer Perceptron (MLP).

S, :Zijf(Zm:VjiXij =2 W, f (v}x)z 9,(x,0), k=1,..,r

n n
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5. Multiplas camadas com funcéao de ativacao linear

e [remos mostrar aqui que, na eventualidade de se considerar apenas funcdes de
ativacdo lineares, o uso de multiplas camadas intermediarias ndo traz nenhum

beneficio ao processamento.

Output y — WX+ b

Hidden Layer

Input
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Output

Hidden Layer 2

Hidden Layer 1

Input

y=Wx+Db

which is just another
linear operation
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6. Contribuicao de cada neuronio em uma rede MLP

e O mapeamento nao-linear realizado por uma rede neural do tipo perceptron de
uma camada intermediaria € uma combinacdo linear de funcdes de expansao
ortogonal, ou seja, funcdes que tém a forma de tangente hiperbdlica em uma
direcdo e sdo constantes nas demais direcGes ortogonais a esta unica direcdo em
que a forma da funcao se manifesta.

e Como um exemplo, vamos tomar amostras de um mapeamento do R? para o R?, e
utilizar uma rede neural com 5 neurbnios na camada intermediaria para buscar
aproximar este mapeamento, o qual pode ser visualizado no R°.

e Os pesos sinapticos resultantes do processo de treinamento estdo apresentados na
sequéncia, sendo que a rede neural tem ao todo 3 x 5 + 6 x 1 = 21 pesos
ajustaveis. Sao 2 entradas, 5 neurdnios na camada intermediaria e 1 saida, mais as
entradas constantes (entradas de limiar ou offset) de todos os 6 neurdnios da rede

neural.
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e Pesos sinapticos da camada intermediaria (cada coluna representa 0s pesos de um

neuronio):
-0.20008939714462 -0.70051908010040 0.39699221844113 -0.10003863267278 0.69606262467282

0.70018168528932 0.10015860417667 0.19860028823484 -0.29996195303800 0.29869112235480
-0.30006398146599 0.80022209855791 0.49372400421686 0.50005427222963 0.89515012131364

e Pesos sinapticos da camada de saida:
0.99989340388393
0.79971888341317
0.90007841696146
0.38564988369799
0.79996881679466
0.71442550587375

e Obs: O peso de limiar é o primeiro peso de cada neurdnio.
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1A353 — Prof. Fernando J. Von Zuben
DCA/FEEC/Unicamp

Mapeamento a ser aproximado

Figura 8 — Mapeamento a ser aproximado.
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Contribuicao do neuronio 1

Figura 9 — Contribuicdo do neurdnio 1, ja multiplicada pelo peso do neurénio de saida.
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Contribuicao do neuronio 2

Figura 10 — Contribuicdo do neurdnio 2, ja multiplicada pelo peso do neurdnio de saida.
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Contribuicao do neuronio 3

Figura 11 — Contribuicdo do neurdnio 3, ja multiplicada pelo peso do neurdnio de saida.
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Contribuicao do neuronio 4

Figura 12 — Contribuicdo do neurdnio 4, ja multiplicada pelo peso do neurdnio de saida.
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Contribuicao do neuronio 5

Figura 13 — Contribuicdo do neurdnio 5, ja multiplicada pelo peso do neurdnio de saida.
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7. O papel dos pesos sinapticos

p
y=¢o+ > c,g(b,x+a,)
n=1

L )
WV
+) ) g |
X )
NS
&) .
l@
U @
u, Yo
+ g
X o)
N

a : deslocamento no eixo x
y=¢, +¢,g(bx+a,)+c,g(b,x +a,)= {b:inclinagdo dasigmoide
c :amplitude da sigmoide
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Exemplo: Forma “construtiva” de aproxima¢ao de um mapeamento nao-linear
empregando neurbnios com funcdo de ativacdo do tipo tangente hiperbolica.
Exemplo considerando um dnico estimulo de entrada.

f(w)=c,g(bx+a,)+c,g(b,x+a,)+csg(b,x+a,)+c,g(b,x+a,)+csg(bsx+ag )+ ¢,

a b c d e bias
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at+b+c+d

L i L bias i

at+b+c+d+e

a+b+c+d+e+bias

Figura 14 — Composicéo aditiva de ativacoes na reproducdo de um mapeamento nao-linear.

O mapeamento a ser aproximado se encontra na ultima figura a direita. Ler por coluna.

Topico 4: Redes Neurais Nao-recorrentes 27



1A353 — Prof. Fernando J. Von Zuben
DCA/FEEC/Unicamp

8. Superficie de erro

e Seja X uma regido compacta do R™ e seja g: X< R —> R a funcdo a ser
aproximada (formulacéo para uma Unica saida, r = 1).

e Os dados de aproximagdo {(x.8) € R™ x%®}h,; sdo gerados considerando que os
vetores de entrada x; estdo distribuidos na regido compacta X < R™ conforme uma
funcédo densidade de probabilidade de: X < R™ — [0,1] e que os vetores de saida s

sdo produzidos pelo mapeamento definido pela funcéo g na forma:

S| =g(X|)+8|, Izl,,N

onde g € R e uma variavel aleatoria de meédia zero e variancia fixa.

e A funcdo g que associa a cada vetor de entrada X € X uma saida escalar s € R
pode ser aproximada com base no conjunto de dados de aproximacao
{(x;,5) € R"xRKY,; por uma composicdo aditiva de funcBes de expansdo

ortogonal na forma:
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§=0(x.,0)= ZW f(ZVanj:ngf(Vzjl)

onde #¢é o vetor contendo todos os pesos da rede neural.
e Logo, o erro quadratico médio produzido na saida da rede neural, considerando as

N amostras, assume a forma:

3(0)= 3 26 = 1 2(0601,0)-5) -

LM=

53 DD RN 3 DRI |

I=1\ j=0
e Sendo P a dimensdo do vetor 6, entdo tem-se que: J : R° — R
e A superficie de erro definida por J(@) reside no espago R"™*, sendo que se deve

buscar em R" um ponto que minimiza J(0), supondo que se queira minimizar o

erro entre a saida produzida pelo rede neural e a saida desejada.
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9. Aprendizado a partir de dados amostrados
e O aprendizado supervisionado pode entdo ser visto como um problema de
otimizacdo ndo-linear, onde a funcdo-objetivo (critério de desempenho a ser

otimizado) depende do vetor @ € R" de parametros ajustaveis:
min J(0)

HeRrP

e Repare que resultou um problema de otimizacdo nao-linear irrestrita, pois se
admite qualquer valor real para os elementos do vetor 8. Como a func¢éo-objetivo
J (@) depende nédo-linearmente (a0 menos de parte) dos elementos do vetor 6, ndo
e possivel produzir uma solucdo na forma fechada, devendo-se recorrer a um
processo de ajuste iterativo, na forma:

0., = 6, + passo, *dire¢do, , com ¢, fornecido.
e A funcdo objetivo, portanto, representa a formalizacdo matematica do que se quer

obter com o treinamento, e a expressao acima aponta para um metodo de solucéo.
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e Evidentemente, € necessario definir um procedimento para a obtencdo do passo e
da direcéo de ajuste a cada iteracdo k, além da condicdo inicial e de um critério de
parada do processo iterativo.

e Partindo-se, portanto, do conjunto de dados de treinamento {(X;,5,) € R"™ xR},
que na verdade contém pontos amostrados do mapeamento de entrada-saida que se
quer sintetizar, existem 3 mapeamentos envolvidos no processo de treinamento

supervisionado:

1.0 mapeamento a ser aproximado (do qual se conhece apenas pontos

amostrados);

2. O mapeamento resultante do processo de aproximacado, fornecido pela rede

neural apos o treinamento;

3. O mapeamento entre o vetor fe J(#), denominado superficie de erro.
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/

Figura 15— Mapeamento desconhecido a ser aproximado. Duas dimensoes estao

sendo consideradas, ou seja, m = 2, apenas para efeito de visualizacéo.
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Figura 17 — Amostras expressando o comportamento da fungdo para pontos
especificos da regido de operacédo. Essas amostras comporao 0s conjuntos de
treinamento e validacdo (sendo que os dois conjuntos sdo independentes entre si).
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v
v

(@) (b)

v

v

(© (d)

Figura 18 — (a) Mapeamento a ser aproximado (agora considerando apenas uma
entrada); (b) Amostras disponiveis; (c) Resultado de um processo de aproximacao
com sobretreinamento; (d) Resultado de um processo de aproximacgdo sem
sobretreinamento.
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(a) (b)

Figura 19 — Comparacao de desempenho para dados de treinamento (pontos em
preto) e validacdo (pontos em branco), de modo a medir a capacidade de
generalizacdo dos mapeamentos produzidos.

e O mapeamento da esquerda apresenta um erro de treinamento muito baixo, mas
um erro de validacdo bastante elevado, quando comparado ao mapeamento da
direita.
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10. O problema do OU-exclusivo em MLP
e Considere os pontos (0,0),(0,1),(1,0) e (1,1) no plano R?, conforme apresentado na
Figura 20. O objetivo € determinar uma rede com duas entradas x; € {0,1} (i=1,2),

(X{,X,)=(0,0)0u(1,1)=y=0

e uma saiday € {0,1} de maneira que:
(X{,X,)=(10)ou(0,1])=y=1

2
(1,0) (1L.1)
X - m - y=0
>< —=y=1
\NZ. X
oo > 0) :

Figura 20 — O problema do OU-exclusivo
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¢ Inicialmente sera analisado o comportamento de um neurdnio tipo perceptron
(veja Figura 21) no processo de solucdo do problema exposto acima. A saida y
pode ser representada na forma:

g(uy=1seu=>0

= g(wiX1 + W2X2 + Wo) onde
Y = g(Wxs + WaXa + Wo) {g(u)zOseu<0

S

5

Z_“>9L,

X5

S

Figura 21 — Neurobnio tipo perceptron, com duas entradas (mais a polarizacéo)

e Para qualquer valor dos parametros wo, Wi e Wy, a funcao g(u) separa o espaco de

entradas em duas regides, sendo que a curva de separacao € uma linha reta.
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e No problema do OU-exclusivo (Figura 20), pode-se constatar que ndo existe uma
Unica linha reta divisoria de forma que os pontos (0,0) e (1,1) se posicionem de
um lado enquanto que (0,1) e (1,0) permanecam do outro lado da linha.

e Logo, pode-se imediatamente concluir que um neurdnio tipo perceptron nao
apresenta grau de liberdade suficiente para resolver o problema proposto, o que foi
corretamente constatado por MINSKY & PAPERT (1969).

e No entanto, esses autores também acreditavam que nédo havia razao para supor que
redes multicamadas pudessem conduzir a uma solucdo para o problema proposto.
Esta hipotese so foi definitivamente rejeitada com o desenvolvimento do
algoritmo de retro-propagacao (back-propagation), ja nos anos 80 (RUMELHART &
MCCLELLAND, 1986), o qual permite o ajuste automatico de pesos para redes
neurais multicamadas, arquitetura necessaria para a realizacdo de mapeamentos

nao-lineares arbitrarios.

Topico 4: Redes Neurais Nao-recorrentes 40



1A353 — Prof. Fernando J. Von Zuben
DCA/FEEC/Unicamp

e Considere o problema de mapeamento de uma rede neural tipo perceptron, com

uma camada intermediaria (Figura 23), aplicada ao problema do OU-exclusivo.

N1

6
&

O
@$ %@
M ™)
® &

Figura 23 — Perceptron de trés camadas (uma camada intermediaria).
e A camada de entrada fornece um vetor de entrada (xi,X2) para a camada
intermediaria, enquanto que a camada intermediaria produz duas saidas
21=SgN(W1o+W11X1+tW12X2) € Zo=Sgn(WaotW21X1+W22X2). Na camada de saida, o sinal

de saida da rede neural € dado por y=sgn(wo+w1z1+W>Z>).
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Surge uma questdo: existem parametros wj; (i=1,2; j=0,1,2) e wix (k=0,1,2) tais
que y = 0 para as entradas (0,0) e (1,1) e y = 1 para as entradas (1,0) e (0,1)?
As saidas da primeira camada (z1 e z2) podem ser consideradas como variaveis

intermediarias utilizadas na geracdo da saida y. As variaveis z; e z, formam o que

serd denominado mais a frente no curso de espaco de caracteristicas.
Do que ja foi visto a respeito de um neurdnio tipo perceptron, sabe-se que existem

pesos wij (j=0,1,2) tais que (veja curva de separacdo L1 na Figura 24(a)):

(0,1) produzazi =1
(0,0),(12,0),(2,1) produza z; = 0.

De forma similar, existem pesos wo; (j=0,1,2) tais que (veja curva de separac¢ao L.
na Figura 24(a)):

(0,1),(0,0),(1,1) produza z; =1
(1,0) produza z; =0

Topico 4: Redes Neurais Nao-recorrentes 42



1A353 — Prof. Fernando J. Von Zuben
DCA/FEEC/Unicamp

/

X VA
* (0,0) / (L,0) ! * (0,0) L

(@) (b)
Figura 24 — Realizacéo da funcdo OU-exclusivo

e A discussdo acima mostra que existem pesos wi;; (i=1,2; j=0,1,2) de maneira que a
entrada (0,1) resulte em z; =1, z2 =1, e a entrada (1,0) resulte em z; = 0, z; = 0,
enguanto que (0,0) e (1,1) produzam z; = 0, z; = 1. Ja que (0,0) e (1,1) podem ser
separados linearmente de (0,1), como mostrado na Figura 24(b) pela curva de
separacdo L, pode-se concluir que a funcdo booleana desejada pode ser obtida

utilizando-se perceptrons em cascata, ou seja, 3 neurdnios do tipo perceptron.
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11. Otimizacao nao-linear e capacidade de generalizacéao

Diversos tipos de parametros da rede neural poderiam ser submetidos a processos
de ajuste durante o treinamento, como (i) pesos sinapticos; (ii) parametros da
funcdo de ativacdo de cada neurdnio; (iii) numero de neur6nios na camada
intermedidria; (iv) nUmero de camadas intermediarias.

Iremos nos restringir agui ao ajuste dos pesos sinapticos. Neste caso, 0 processo
de treinamento supervisionado de redes neurais artificiais multicamadas €
equivalente a um problema de otimizagdo nédo-linear irrestrita, em que a superficie
de erro € minimizada a partir do ajuste dos pesos sinapticos.

Iremos nos restringir também a redes MLP com uma Unica camada intermediaria,
visto que com apenas uma camada intermedidria a rede neural ja apresenta
capacidade de aproximacao universal (CYBENKO, 1989; HORNIK et al., 1989;
HORNIK et al., 1990; HORNIK et al., 1994).
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e Um problema comum a todos os modelos de aproximacdo de funcdes que
possuem capacidade de aproximacéo universal, ndo apenas redes neurais artificiais
do tipo MLP, é a necessidade de controlar adequadamente o seu grau de
flexibilidade.

e Como o conjunto de amostras disponivel para treinamento supervisionado é finito,
infinitos mapeamentos podem produzir 0 mesmo desempenho de aproximacao,
independente do critério de desempenho adotado. Esses mapeamentos alternativos
vao diferir justamente onde ndo ha amostras disponiveis para diferencia-los.

e Visando maximizar a capacidade de generalizacdo do modelo de aproximacéo
(no caso, uma rede neural MLP), ou seja, buscando encontrar o grau de
flexibilidade adequado para o modelo de aproximacdo (dada a demanda da
aplicacdo), um procedimento recomendado é dividir o conjunto de amostras
disponivel para treinamento em dois: um conjunto que serd efetivamente

empregado no ajuste dos pesos (conjunto de treinamento) e um conjunto que sera

Topico 4: Redes Neurais Nao-recorrentes 45



1A353 — Prof. Fernando J. Von Zuben
DCA/FEEC/Unicamp

empregado para definir o0 momento de interromper o treinamento (conjunto de
validacao).

e Deve-se assegurar gue ambos 0s conjuntos sejam suficientemente representativos
do mapeamento que se pretende aproximar. Assim, minimizar o erro junto ao
conjunto de validacdo implica em maximizar a capacidade de generalizacao.
Logo, espera-se que a rede neural que minimiza o erro junto ao conjunto de
validacdo (ndo usado para o ajuste dos pesos) tenha o melhor desempenho
possivel junto a novas amostras.

e A figura alto/esquerda a seguir mostra um mapeamento unidimensional a ser
aproximado (desconhecido pela rede neural) e amostras sujeitas a ruido de media
zero (Unica informacéo disponivel para o treinamento da rede neural). A figura
alto/direita mostra o resultado da aproximacao produzida por uma rede neural com
poucos neurdnios, a qual foi incapaz de realizar a aproximacgdo (tem baixa
flexibilidade).
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-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 25 — Dados amostrados, funcdo a ser aproximada e modelos de aproximagao com
diferentes capacidades de generalizacéo
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e Ja as figuras baixo/esquerda e baixo/direita mostram o resultado de uma mesma
rede neural (com numero suficiente de neurdnios), mas a esquerda ocorreu sobre-
treinamento, enquanto a direita o treinamento foi interrompido quando se
minimizou o erro junto a dados de validacdo (ndo apresentados).

e Curvas tipicas de erro de treinamento e validacédo sdo apresentadas a seguir.

Training (blue) X Validation (red) Training (blue) X Validation (red)
3 L L T T T T T T

10—1.4 L

10-1.5 L

Squared error
Squared error

10"

r r r r r r r r r r L L r L L L L L L L
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Epochs Epochs

Figura 26 — llustracdes tipicas da evolucéo, ao longo das épocas de treinamento, dos erros de
treinamento (azul) e de validacio (vermelho) em treinamento supervisionado de redes MLP.
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No entanto, nem sempre o erro de validacao apresenta este comportamento, e cada
caso deve ser analisado isoladamente.

Este mecanismo de regularizacdo do treinamento de redes neurais € denominado
holdout, por manter de fora do treinamento um subconjunto das amostras.

Como a curva do erro de validacdo oscila bastante e esbo¢ca um comportamento
pouco previsivel, ndo ¢ indicado desenvolver detectores automaticos de minimos e
encerrar o treinamento ali. O mais indicado é sobretreinar a rede e armazenar 0s
pesos associados ao minimo do erro de validacéo.

N&o existe um consenso sobre como fazer o melhor particionamento do conjunto
de dados, ou seja, sobre como dividi-lo de forma que possamos encontrar uma
rede com a melhor capacidade de generalizacdo em todos o0s casos. Uma sugestao
de partida pode ser 80% das amostras para treinamento e 20% para validacéo.

No caso em que as amostras correspondem a dados rotulados em problemas de

classificacdo de padrdes, procure respeitar a distribuicdo junto a cada classe.
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e Quando a quantidade de dados ¢ elevada, € comum também realizar uma terceira
particdo, chamada de conjunto de teste. Neste caso, 0 objetivo do treinamento
continua sendo a minimizacdo do erro junto ao conjunto de validagdo, mas o

desempenho final da rede neural € medido junto ao conjunto de teste.

11.1 Validacao cruzada com k pastas

e A técnica holdout que acabou de ser descrita tem uma desvantagem importante:
alguns dados disponiveis sempre serdo usados no ajuste dos pesos e outros nunca
serdo usados para este fim, pois compdem o conjunto de validacéo.

e Uma técnica mais elaborada é dividir o conjunto de amostras disponiveis para
treinamento em Kk pastas e realizar k treinamentos, cada um considerando k-1
pastas para o0 ajuste de pesos (equivale ao conjunto de treinamento da secao
anterior) e 1 pasta para a validacao (equivale ao conjunto de validacdo da secao

anterior).
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e Com este procedimento, toda amostra disponivel vai aparecer k—1 vezes no
conjunto de treinamento e 1 vez no conjunto de validacdo. Repare que os k
conjuntos de treinamento terdo composicao distinta, assim como o0s k conjuntos de
validacdo. O desempenho da rede neural é geralmente tomado como a média do

desempenho das k redes neurais obtidas.

NOmero total de amostras

‘ Validacdo ‘ | | ‘ ‘
fremamente Figura 27 — Esquema de divisdo das amostras
‘ ‘ Validacao | | ‘ ‘ . , - .
—— — disponiveis para treinamento na abordagem de
reinamento reinamento
‘ ‘ | | ‘ ‘ validacdo cruzada com k-pastas (k-fold cross-
Validagdo
: : validation), com k=5.
Treinamento Treinamento
| | ‘ ‘ Validac&do | |
<>
Treinamento Treinamento

| | ‘ ‘ | Validag&do |

Treinamento
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11.2 Rede neural MLP como um modelo instavel

e Como todos os modelos que apresentam capacidade de aproximacao universal, a
rede neural MLP é considerada um modelo instavel, no sentido de que a proposta
de mapeamento de entrada-saida pode sofrer mudancas ndo-esperadas com a
simples inclusdo de uma amostra adicional junto ao conjunto de dados de
treinamento.

e Essa instabilidade simplesmente é o reflexo do grau de flexibilidade e do poder de
aproximacdo e ndo necessariamente se apresenta como uma desvantagem em
aplicacOes praticas. De fato, esta propriedade € fundamental para o sucesso de
abordagem de comité de maguinas, denominada ensemble, e também da técnica de
dropout, a ser vista mais adiante.

e As técnicas de regularizacdo holdout, k-fold cross-validation e dropout podem ser
interpretadas, entdo, como uma forma de “robustecer” o resultado do processo de

aproximacao do mapeamento de entrada-saida a partir de modelos instaveis.
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11.3 Gradiente, hessiana e algoritmos de otimizacéo

e Considere uma funcéo continua e diferenciavel até 2a. ordem em todos 0s pontos
do dominio de interesse, tal que: f: R" > R e x € K"

e Expansdo em série de Taylor em torno do ponto x* € R"

f(x) = f(x*)+ VFf(x*)" (x—x"‘)jL%(x—x"‘)T V2 (x*)(x —x*)+0(3)

of ()] 0%f(x*) O°f(xY)  A*f(x¥)
%, OxX{ OX,OX, OX, 0,
of (x*) % f(x*) 0 f(x*)
Vi) =|  ax, V() =| ox,ox,  ox2
o) RIS 01 (%)
| X | O%,0xy oxZ |
Vetor gradiente Matriz hessiana
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e O algoritmo de retropopagacéo do erro (do inglés backpropagation) é empregado

para obter o vetor gradiente, onde cada elemento do vetor gradiente esta associado

a um peso da rede neural e indica o quanto a saida ¢ influenciada por uma variacao

incremental neste peso sinaptico.
1

1

e Funcdo y=f(x)=

_|_
(x-0.3)° +0.01 (x-0.9)° +0.04

— 6, conhecida como hump

function, e suas aproximacoes de 1a. e 2a. ordem no ponto x = 0.45.
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e Existem varias técnicas para obter exatamente ou aproximadamente a informacéo
de 2a. ordem junto a superficie de erro produzida por redes neurais MLP (BATTITI,
1992; BisHoP, 1992).

e O processo de otimizacdo ndo-linear envolvido no ajuste de pesos de uma rede
neural vai realizar aproximacdes locais de primeira ordem ou de primeira e
segunda ordem junto a superficie de erro e realizar ajustes incrementais e
recursivos na forma:

6, .1 = 6, +passo, *diregao,
e Parte-se de uma condicdo inicial g, e se aplica iterativamente a formula acima,

sendo que a direcido depende da informacao local de primeira e segunda ordem.
Como ja comentado, cada proposta de algoritmo de otimizacdo vai diferir na
forma de computar o passo e a direcao de ajuste, a cada iteracao k.

e No Topico 8 do curso iremos retomar 0s conceitos de otimizacdo ndo-linear

irrestrita, com enfoque em deep learning.
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11.4 Minimos locais

e Como o processo de ajuste € iterativo e baseado apenas em informacodes locais, 0s
algoritmos de otimizacdo geralmente convergem para o minimo local mais
proximo de onde se encontra a busca, que pode representar uma solucdo

inadequada (com nivel de erro acima do aceitavel).

10

101 Minimo local

15+

Minimo global

20— : : : : :
2 415 1 05 0 0.5 1 15 2

Figura 28 — Exemplo ilustrativo de minimos local e global (considerando uma Unica variavel).
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Note que algoritmos de 2a. ordem tendem a convergir mais rapido para 0S
minimos locais, mas ndo se pode afirmar que eles convergem para minimos de
melhor qualidade que aqueles produzidos pelos algoritmos de primeira ordem.

Um conceito relevante aqui € o de bacia de atracdo. Todo minimo local tem uma
bacia de atracdo e o minimo local a ser fornecido pelo algoritmo de otimizacao
tende a ser aquele em cuja bacia de atracdo se encontra a condicao inicial (ponto
de partida da busca iterativa).

Isso € bem provavel no caso de buscas iterativas que ddo passos sempre
minimizantes, mas podem ocorrer passos capazes de deslocar a busca para bacias
de atracdo vizinhas, associadas a outros minimos locais.

A trajetoria da condicao inicial até o 6timo local resultante sera certamente distinta
para algoritmos de la. e 2a. ordem, pois eles diferem a cada iteracdo da busca,
mas o resultado final tende a ser o0 mesmo, a menos que haja deslocamentos

casuais para outras bacias de atracao vizinhas.
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Figura 29 — Exemplo de bacia de atra¢do de um minimo local
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11.5 Condicao inicial para os pesos darede neural

e Embora existam técnicas mais elaboradas (GLOROT & BENGIO, 2010), os pesos da
rede neural podem ser inicializados com valores pequenos e aleatoriamente
distribuidos em torno de zero.

e Esta inicializacdo promove as seguintes propriedades da rede neural inicial:

v" O mapeamento realizado pela rede neural tende a se aproximar de um
hiperplano, ndo apresentando, assim, nenhuma tendéncia definida, em
termos de comportamento nao-linear;

v' A ativacdo de todos os neurdnios vai se encontrar fora da regido de
saturacdo (no caso de funcdes sigmoidais), facilitando o processo de ajuste
de pesos, a ser iniciado.

e Em termos praticos, com este procedimento de inicializacdo, 0 mapeamento
produzido pela rede neural comeca sem nenhuma contorcdo expressiva, mas com

maxima capacidade de se contorcer de acordo com a demanda da aplicacao.
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11.6 Critério de parada

e O critério de parada mais empregado € 0 numero maximo de épocas de
treinamento, onde uma época é dada pela apresentacdo de todas as amostras do
conjunto de treinamento a rede neural.

e Mas existem outros critérios que podem ser considerados conjuntamente ou em

substituicdo ao numero de épocas:
v Mddulo do vetor gradiente abaixo de um certo limiar;
v Progresso do erro de treinamento abaixo de um certo limiar;

v" Grau de ajuste dos pesos sinapticos abaixo de um certo limiar.

e Esses limiares mencionados nos trés itens acima devem ser definidos pelo usuario,
havendo a necessidade de realizacdo de alguns testes junto a cada aplicacao

pretendida.
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12. Processo lterativo para MLP — Método Padréo-a-Padréao

Obs1: Esta sendo considerada a aplicacdo de um método de 1a. ordem para ajuste dos pesos.
Obs2: Este método e variacdes dele sdo conhecidas como stochastic gradient descent (DUCHI et
al. 2011).

e Defina uma condicéo inicial para o vetor de pesos w e um passo « pequeno;
e Faca k = 0 e calcule J(w(k));
e Enquanto o critério de parada néo for atendido, faca:
¢ Ordene aleatoriamente os N padrdes de entrada-saida;
¢ Para |l variando de 1 até N, faca:
Apresente o padréo | de entrada a rede;
Calcule J,(w(k)) e VJ,(w(k));
w(k +1) = w(k) —aVJ, (w(k));
¢ k=k+1;
¢ Calcule J(w(k));
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13. Processo lterativo para MLP — Método em Lote ou Batelada

Obs. 1: Esta sendo considerada a aplicacdo de um método de 1a. ordem para ajuste dos pesos.
Obs. 2: Versdes intermediarias entre padrao-a-padrao e batelada tém sido bastante empregadas,
sendo denominadas de mini-batch (https://machinelearningmastery.com/gentle-introduction-

mini-batch-gradient-descent-configure-batch-size/).

e Defina uma condicédo inicial para o vetor de pesos w e escolha um passo «
pequeno;

e Faca k = 0 e calcule J(w(k));
e Enquanto o critério de parada néo for atendido, faca:
¢ Para |l variando de 1 até N, faca:

Apresente o padrdo | de entrada a rede;
Calcule J,(w(k)) e VJ,(w(k));

o Wik +1) =w(k) —%iwl (w(k)):
=1

e k=k+1;
¢ Calcule J(w(k));

Topico 4: Redes Neurais Nao-recorrentes 62



1A353 — Prof. Fernando J. Von Zuben
DCA/FEEC/Unicamp

14. Vetor gradiente para redes MLP

e Nesta secdo, sdo apresentados todos o0s passos até a obtencdo das derivadas
parciais da funcdo J (@) em relagéo aos pesos Vj; € W, com I, J e k quaisquer, na
rede neural MLP apresentada a seguir, a qual tem maltiplas saidas, num total de r
saidas.

e O vetor @ contém todos 0s pesos sinapticos da rede neural, ordenados de forma
arbitraria, mas fixa.

e A funcéo-objetivo a ser minimizada € dada por:

1 N r 1 N r n m 2
J(0)=-2.D (k=8 ) =-> 2 1Sk~ Zijf(ZVjanJJFWko
213k 213ika j=1 i=0
e \VVamos obter ;i/—‘] com j=1,....n e i=0,....m, e obter ﬂ, com k=1,....,r e

ji kj

J=0,...,n. Esta sendo considerado que xio =1, I=1,...,N.
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Resolucao:

Para evitar ambiguidade de sub-indices, os indices i, j e k de J(@) serdo
renomeados, respectivamente, para I, J e K, produzindo:

i Zrl {SIK _LG::lWKJ : (iv‘" i j+WKO}}2

I=1K=1 1=0

1(O)=33 3 (5w ~1c)’ =

I=1K=1

I\JIH

Trés variaveis auxiliares serdao consideradas:

ek =Sk —Sik

m
Uy =D VX
1=0
yiy = f(uy)
As propriedades de operadores de diferenciacdo que iremos aplicar sdo a regra da

cadeia e equivaléncia entre a derivada da soma e a soma das derivadas.
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Parte 1 da Solucao:

m
Sabendo que § = ZWKJ (ZVJ,XH j+WK0, entdo tem-se:
=1 =0

o(5). avj[zwm zjw}zaﬂwf(zjw}

Ji J=1 =0 J=1 =0
=£{W -f(iv- X } g {W [Zv X Héy =W -i[f(u-)]z
avji Kj ~ JIAM 8y|J Kj JIAI avjl Kj avji lj
0 m m
= Wi 5(3., [f (UU )} U: _WKJf,(uU) i (IZ_;,)VnXuj—WKJf'(uu);)avi“@ﬂxll)
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=W (U )%(Vjixn )=wig £ (uy ) %
ji

28 )——iiemqu (Ulj)Xn:> aj(e):_%‘zr_“(s"(_élK)WKjf'(u”)X”

Vi 1=1K=1 Vj; I=1 K

Parte 2 da Solucao:

2(0)_ &NJZZZrl( Sic) }:awikj{%%éed:%ié W

aij =1 K=1

1%5(%) 1%a(el) (en) Z . (elk) Z . (elk)a(§lk):_%elka(§lk)

212 OWg 213 08 OWg 1o OW OSy O - OW

m
Sabendo que $ .= ZWKJ (ZVJ, X, j+ W, €ntdo tem-se:
=1 =0

0(S) _ > w, f (ivu X, j—l—Wko:| — Zn“awiiwkj f (ivj. X, j+wk0:| -

oW OW |:J1 1=0 I 1-0
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e a m -
—| W, f V. X se |0 m
= 5ij - ‘ (Z;‘) ! “j} J = f(zvhxllj se j=0
B = 1-0
—8 [ 1 -
W] se j=0 1sej=0
ﬁwkj

03(8) _ 3~ 9(5i) _ Lﬁielkf(ivj'x"j s %0

aij _Z Ik aWkJ

N
— &k se j=0
G E
— -
> (s =S ) T VX, | se |#0
33(9)_ E( k=S (% jl ||j J

N
D (sk—%k) se j=0

§ |:1
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15. Maquinas de aprendizado extremo (ELMSs)

e Todas as propostas de redes neurais ndo-recorrentes (feedfoward) com uma
camada intermediaria, como o perceptron de maultiplas camadas (MLP) e a rede
neural com funcéo de ativacdo de base radial (RBF) (veja Secdo 17), produzem a
sua saida (podendo ser mdltiplas saidas) como uma combinacdo linear das
ativacOes dos neurdnios da camada anterior.

e Tomando uma Unica camada intermediaria, pode-se afirmar, portanto, que redes
neurais MLP e RBF sintetizam mapeamentos multidimensionais de entrada-saida

por meio de uma composicio aditiva de funcbes-base, na forma:

n
S Zij f (Vj’bj’xl)+wk0
j=1
onde
= §,, éak-ésima saida da rede neural para o I-ésimo padréo de entrada xi;

= f(v;,b;,e)éaj-ésima funcio da base de fungBes-base.
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e No caso da rede neural MLP, as funcdes-base sdo funcbes de expansao ortogonal
(ridge functions), enquanto no caso da rede neural RBF as funcbes-base tém um
comportamento radial em relagcdo a um centro de ativacdo maxima ou minima.

e Nos dois casos, como em outros casos de composicao aditiva de fungbes-base, ha
demonstracdo tedrica da capacidade de aproximacdo universal. A capacidade de
aproximacéo universal € uma propriedade existencial. Ela afirma que existe um
nimero n finito de neurdnios e uma certa configuracdo de pesos sinapticos que
permitem obter um erro de aproximacao arbitrariamente baixo para os dados de
treinamento, supondo que se considera uma regido compacta do espaco de entrada
e que 0 mapeamento original, que é amostrado para produzir os dados de
treinamento, é continuo.

e E intuitivo concluir, também, que quanto maior o nimero n de neurbnios na
camada intermediaria, maior é a flexibilidade do modelo matematico resultante, ou

seja, maiores sao as ‘‘possibilidades de contor¢do” do mapeamento a ser
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sintetizado. Ao espaco de hipoteses, € associado o numero n de neurbnios da

camada intermediéria.

e Por outro lado, é sabido também que hd o risco de sobreajuste aos dados,
produzindo modelos que generalizam mal frente a novos dados de entrada-saida.

e A maxima capacidade de generalizacdo estd associada a modelos otimamente
regularizados, ou seja, que se contorcem na medida certa (exibem grau adequado
de flexibilidade), de acordo com as demandas de cada aplicacéo.

e Com isso, uma definicdo adequada do namero de neur6nios e dos pesos sinapticos
e fundamental para garantir uma boa capacidade de generalizacao.

e Um resultado fundamental da literatura, restrito a problemas de classificacdo de
padrdes, foi apresentado por BARTLETT (1997; 1998). Nesses trabalhos, como o
proprio titulo deles indica, conclui-se que controlar a norma dos pesos sinapticos €
mais relevante para a capacidade de generalizacdo do que controlar o tamanho da

rede neural, ou seja, 0 nimero n de neur6nios na camada intermediaria.
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e De fato, pode-se introduzir o conceito de {namero efetivo de neurdnios na camada
intermediaria), o qual ¢ determinado pela configuracdo dos pesos da camada de
saida da rede neural.

e As maquinas de aprendizado extremo exploram este resultado “de forma extrema”,
ou seja, jogam toda a responsabilidade por garantir uma boa capacidade de
generalizacdo aos pesos da camada de saida, permitindo que 0s pesos da camada
intermediaria, responsaveis por definir as funcdes-base, sejam definidos de modo
aleatorio.

e Por serem definidos de modo aleatorio, portanto desvinculados das demandas da
aplicacdo, deve-se considerar um valor elevado para n, podendo inclusive
ultrapassar o valor de N, que representa 0 numero de amostras para treinamento.

e Por mais que pareca estranho trabalhar com valores de n elevados e até maiores
que N, as maquinas de aprendizado extremo se sustentam em trés argumentos

muito poderosos:
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v O problema de treinamento passa a ser linear nos parametros ajustaveis, o
que representa uma enorme economia de recursos computacionais para se
realizar o treinamento supervisionado;

v" A capacidade de generalizacdo pode ser maximizada ao se controlar a norma
dos pesos na camada de saida, ndo dependendo de forma significativa do
numero n de neurbnios na camada intermediaria;

v' Ha recursos computacionais disponiveis para implementar redes neurais
sobredimensionadas.

e Como as funcdes-base podem ser definidas aleatoriamente, entdo ndo ha razdo para
que elas tenham formas sigmoidais ou base radial. Logo, o elenco de func¢des-base
pode ser arbitrario, embora as demonstracdes de capacidade de aproximacao
universal para ELMs restrinjam ainda as alternativas de fun¢des-base.

e Para mais informacdes sobre ELM, consultar os trabalhos de Huang e co-autores,

listados na Secéao 18.
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15.1 Treinamento das ELMs

e Treinar uma maquina de aprendizado extremo é equivalente a resolver o seguinte

problema de otimizacdo para cada uma das saidas da rede neural:
2
W, =arg min J(w, )+C, x[w [
mn+
onde

v' k é 0 indice da saida;

v' n é 0 numero de neurdnios na camada intermediaria;

v HH2 é a norma euclidiana;

v C, e um coeficiente de regularizagdo, a ser determinado, por exemplo, por

meétodos de busca unidimensional;
2

v J(wy )= ZZWKJ (Vj’bj’xl)+wk0_skl J

I =1] j=1
v N é 0 nimero de amostras disponiveis para treinamento.

e Este problema de otimizacdo € conhecido na literatura como ridge regression

(HASTIE, TIBSHIRANI & FRIEDMAN, 2009; HOERL & KENNARD, 1970).
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15.2 Como encontrar 0s pesos sinapticos
e Uma vez fornecido o coeficiente de regularizacdo Cy, para a k-ésima saida da rede
neural, 0 vetor de pesos sinapticos € obtido como segue:
1. Monta-se a matriz Hinicia de dimensdo N x n, com as ativacdes de todos 0s

neurdnios para todos os padrdes de entrada, produzindo:

[ (v, by,%) f(vz., b,,x;) - f(vn,.bn,xl)_
Hinicial = f(VP;bl’XZ) .
F(vpbxy) f (Vi by Xy )
2. Acrescenta-se uma coluna de 1’s a matriz Hinicial, produzindo a matriz H:
1 f(vibx)  F(vabx) - F(VabyX) ]
|t ) | :
1 f(vybxy) f(VobyXy) |
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e A norma dos vetores de pesos da camada intermediaria € um parametro sensivel.
3. Monta-se o0 vetor sk, contendo todos os padrdes de saida, na forma:
T
S =[S Sz v Sen)
4. O vetor w, e obtido como segue (se a matriz H ndo tiver posto completo,

deve-se ter C, >0):
41.Sen <N, w, =(HTH+C 1) HTs,;
42.Sen>N, w, = HT(HHT +Ckl)_1sk.

15.3 Como encontrar o coeficiente de regularizacéo

e A maximizacdo da capacidade de generalizacdo requer a definicdo de um valor

adequado para o coeficiente de regularizacdo C, , associado a saida k.

e Sugere-se aqui o uso de uma busca unidimensional (por exemplo, via secao

aurea), empregando um conjunto de validacdo. O valor “6timo” de C, é aquele

gue minimiza o erro junto ao conjunto de validacao.
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16. Funcao de Base Radial

e Uma funcéo de ativacao de base radial é caracterizada por apresentar uma resposta
que decresce (ou cresce) monotonicamente com a distancia a um ponto central.

e O centro e a taxa de decrescimento (ou crescimento) em cada direcdo sao alguns

dos parametros a serem definidos. Estes parametros devem ser constantes caso 0

modelo de regressao seja tomado como linear nos parametros ajustaveis.

e Uma funcdo de base radial monotonicamente decrescente tipica € a funcéo
gaussiana, dada na forma:

(X_Cj)2

2

a hj(x) =exp| - -
j

, para o caso escalar (veja Figura 30(a));

e Uma funcdo de base radial monotonicamente crescente tipica é a funcéo

multiquadrica dada na forma:
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, para o caso escalar (veja Figura 30(b));

2 AR
g e

F;

0.8}

0.6}
hj(x)
0.4}

0.2}

(a) (b)

Figura 30 — Exemplos de funcdes de base radial monovariaveis, comcj=0 e rj= 1.

e Também apresenta propriedades interessantes a funcdo thin plate spline.

Considerando uma e duas variaveis, ela assume a forma:
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hj(x)=U(x):(x—cj)2 Iong—cJ—‘)

U(x) = rlog(r) = x*log(|x|)

Thin plate spline considerando c; = 0.
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h (%, y) = (k= %;)2 + (y = y;) 2 log (= x;)2 + (y = v;)?)

Upey)=0C +v2irlog(sarth+v))

Thin plate spline considerando (x;, y; )= (0,0).
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e No caso multidimensional e tomando a funcao gaussiana, hj(x) assume a forma:

hj(x)=exp(—(x—cj)TZ]1(x—cj)) 1)

T -
onde Xx=[x, X, --- X,] € o vetor de entradas, cj:[cjl Cj; - Cj| €0

vetor que define o centro da funcdo de base radial e a matriz %; € definida positiva

e diagonal, dada por:

oy 0 - 0
0 o :
j2
ZJ: O y
| 0 0 ojn_

de modo que hj(x) pode ser expandida na forma:

hJ (X) = exp| — (Xl _le)z . (XZ _Cj2)2 _ (Xn _Cjn)z . (2)

Gjl sz Gjn
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e Neste caso, os elementos do vetor o :[cjl Gjp ojn]T S80 responsaveis

pela taxa de decrescimento da gaussiana junto a cada coordenada do espaco de
entrada, e o argumento da funcdo exponencial € uma norma ponderada da
diferenca entre o vetor de entrada e o centro da funcéo de base radial.

e A matriz X pode ser ndo-diagonal, mas ainda simétrica e definida positiva. No

entanto, por envolver muitos parametros, geralmente néo € utilizada nessa forma.

17. Rede Neural RBF (Radial Basis Function Neural Network)

e As funcdes de base radial (sdo funcdes ndo-lineares) podem ser utilizadas como
funcbes-base em qualquer tipo de modelo de regressdo nao-linear (linear ou nao-
linear nos parametros) e, particularmente, como funcédo de ativacdo de qualquer
tipo de rede multicamada.

e O fato de o modelo de regressao resultante ser linear ou ndo-linear nos parametros

se deve a possibilidade ou ndo de se ajustar os centros e as dispersdes das funcoes.
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e Se apenas 0Ss pesos da camada de saida formarem o conjunto de pardmetros
ajustaveis, entdo a rede neural € linear nos parametros. Caso contrario, ou seja,
quando 0s centros c; e as matrizes %, j =1,...,n, também sdo ajustaveis, a rede
neural € ndo-linear nos parédmetros, admitindo o proprio algoritmo de retro-
propagacdo do erro para 0 processo de ajuste via treinamento supervisionado,
como feito no caso do perceptron multicamadas, embora aqui 0os minimos locais
tenham uma influéncia bem maior e se sugere evitar este mecanismo de ajuste.

e A arquitetura da rede € apresentada na Figura 31, para o caso de uma unica saida,

resultando no seguinte mapeamento de entrada-saida:
m
y =2 wih;(x)
j=1
e Caso cje Zj, J = 1,...,n, sejam ajustaveis, a saida assume a forma:

j=1
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e Substituindo as formas compactas e expandidas de h;j(x), dadas respectivamente

pelas equacoes (1) e (2), resultam:

=D wexpl-(e-c, =it l—c))

j=1

m .
y =D W,exp| - - ——
j=1 j

e Uma versao para multiplas saidas é apresentada na Figura 32.

e Para mais detalhes sobre redes neurais RBF, favor consultar BUHMANN (2003).
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Figura 31 — Rede neural de base radial (BROOMHEAD & LOWE, 1988).
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Camada de Camada Camada de
entrada intermediaria saida

Figura 32 — Rede neural de base radial com multiplas saidas

e Ao invés da ativacdo interna de cada neurdnio da camada intermediaria se dar pelo
emprego do produto escalar (produto interno) entre o vetor de entradas e o vetor
de pesos, como no caso do perceptron, ela é obtida a partir de uma norma

ponderada da diferenca entre ambos 0s vetores.
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e Uma vez definidos centros e dispersdes, o problema de ajuste dos pesos da

camada de saida de uma rede neural RBF ¢ 0 mesmo daquele apresentado na

Secdo 15.2, para 0 caso da ELM.

e Propostas para a definicdo de centros e dispersdes serdo apresentadas nas Secoes

17.2e17.3.

e Em termos préaticos, uma vez dispondo de funcdes de base radial, como combina-

las linearmente para se obter um mapeamento desejado?

Contribui¢&o uniforme (ainda ndo-ponderada) de cada neurdnio
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17.1 Exemplo didatico de aproximacdo usando uma rede neural RBF

! / Casol: m=N
0.8 Pontos amostrados: (1,2); (3,7); (5,6)
0.6} (1] (2] (0.945]]
04| c=|3|; r=[1|; w=]|2.850
3) 3 5.930
0.2} o - B -
Obs: As funcbes de base radial tém centros nos
% 5 4 5 8 10 valores de x e dispers6es arbitrarias.
8
7.
6_
5.
4,
3,
2,
1,
0
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Caso2: m< N
Pontos amostrados: (1,2); (3,7); (5,6); (8,1)

1 2 (1.012 ]
c=|3|;, r=|1|; w=[3.084
5 3 5,538
Obs: As fungOes de base radial sdo as mesmas do
Caso 1.
6 : . . ; 8
!
6l
5|
al
3|
ol
1t
0
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17.2 Técnicas para Determinacéo dos Centros e Dispersdes

e No caso de algoritmos que se ocupam apenas com o0 ajuste dos pesos da camada
de saida de uma rede RBF (modelos lineares nos parametros), é necessario
estabelecer algum critério para fixacdo dos centros.

e Existem critérios para o caso de namero variavel de centros (redes construtivas,
por exemplo), mas serdo mencionados aqui apenas aqueles geralmente
empregados para 0 caso de um numero fixo e previamente especificado de
centros.

e Existem basicamente 3 alternativas:

1. Espalhar os centros uniformemente ao longo da regido em que se encontram 0s
dados;

2. Escolher aleatoriamente, ou segundo algum critério especifico, um subconjunto
de dados de entrada como centros;

3. Auto-organizar os centros, de acordo com a distribuicdo dos dados de entrada.
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e Quanto as dispersdes das funcdes de base radial, embora elas possam ser distintas
(e até ajustaveis) para cada centro, usualmente se adota uma Unica dispersao para

todos os centros, na forma (HAYKIN, 2008).

d max

J2m

onde m é o nUmero de centros, e dmax € a distancia maxima entre 0s centros.

O =

e Com este critério de dispersdo, evita-se que as funcdes de base radial sejam

excessivamente pontiagudas, ou entdo com uma base demasiadamente extensa.

17.3 Selecao dos centros por auto-organizacao
e Para auto-organizar os centros, € suficiente aplicar algum algoritmo capaz de
refletir a distribuicéo dos dados de entrada.

e O algoritmo a ser apresentado a sequir, € um algoritmo de clusterizacédo

denominado k-means (COVER & HART, 1967; MACQUEEN, 1967). Este algoritmo
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se assemelha ao adotado para as redes de Kohonen, mas nao leva em conta nogdes

de vizinhanca entre os centros. Ele também esta sujeito a minimos locais.

e Sejam {c;(t)}}., os centros das funcBes de base radial na iteragéo t. O algoritmo
k-means padrdo-a-padrao pode ser descrito da seguinte forma:

1. Inicializacdo: Escolha valores aleatorios distintos para os centros c;j(t).

2. Amostragem: Tome aleatoriamente um vetor X; do conjunto de padrdes de entrada;

3. Matching: Determine o indice k do centro que mais se aproxima deste padrdo, na
forma: k(xi) = arg min; [|xi(t) — c;(V)||, j=1,....m.

4. Ajuste: Ajuste os centros usando a seguinte regra:

() +v[xi(t)—c;(D], k=k(x)
c; (1), alhures

Cj(t+1)={

onde y € (0,1) é a taxa de ajuste.
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5. Ciclo: Repita os Passos 2 a 5 para todos os N padrdes de entrada e até que 0s
centros ndo apresentem deslocamento significativo ap0s cada apresentacdo

completa dos N padrdes.

e Sejam {c;(t)};.; os centros das fungGes de base radial na iteragdo t. O algoritmo

k-means em batelada pode ser descrito da seguinte forma:

1. Inicializacdo: Escolha valores aleatorios distintos para os centros c;(t).

2. Matching: Determine o indice k do centro que mais se aproxima de cada padrao,
na forma: k(x;) = arg min; [|xi(t) — ¢;(t)||, j=1,....m.

3. Ajuste: Defina a nova posicdo de cada um dos m centros como a média dos
padrdes cujo indice corresponde aquele centro.

4. Ciclo: Repita os Passos 2 e 3 enquanto houver mudanca de indice de centro para

pelo menos um dos padrdes.
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17.4 Aplicacao das propostas de determinacéo de centros e dispersao

Dados de entrada e 8 centros determinados via k-means
10 o r r L L r r L r r

X2
o
]

1
=
'OI
=]
=]
=]
=]
=]
=]
=]
=]
=]

Figura 33 — Proposta de posicionamento dos centros das fungoes de base radial para

uma rede neural RBF com 8 neuronios na camada intermediaria.
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Dados de entrada e 8 centros determinados via k-means
10 £ L L L L L L L L L

X2
o
|

10 8 -6 4 2 0 2 4 6 8 10

Figura 34 — Outra proposta de posicionamento dos centros para 0s mesmos dados,

produzida por uma segunda execucéo do algoritmo k-means.
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Contribuicdo uniforme (ainda ndo-ponderada) de cada neurbnio

Figura 35 — Ativacao dos neurdnios da rede neural RBF com os centros da Figura 6,
considerando todos os pesos de saida iguais a 1 e auséncia de peso de limiar. A
dispersédo € a mesma para todas as funcdes de ativacdo, dada pela férmula da pg. 92.
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