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1 Escalar

e Uma variavel que assume valores no eixo dos numeros reais & denominada
escalar. Os escalares sdo descritos por letras minusculas do alfabeto romano
expressas em italico, ou do alfabeto grego. O conjunto de todos os escalares reais

é representado por R ou R

X se x>0

e O mddulo de um escalar real x é dado na forma: \x\ =
—X se x<0

2 Vetor

e Um arranjo ordenado de n escalares xi € R (i=1,2,...,n) é denominado vetor de
dimensdo n. Os vetores sdo descritos por letras minasculas do alfabeto romano
expressas em negrito, e assumem a forma de vetores-coluna ou vetores-linha.

Neste estudo, todos os vetores sao representados por vetores-coluna, na forma:
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x=| 2| ou x=[xg X, - x| .

e O conjunto de todos os vetores de dimensdo n com elementos reais € representado

por R". Diz-se entdo que x € R".

e Um escalar € um vetor de dimenséo 1.

e Vetor On: é 0 vetor nulo de dimensdo n, com todos os elementos iguais a zero. O
subscrito n € suprimido quando ndo ha margem a duvida.

e Vetor 1, é 0 vetor de dimensdo n com todos os elementos iguais a 1.

e Vetor ei: é 0 vetor normal unitario de dimensdo n (a dimensdo deve ser indicada
pelo contexto) com todos o0s elementos iguais a 0, exceto o i-ésimo elemento que é

igual a 1. Neste caso, 1 <i<n.
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3 Matriz

e Um arranjo ordenado de m-n escalares x; (i=1,2,...,m; j=1,2,...,n) é denominado
matriz de dimensdo mxn. As matrizes sdo descritas por letras mailsculas do

alfabeto romano expressas em italico, e assumem a forma:

X1 X Xin
X X X
X _ 21 ?2 2n
_Xml Xm2  ° Xmn ]

e O conjunto de todas as matrizes mxn com elementos reais € representado por
R x R" ou R™". Diz-se entdo que X € R™",

e Um vetor é uma matriz com um numero unitario de linhas e/ou colunas.

le

e As colunas da matriz X sao vetores-coluna descritos por x; = , J=1,...,n.

mj |
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e As linhas da matriz X sao vetores-linha descritos por X =[x, x, - x.],
1=1,...,m.

e Para matrizes X e Y de dimensdes apropriadas tal que o produto XY exista, vale a
seguinte relacdo: (XY) =YTXT.

e Matrizes especiais: matriz identidade, matriz triangular, matriz esparsa.

4 Conjuntos e operacdes com conjuntos

e Um conjunto pode ser definido como uma agregacao de objetos. Os conjuntos sdo
descritos por letras mailusculas do alfabeto romano expressas em italico. Por
conveniéncia de notacdo, alguns conjuntos especiais sdo descritos por simbolos

especificos. Exemplos:

N: Conjunto dos nimeros naturais

R: Conjunto dos nimeros reais

C: Conjunto dos nimeros complexos
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e O estado logico ou associacdo de um elemento x a um conjunto X qualquer é

representado por

X € X: x pertence a X

X ¢ X: X néo pertence a X
e Um conjunto pode ser especificado listando-se seus elementos entre chaves
X ={X{,X5,....,. X, }
ou evidenciando uma ou mais propriedades comuns aos seus elementos
X2 = {X € X; tal que P(x) € verdade} ou Xz ={x € Xi: P(X)}

e As principais operacdes entre conjuntos sio:

o Unifo: X, UX,={:xeX;ouxeX,};

o Interseciio: X, X, ={:xe X, e Xe X,};

o X;N X, = (conjunto vazio) se X; e X, sdo conjuntos disjuntos.
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e O complemento de um conjunto X é representado por X e é definido na forma:

X ={x:xeX}

e S € um subconjunto de X, se x € S implica x € X. Neste caso, diz-se que S esta

contido em X (S < X) ou que X contém S (X © S). Se S < X e S ndo é igual a X,

entdo S é um subconjunto proprio de X.

4.1 Conjuntos especiais de nameros reais
e Se ae b sdo numeros reais (a,b € R), define-se:

la,b]={x:a<x<b}

e Se X € um conjunto de nimeros reais, entdo 0 menor limitante superior de X, dado

por
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X =SupXx =sup{x:xe X},

XeX

e 0 supremo de X, e 0 maior limitante inferior de X, dado por

x=inf x=inf{x:xe X},
xeX

e o0 infimo de X. Se X =+ entdo X ndo e limitado superiormente. De forma

analoga, se x = —o entdo X nado ¢ limitado inferiormente.

5 Espaco Vetorial Linear

e Um espaco vetorial X, associado a um campo F, consiste de um conjunto de
elementos (vetores) sobre os quais estdo definidas 2 operacoes:
1. Adicdo (X x X > X): (X+Yy) € X,V X,V € X;
2. Multiplicacao por escalar (F x X > X): (a-X) € X, VX € Xea € F.
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5.1 Axiomas
e X +Yy=Yy+ X (propriedade comutativa)

. X+(Y+2)=(X+Yy)+zZ

- (B-x) = (a-p)-Xx

oa-(X+y)=a-X+ao-y

} (propriedade associativa)

(0t B) - - X}(propriedadedistributiva)
o+PB)-X=0-X+[-

X + 0 = x (vetor nulo)

1-x = X (elemento neutro)

5.2 Propriedades adicionais
e 0-x=0
e 0:0=0

o Xty=X+tzZz=y=127

Topico 3 — Fundamentos Basicos de Algebra Linear e Otimizagao
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o aX=oay,azxz0=X=y
o aX=BXX#0=a=f
o-(X— = X—0O- ) N .
x=y) 4 (propriedade distributiva)
(a—B)-X=0o-X—P-X
5.3 Exemplos de espacos vetoriais lineares
e Considere o campo F como sendo o conjunto dos nameros reais (R):
1. Conjunto dos numeros reais: X = R
2. Conjunto dos vetores n-dimensionais, com elementos reais: X = R"

3. Conjunto das matrizes m x n com elementos reais: X = R"™ x R" ou X = ™"

5.4 Produto cartesiano

e O produto cartesiano de dois espacos vetoriais X e Y (os dois espagos vetoriais
devem estar associados a0 mesmo campo) € dado por X x Y e € definido como o
conjunto de pares ordenados (X,y), com X € X e y € Y. As operacdes de adicao e

multiplicacédo sao definidas na forma:
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> (XL Y1)+ (X0, y2) = (X + X5, Y1 +Y5)
> oc-(x,y)z(oc-x,a-y)

e Por convengdo, X" = X x X x---x X
nV;ZGS

5.5 Subespaco vetorial linear

e Um subconjunto ndo-vazio S de um espaco vetorial linear X € um subespaco de X

se a-X+PB-yeS semprequexey e S.

e Dito de outra forma, seja (X,F) um espaco vetorial linear e S um subconjunto de X.
Diz-se entdo que (S,F) € um subespaco vetorial de (X,F) se S forma um espaco

vetorial sobre F através das mesmas operacdes definidas sobre (X,F).

e Repare que, se S<R", S é um subespaco se ele contém todos os planos formados

por quaisquer pares de pontos em S e a origem.

e Exemplos: 1.S={0}

Topico 3 — Fundamentos Basicos de Algebra Linear e Otimizag&o 12



1A353 — Prof. Fernando J. Von Zuben
DCA/FEEC/Unicamp

2. S ='R"ésubespaco de X=C"

e Se M e N sdo subespacos de X, entdo M n N = & também é um subespaco de X.
e Todo espaco é um subespaco de si mesmo.

e Subespaco proprio € um subespaco que ndo € igual ao espaco inteiro.

5.6 Conjuntos convexos

e Um conjunto X de elementos de um espaco vetorial € convexo se, dados X1, X2 € X

quaisquer, todos 0s pontos o.-X; + (1-a)-X2, com a € [0,1], pertencem a X.

Convexo Nao-Convexo
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e Exemplos:
1. Normalmente, (sub-)espacos vetoriais lineares sdo convexos.
2. O conjunto vazio & é convexo, por definicéo.

3. Dados X e Y convexos, entdo X 'Y é convexo.

e Dados dois conjuntos convexos desconexos T,ScR", sempre existe um

hiperplano separador entre eles: {x|aTx —b= O}
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5.7 Combinacdes linear, convexa, afim e cOnica

e Seja S = {Xxi, X2, ..., Xn} um conjunto de vetores de um espaco vetorial linear (X,R).

Combinacdes lineares de elementos de S sdo formadas através de
onde ai, az, ..., an € R.

e Se os escalares ai, a, ..., an € R sdo tais que a; > 0 (i=1,2,...,n) e Zi”:lai =1, entao

a combinacdo linear é chamada combinacdo convexa dos elementos

X1, X2, ..., Xn € X.

e Combinacdo conica: a; >0 (i=1,2,...,n) e Zleai qualquer.

e Combinacao afim: a; (i=1,2,...,n) quaisquer e Z?Zlai =1.
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5.8 Dependéncia linear e dimensao de um espaco vetorial

e Considere {x1, X2, ..., Xn} um conjunto de vetores pertencentes a X. O conjunto
S=[X1, X2, ..., Xn], chamado subespaco gerado pelos vetores {Xi, X2, ..., Xn},

consiste de todos os vetores em X escritos como combinacéo linear de vetores em
{X1, X2, ..., Xn}. Neste caso, S é um subespaco vetorial de X.
e Um vetor x é linearmente dependente em relacdo a um conjunto de vetores

{X1, X2, ..., Xn} S€ X € S = [X1, X2, ..., Xn].
e Um vetor x é linearmente independente em relacdo a um conjunto de vetores

{X1, X2, ..., Xn} S€ X & S = [X1, X2, ..., Xn].
e Um conjunto de vetores {xi, Xz, ..., Xn} € linearmente independente se e somente

n
se Y a;x; =0 implicaai =0, i=1,...,n.
i=1

e Um conjunto de vetores linearmente independentes {Xi, Xz, ..., Xn} forma uma base
para X se X = [X1, X2, ..., Xn].

e Neste caso, diz-se que X tem dimensdo n. Se n é finito, entdo X € um espaco
vetorial de dimenséo finita.
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e Toda base de um espaco vetorial € maximal, no sentido de perder a independéncia
com a insercdo de qualquer outro vetor, e € também minimal, no sentido de néo
poder gerar 0 espago com menos vetores que agueles que compdem a base.

5.9 Produto externo

e O produto externo entre dois vetores X € R" e y € R™ € uma matriz de dimensao

nxm de posto unitario (veja Secdo 6.3). Sendo Xx=[x, X, - xn]T e
y=[y1 Y, e ym]T,oproduto externo assume a forma:
(X1 Y: XYoot XY

X X
XyT 2.Y1 2Y2

_Xnyl Xnym_

e Em contraste com o caso do produto interno, os vetores X e y podem ter dimensoes

distintas.
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e Mesmo quando as dimensdes sao as mesmas, ou seja, n =m, a matriz quadrada

resultante pode nédo ser simétrica.

5.10Produto interno

e Considere X,y € X € a € R. O produto interno (X,y) € um numero real que

satisfaz:
> (XY =YX
> (Xty,z) =(X2) +({y,2)
> (oXy) = oXy)
> XX20VxeXeXXy=0<=<x=0

e Para X=R" e xyeX, tem-se que X=[x, X, - X, e
y=[y1 y, - yn]T,eoproduto interno assume a forma:;

xy)= 3%y, =xTy

=1

Topico 3 — Fundamentos Basicos de Algebra Linear e Otimizagao 18



1A353 — Prof. Fernando J. Von Zuben
DCA/FEEC/Unicamp

5.11Norma, semi-norma e quase-norma

e As definicOes até agora apresentadas permitem relacionar propriedades algébricas.
Introduzindo-se a nocdo de norma (medida de distancia), podemos entédo tratar

propriedades topoldgicas, como continuidade e convergéncia.

e Norma é uma fungdo || que associa a cada elemento x € X um ndmero real |x
obedecendo 0s seguintes axiomas:
1. |x|20,VxeX; [x|=0<x=0;

2. [x+y|| < x| +]y]|. v,y € X (desigualdade triangular);

, VX e X, Va e R.

3. x| = ] |

e Toda vez que se associa uma norma a um espaco vetorial (sendo que a este espaco
Ja esta associado um campo), diz-se que se tem um espaco vetorial normado.

e Uma semi-norma satisfaz todas as propriedades de norma, com excecdo do

primeiro axioma. Para X=R", o subespaco linear Xoc R", cujos elementos

obedecem |x| = 0, é denominado espaco nulo da semi-norma.
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Uma guase-norma satisfaz todas as propriedades de norma, com excegcdo do

segundo axioma (desigualdade triangular), o qual assume a forma:

e (X

N
e (X,x)2 € aconhecida norma euclidiana, pois [x|, = (Z xizjz = (X,X)2.
i=1

00

<

1

[x+y|<b-(x|+|ly]) ¥x,ye X, com be%R.

Exemplos de normas e relacdes entre normas: X =R"

1
n

Z\xi\pjp, p > 1 é um nimero real.

=1

1 <,
<nix],

5 =

L=< nlxl.

1
1

Relacdo entre produto interno e norma euclidiana (desigualdade de Cauchy-

Schwartz-Buniakowsky): [(X, y>\2 < (% %)-(y,y) =[x y)| <[], - Ivl,
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(—1,1) (1, 1)
\ v
'\‘-.‘ p = oo
(=1, =1) (1, —=1)

Lugar geometrico de vetores com norma unitaria para diferentes valores de p. Figura
extraida de HINDI (2004).
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A X2
s ’)+1 p=1 i
RSl
¥ - i, =3
w'_l
A X n
I p=1= x|, =2 |x|
i=1
-1 +1 >Xl
-1 n 2
=2 = :
. =2, = 3
+l p=+o0
1 1 X p=+0= Hx”oo — m?x ‘Xi‘
-1
X, <1

Lugar geométrico de vetores com norma menor ou igual a um, para diferentes valores de p.
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5.12Angulo entre dois vetores

e Para qualquer inteiro n > 2, dados dois vetores X,y € X c R", X,y # 0, 0 C0Sseno

do &ngulo @ formado pelos vetores x e y € dado na forma:
T

X'y
cos(f) = ,
I, -l

que leva a desigualdade de Schwarz:
T
X"y| <], vl
e O angulo entre dois vetores também esta presente na formula trigonométrica:

2 2 2
I} =yl = I +[[; = 2Ix]; v, cos(6).

5.130rtogonalidade e ortonormalidade entre dois vetores
e Se cos(@)=0, isto implica que (x,y)=x"y=0. Entdo se diz que xey sdo
ortogonais entre si, condigcdo representada na forma: x Ly.

e Além disso, se (X,x) = ({y,y) = 1, entdo os vetores X, y € X < R" sdo ortonormais

entre si.
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5.14Espacos ortogonais

e Um vetor x é ortogonal a um espaco vetorial Y se for ortogonal a todos os vetores

pertencentes a Y, condicao representada na forma: x LY .

e Os espacos vetoriais X e Y sdo ortogonais entre si se cada vetor pertence a X for
ortogonal a todos os vetores pertencentes a Y, condicao representada na forma:
XLY.

5.15Projecado de um vetor em uma determinada direcao

e Dado um espaco vetorial linear X, seja y € X um vetor que fornece uma
determinada direcdo. A projecdo de qualquer vetor X € X na direcdo de y € dada

na forma:;

xy) y Xy
<y’y>1/2 <y,y>l/2 yTy

proj, (x) = y
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5.16Vetores ortonormais gerados a partir de vetores linearmente

independentes

e Apesar de todo conjunto de vetores ortonormais nao-nulos ser linearmente
independente, nem todo conjunto de vetores linearmente independentes é
ortonormal, mas pode passar por um processo de ortonormalizacdo, como segue.

e Dado um conjunto de m vetores n-dimensionais (m < n) linearmente
independentes {Xi, X, ..., Xm}, € sempre possivel estabelecer uma combinacéo
linear adequada destes vetores que produza m vetores n-dimensionais mutuamente
ortogonais {ui, Uz, ..., Un} que geram 0 mesmo espaco. Além disso, se 0s vetores
ui (=1, ..., m) apresentarem norma unitaria, eles sdo mutuamente ortonormais.

e Um conjunto de vetores ortonormais {us, Uy, ..., Um} pode ser obtido a partir de um
conjunto de vetores linearmente independentes {Xi, Xa, ..., Xm} através do processo

de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, o qual é dividido em duas etapas:
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Etapa (1) y; =%

(X y)
Yi=Xj— Vi 1=2,
J=1<yj’yj> :
Etapa (2) u, = Yi oy 1= 1, ., m
Vi Yi)

e Com isso, resulta:
Ui = ai1-Xa
U2 = ap1-X1 + az-Xo

U3z = az1-X1 + az2-X2 + Az3-X3

onde a; > 0 (i=1,...,m). Certamente existem outros processos de ortonormalizacéo

mais gerais, que nao impdem qualquer tipo de restricdo aos coeficientes a;j (i > j;

ij=1,...,m).
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6 Transformacodes e funcionais

e Sejam X e Y espacos vetoriais lineares, e seja D um subconjunto de X. A regra que
associa cada elemento xe DcX a um elemento yeY € chamada de

transformacao de X para Y com dominio D. Notagdo: T: D X - Y.

e y =T(x) € aimagem de x sob a transformacéo T().

e A colecdo de vetores y € Y para os quais existe um x € D tal que y = T(x) é

chamada de range de T.

6.1 Transformacdes lineares

e Uma transformacdo T: X > Y é linearse, V X,y e Dc Xe V o, € R, é valida a
seguinte equacéao:
T(a-x+B-y)=a-T(X)+B-T(y).
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6.2 Operadores lineares

H& transformacdes que podem ser descritas por formas matriciais, de modo que
D = X. Uma transformacao afim mapeia vetores do R" no ‘R™ e pode ser descrita
por uma matriz A € R™ x R", ou A € R™", e um vetor b € R™ tal que:

y=Ax+b, xeR"eyeR"

A seguir, considera-se o caso de operadores lineares, que tomam b nulo.

A norma de um operador linear A € R™" é dada na forma:

(Al max 120,

x=0 ‘

comx e R" ou |A|= |AX|.

x||1‘

O range de um operador linear A € SR™" e dado na forma:
t(A) = {y e R™:y = Ax, paraalgum x € R" }

correspondendo, portanto, ao espaco gerado pelas colunas de A.

O espaco nulo de um operador linear A € SR™" é dado na forma:

n(A)z{XeiR”:Ax:O}
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e 7(A) e n(A) sdo subespacos de R™ e ‘R", respectivamente.
o dim(t(A)) + dim(n(A)) =n
e n(A) Lt(A)noR" e mn(A") L 1(A)no R"™

6.3 Posto de uma matriz

O posto de uma matriz A € R™" é dado pelo namero de colunas (ou linhas) LI, de

modo que posto(A) < min(m,n).

e Se posto(A) = min(m,n), entdo se diz que a matriz tem posto completo.

e Uma matriz quadrada de posto completo é inversivel (inversdo de matrizes sera
discutida mais adiante).

e posto(A) = dim(t(A))

e posto(A) = posto(A") = posto(ATA) = posto(AAT)

e A matriz resultante do produto de duas matrizes quaisquer nunca vai ter um posto

maior que 0 menor posto das matrizes que participam do produto.
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6.4 Propriedades associadas ao produto de uma matriz por um vetor

Quando se multiplica um vetor por um escalar nao-nulo, a direcdo do vetor ndo se
altera, sendo que apenas seu modulo é passivel de alteracao.

Por outro lado, quando se multiplica um vetor por uma matriz, e aqui vamos nos
restringir a matrizes quadradas, é possivel promover rotacéo e variacao de modulo
no vetor. De fato, ndo sendo o vetor nulo, sempre existe uma matriz quadrada que
mapeia qualquer vetor para qualguer outro vetor do mesmo espaco vetorial.

Fixada a matriz e variando o vetor, no produto entre uma matriz quadrada e um
vetor, existem vetores que uma dada matriz ndo consegue rotacionar, promovendo
apenas escalamento do vetor. Esses vetores sdo 0s autovetores da matriz € 0
escalamento e dado pelo correspondente autovalor.

Agora, permitindo que a matriz seja retangular, ha duas interpretacdes importantes

para o produto entre uma matriz e um vetor, acerca do vetor resultante:
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1. O resultado do produto pertence ao espaco gerado pelas colunas da matriz,

justamente por ser dado por uma combinacao linear das colunas da matriz,

COMmMo Segue:
;&
Ay — a.21 a?z
_aml a

apg app ap
dyg Ay Ay,

= X, FXy| X
_aml _am2 | _amn

2. O resultado do produto também pode ser interpretado como um vetor

formado pelos produtos internos entre cada linha da matriz e o vetor,

produzindo:

di; Qg

Ax — dy; Ay
_aml amz

a, X
a, X
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6.5 Operacoes entre matrizes

e Para que exista 0 produto entre matrizes, € necessario que o numero de colunas da

matriz a esquerda coincida com o numero de linhas da matriz a direita do produto.

e A soma sO pode ocorrer entre matrizes de mesma dimensao.

e A multiplicacdo entre matrizes ¢ associativa: (AB)C = A(BC).

e A multiplicacdo entre matrizes geralmente ndo é comutativa, mesmo que ambos 0s
produtos existam, ou seja, AB = BA, embora possa ocorrer AB = BA para pares
especificos de matrizes.

e A soma é distributiva: A(B+C)=AB+AC e (B+C)D=BD+CD.

e O produto entre matrizes triangulares inferiores € uma matriz triangular inferior.

e Uma matriz quadrada A € R™" é dita ser idempotente se A" = A-A-...-A=A,
%/_J
I vezes
para qualquer poténcia inteirar > 1.

e Se A é idempotente, entdo | — A também sera.
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6.6 DefinicOes adicionais para matrizes

Cofator
e Dada uma matriz A de dimensdo nxn, o cofator do elemento a; (i,j=1,2,...,n) é

dado na forma:

_ i+]
Cij = (-1) M;;.
onde mj; é o determinante da matriz formada eliminando-se a i-ésima linha e a j-

ésima coluna da matriz A.

Determinante

e Dada uma matriz A de dimensdo nxn, o determinante de A é dado na forma:

(Zin:laijcij , para qualquer |
A= det(A) = ou
er]:laijcij , para qualquer i

onde cjj € o cofator do elemento aj;.
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e O que se esta fazendo ¢ particionar a obtencdo do determinante numa soma de

determinantes mais simples, na forma:

ai

az|

a3l

a2
ann

as2

a3
a3

(33

ay

a

as»

a3

33

ani

a3

a

ans

ass

a|

(3]

az?

as?

e Se B é uma matriz obtida de A pela troca de duas de suas colunas, entdo

det(B) = —det(A).

e Seja A=[a

seguintes propriedades:

o Invariancia: det([a,

j=k 1<jk<n:

a .

J

> Homogeneidade: det([a,

a,] (1<j<n). O determinante de A possui as

a

baj

a,])

= det([a,

a,]) = b.det([a,

a; +a,

a :
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Traco
e Dada uma matriz A de dimensdo nxn, o traco de A, representado por tr(A), é a

soma dos elementos da diagonal de A, ou seja:

tr(A) = ia”
Adjunta -
e Dada uma matriz A de dimensdo nxn, a adjunta de A, representada por adj(A), é
dada na forma:
adj(A) = {aj;}
onde aj; = cji, 0 cofator do elemento a;i.

A.adj(A) = det(A).l 4 adj(A)

adi(A)A=det(A) " det(A)

b| . . 1 [d -b
entdo resulta;: A= = .
d ad —cb|-c a

e Sdo validas as seguintes igualdades: {

a
e Se A:{
C
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6.7 Propriedades adicionais do determinante de uma matriz

e Lembrando que o determinante sé se aplica a matrizes quadradas, o determinante
de uma matriz quadrada é dado pelo produto de seus autovalores.
e O determinante € igual ao volume do hipercubo cujos vertices sdo as linhas da

matriz. A figura a seguir, extraida de STRANG (2000), ilustra isso para uma matriz

A e R3S,

[}

(ag1. a3, assz)

y

(a2y. agm, ass)

(a11,a12,a13)
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e As colunas produzem um outro hipercubo, com o mesmo volume, pois
det(A) = det(AT ).
e Para matrizes A e B quadradas e de mesma dimensao, vale a propriedade:
det(AB) = det(A)-det(B).
e Para matrizes A e B retangulares e de mesma dimensdo nxm, onde n pode ser
igual, maior ou menor que m, vale a propriedade:

det(l, + ABT )= det(l,, + A"B)

6.8 Propriedades adicionais do tragco de uma matriz

e Lembrando que o traco sO se aplica a matrizes quadradas, o traco de uma matriz
quadrada ¢é dado pela soma de seus autovalores.

e Para matrizes A e B quadradas e de mesma dimens&o, vale a propriedade:

Tr(AB)=Tr(BA).
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e Para matrizes A, B e C quadradas e de mesma dimensdo, vale a chamada
propriedade ciclica do traco:
Tr(ABC)=Tr(CAB)=Tr(BCA).
e Calculo diferencial aplicado a traco:

08

onde a; € o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz A e b;; € o

elemento da j-ésima linha e i-ésima coluna da matriz B. Esta propriedade pode ser
estendida para:
iTr(AB): B'.
oA
e Seguem algumas extensdes do mesmo resultado:

aQATr(AT B)=B aiATr(A)z | a%Tr(ABAT )=A(B+B")

Tépico 3 — Fundamentos Basicos de Algebra Linear e Otimizag&o 38



1A353 — Prof. Fernando J. Von Zuben
DCA/FEEC/Unicamp

6.9 Matrizes singulares e ndo-singulares

e Uma matriz A de dimensdo nxn é dita ser singular quando dim(n(A)) =0, ou seja,

quando det(A) = 0.

e A e R™ é ndo-singular se e somente se dim(n(A))=0.

e Como A =adj(A)/det(A), A admite inversa se e somente se det(A) = 0, ou seja,
quando A é ndo-singular.

6.10Autovalores e autovetores

e Seja uma matriz A de dimensdo nxn. Diz-se que um escalar A € C (onde C é 0
conjunto dos nuameros complexos) € um autovalor de A se existe um vetor néo-

nulo x € C", chamado de autovetor associado a A, tal que
AX = AX.

e Ax = AX pode ser reescrito como (Al — A)x = 0;
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3x e C", x = 0 tal que (Al — A)x = 0 se e somente se det(Ll — A)=0.

A(1)=det(L — A) é o polindmio caracteristico de A.

Como o grau de A(A) € n, a matriz A possui n autovalores ndo necessariamente

distintos.

Como ja mencionado, o traco de uma matriz A de dimensdo nxn € a soma de seus

autovalores, assim como o determinante € o produto de seus autovalores.

O posto de uma matriz simétrica é igual ao nimero de autovalores ndo-nulos.

6.11Formas Quadraticas

Definigdo: Para qualquer yeR" e A=A" e R™", Q.(y)=Yy' Ay é uma forma
quadratica associada a A.

Propriedades:

o VQ,A(Y) =2Ay o V’QA(Y)=2A

e A e Qa sdo chamadas de:
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> Semidefinida positivase Q,(y)=y'Ay>0, VyeR".
> Definida positivase Q,(y)=y'Ay>0, Vye®R",y=0.
> Semidefinida negativase Q,(y)=y'Ay<0, VyeR".
> Definida negativase Q,(y)=y' Ay<0, Vye®R" y=0.

6.11.1 Calculo diferencial aplicado a formas quadraticas

Dados xe R", yeR" e Ae R™":

. %(yT AX )= Ax

ey Ax=x"Ay :>a—6x(yT Ax): a%(xT ATy): Aly

. Q(XT Ax): AT X + AX
OX
e Para A" = A, %(XT Ax): 2 AX
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6.11.2 Normas ponderadas e a medida de distancia de Mahalanobis

Ja foi apresentada a relacdo existente entre norma e produto interno. Com a
introducdo de formas quadraticas, € possivel recorrer ao conceito de norma
ponderada.

e Sejam X,y € R", entdo é possivel expressar a distancia ponderada entre x e y por:

P (%, Y) =[x =], =/ (x=y)T®x=y) = X[, +|y[}, —2x"y

onde ¥ € R™" € uma matriz simétrica e semidefinida positiva, geralmente sendo
uma matriz diagonal que pondera diferentemente cada coordenada.

e Para W =1, resulta a norma euclidiana.

e Quando os elementos de x e y sdo variaveis aleatorias geradas a partir de uma
distribuicdo normal, e sabendo haver uma dependéncia estatistica entre 0s
elementos de x e y, entdo tomando a matriz ¥ como sendo a inversa da matriz de

covariancia entre x e y resulta a medida de distancia de Mahalanobis.

Topico 3 — Fundamentos Basicos de Algebra Linear e Otimizag&o 42



1A353 — Prof. Fernando J. Von Zuben
DCA/FEEC/Unicamp

6.12Matrizes simétricas: positividade e autovalores

e Uma matriz quadrada A € R™" é dita ser simétrica se A" = A (R™ ou C™).
e Se a matriz quadrada é tal que A € C™, entdo ela ser4 hermitiana se (A*)" = A,

ou seja, se A for idéntica ao transposto de seu complexo conjugado.

e Matrizes simétricas soO admitem autovalores reais.

e O numero de condicdo de uma matriz simetrica (ndo é um conceito restrito a
matrizes simétricas) mede a razdo entre 0 maximo esticamento e 0 MAaximo
encolhimento que a matriz pode produzir sobre vetores ndo-nulos, ou seja:

maX\M\
|

cond(A)= = HAH-HA‘l ,onde 2, i=1,...,n, sdo os autovalores de A.

min[%;|
|

e QOutro conceito relevante € o de raio espectral (também ndo restrito ao caso de

matrizes simetricas):
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e Autovetores associados a autovalores distintos de uma matriz simétrica com

elementos reais (A € R™") sdo ortogonais.
e Mesmo que o0s autovalores ndo sejam distintos, é possivel obter autovetores
ortogonais para matrizes simétricas A € R" x R". Sendo assim, dados o0s

autovetores ortogonais vi, ..., Vn, € possivel construir a matriz T abaixo:

Y Y Y
T e o onde =
LMH v Vi i
e A matriz T é ortogonal, pois T ™' =T ", como pode ser verificado a seguir:
Vi | _ _
Vil T
TIT=| : {—1 ”}: o =1,

Ml 7N A PO
Vol ‘ ‘

e Com a matriz T, é possivel obter uma matriz diagonal a partir da matriz A, tendo

os autovalores de A na diagonal, como a seguir:
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1. Da definicdo de autovalores, tem-se: Avi = Aivi, 1=1,...,n.

(AT:A{A Vn}:{Avl AV“}:{MVl knvn}:
V4] [Val ] [ v4 IVal | [ V4 Vil
2. 2y 0
{L Vn}s o =TA
\ HV1H HVHH _O Kn_
A=T AT =TTAT
3. AT =TA =
A=TAT 1 =TAT'

e Este resultado € muito util no caso da matriz A estar presente em formas

quadraticas:
Q. (X)=x"Ax=x"TAT "'x = (TTX)T A(TTx)
e Fazendo y =T 'x = x =Ty, resulta:

QA(X)‘X:Ty =y AY =R Yi +A5Y5 o+ AV
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e Como a matriz T tem posto completo, entdo y € R" pode ser qualquer. Logo:
»A>0=A;i>0parai=l1,..,n
»A>0=Ai>0parai=1,..,n
»A<0=Ai<0parai=1,...,n
»A<0= A <0parai=1,...,n
e Para diagonalizar uma certa matriz € preciso que existam autovetores suficientes,
da mesma forma que para inverter uma matriz € preciso que existam autovalores
ndo-nulos suficientes.

e Se Aec R™ & uma matriz simétrica definida positiva, entdo sao condicdes

equivalentes:
» A e definida positiva;
> A1 é definida positiva;

» Todos os autovalores de A séo reais positivos;
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>y Ay>0, VyeR", y=0:;
> E possivel decompor A na forma: A = B'B, com B ndo-singular;
> det(A«) > 0, k=1,...,n, onde Ax € a k-ésima sub-matriz principal lider.
e Se ocorrer Li>0 e Aj<0 para i=]j e I,j € {1,...,n}, entdo a matriz & dita ser

indefinida.

e Se A € R™" é uma matriz simétrica com autovalores A1, A2, ..., An, €ntd0 a matriz
A + al, terd como autovalores Ai+a, Ax+a, ..., Anta, € 0S autovetores de A e de
A + al, serdo 0s mesmos.

e Sendo assim, é possivel “corrigir” os autovalores de uma matriz simétrica
indefinida ou singular, sem alterar seus autovetores, deixando a matriz definida

positiva ou definida negativa, na forma:

oa=e— g\in }ki , para deixar a matriz definida positiva
ieil,..., n

iefl,...n}
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e Seja uma matriz A de dimensdao nxm (A € R™™) e uma matriz B de dimensao
mx n (B € R™"). Entdo, os autovalores nao-nulos de AB e BA sao 0s mesmos e
tém as mesmas multiplicidades. Além disso, se x é um autovetor de AB para
algum autovalor A = 0, entdo y = Bx é um autovetor de BA. Isto implica que AAT e

ATA tém os mesmos autovalores ndo-nulos e todos sdo ndo-negativos.

6.13A inversa de uma matriz

A inversa de uma matriz A € R™" é uma matriz M € R™" tal que

AM =MA=|

A notacdo adotada para a matrizM é&: M = A™.

Para que uma matriz seja inversivel, ela tem que ser quadrada e ndo-singular.

Valem as seguintes propriedades:
(A1) =(aT)

v (AB)™ =B™A™, considerando que A e B tém inversa.
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6.140 lema de inversao de matrizes

e Considere que A e C sdo matrizes quadradas arbitrarias para as quais existe a
inversa, € B é uma terceira matriz tal que BCB' tem a mesma dimensdo de A.

Entdo o chamado lema de inversdo de matrizes é dado na forma:
(A*+BCBT) =A-AB(B"AB+C™) BTA.

e Quando a matriz C tem dimensdes bem menores que a matriz A, fica bastante
favorecido o uso da expressédo do lado direito da igualdade.
e Formas mais gerais (e com algumas trocas coerentes de sinal) para o lema de

inversdao de matrizes sao encontradas na literatura, tais como:
(A-BD'C)'=A'+A'B(D-CA'B)'CA™.

e Mais detalhes sobre lemas de inversdo podem ser obtidos em:
Henderson, H.V. & Searle, S.R. “On Deriving the Inverse of a Sum of Matrices”,
SIAM Review, vol. 23, no. 1, pp. 53-60, 1981.
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6.15A pseudo-inversa de uma matriz

A pseudo-inversa de uma matriz A € R™" é uma matriz M € R™™ tal que valem
as seguintes propriedades:

a AMA=A

o MAM =M

o AM e MA sao matrizes simétricas

A notacdo adotada para a matriz M é: M = A",

Pode-se demonstrar que existe uma unica pseudo-inversa para cada matriz.

Valem as seguintes propriedades:

> 0"=0" » (0A) = oA sea =0
» (A" =A > At = (ATA)*AT = AT(AAT)*
> (A1) = (A1) > A* = A7l se A é quadrada e ndo-singular

> (AA)T=AAT e (A'A)T=AA » ATAAT=AT e AATANT=A
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6.15.1 Exemplos de pseudo-inversas

A"=a? sea=z0
A" =0,sea=0

e Casoescalar(m=n=1):A=a=

e Casovetorial(m>len=1):A=a=«

-

T

a
A*zT, seaz0
a'a

A" =0",se a=0

6.15.2 Uso de pseudo-inverséo para a solucéo de sistemas lineares

e Considere o seguinte sistema linear de equacdes na forma matricial

Ax=Db

onde A e R™ x e Reb e R

(1)

e Supondo que posto(A) = m < n, entdo a seguinte expressao representa uma solucao

para a equacdo matricial (1): x = A’ (AAT )_1b+ (I ~AT(AAT A)y, ondey € R"

Topico 3 — Fundamentos Basicos de Algebra Linear e Otimizagao

ol



1A353 — Prof. Fernando J. Von Zuben
DCA/FEEC/Unicamp

é um vetor arbitrario. Repare que, sob a condicdo posto(A) =m<n, A’ (AAT )_1 e

a pseudo-inversa de A, de modo que € possivel expressar a solucdo na forma:
x=A"b+(I-ATA)y. 2)
e Quando multiplas solucgdes sdo possiveis, como no caso da Eq. (2), pode-se adotar

aquela solucdo que otimiza algum critério ainda ndo considerado na solucédo. Por

exemplo, a solugdo com norma euclidiana minima é aquela que toma y = 0.

e Supondo que posto(A) = n < m, entdo a seguinte expressao representa uma solucéo
para a equacdo matricial (1): x=(AT A)_lATb. Repare que, sob a condicdo
posto(A) = n < m, (AT A)_l A" é a pseudo-inversa de A, de modo que é possivel

expressar a solucdo na forma:

Xx=A"b (3)

e No entanto, para posto(A) =n<m, a equacdo matricial (1) nem sempre tem

solucéo exata. Nesses casos, 0 que se obtém é o minimo de |Ax—bj,.
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6.160Operadores de projecéo ortogonal

Seja X < R" um subespaco vetorial e seja x € R". Entdo € possivel expressar x na

forma;

onde xe X e XL X.

Neste caso, diz-se que X € a projecdo ortogonal de x em X.
De todas as decomposicOes na forma x =x"+Xx", onde x"e X, aquela em que
x" L X étal que |x"|, € minima.
Existe sempre uma matriz simétrica P € R™", chamado operador de projecao
ortogonal em X, tal que

x=Px e X=(1-P)x

(1 — P) é o operador de projecdo ortogonal em X * (complemento ortogonal de X).
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6.16.1 Um exemplo de operador simétrico e idempotente

e Todo operador de projecdo ortogonal é idempotente, sendo que a seguir iremos
apresentar um exemplo de operador de projecdo ortogonal que também é
simétrico.

e As projecOes ortogonais podem ser expressas através de transformacoes lineares,
de modo que sempre € possivel obter P.

e Considere que X =[x, X2, ..., Xx] € um subespaco do R", gerado pelos vetores
Xie R", i=1,..k<n Seja A uma matriz que tem como colunas 0s vetores
Xi € R", 1=1,....k <n. O objetivo e obter o operador P de projecdo ortogonal ao
subespaco X, de modo que sua aplicacao a um vetor qualquer x € R" produza

x=PxeX=(1-P)x,onde ke X e XL X.

e Como, por definicdo, X L X, entdo se tem que A'X =0.
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e A solucdo desta equacdo matricial € dada pela Eqg. (2) acima, produzindo

>'Z:(I —(AT)+AT)y:(I —AA*)y, para um y € R" arbitrario e sabendo que a

matriz (AT)* AT é simétrica.
e y =X é uma escolha possivel, e como X é Unico, entdo a expressao
% = (I - AAT x
levaaque | -P=1-AA"e P=AA".
e Concluséo:

> AA" é o operador de projecdo ortogonal ao subespaco gerado pelas colunas de

A, ou seja, ao subespaco X.

> As matrizes | — AA" e | —A"A sdo operadores de projecdo ortogonal aos
subespacos que sao os complementos ortogonais dos subespacos gerados pelas

colunas e linhas de A, respectivamente.
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6.170peradores de rotacao

e Todo vetor ndo-nulo no plano vai ser rotacionado por um éngulo & pela matriz:

{cos(é’) = sen(e)}

sen(@) cos(9)

X If-‘x.w
.3*{' y x'
y
0

X

e De fato, toda matriz ortogonal U, ao ser usada como operador de transformacao,

nédo altera 0 modulo do vetor e preserva o angulo entre quaisquer dois vetores.
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6.18Decomposicdo em valores singulares

A decomposicdo em valores singulares € uma poderosa ferramenta matematica

para a solucdo de problemas de quadrados minimos, pois fornece informacdes

quantitativas importantes acerca da estrutura de um sistema de equacg0es lineares

do tipo: Ax = b. Ela vale tanto para matrizes quadradas quanto retangulares.

e Além disso, a matriz A pode ter elementos reais ou complexos. Neste estudo,
iremos considerar apenas matrizes com elementos reais.

e Em termos geomeétricos, os valores singulares de uma matriz A correspondem aos

comprimentos dos semi-eixos do hiperelipsoide E = {Ax : x|, =1}

e Seja uma matriz A de dimensdo n x m (A € R™™) e de posto r, com r < min(n,m).

Entéo, A pode ser expressa na forma:
> 0
A=U VT
00
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onde U e R™" e V e R™™ sdo matrizes unitarias, tais que U'U=UU"=1, e
VIV=WT=1l, e X eR™ ¢é uma matriz diagonal, com elementos
G122 02 > ... 2 or > 0, denominados valores singulares da matriz A.

Repare que esta decomposicdo é sempre possivel, independente de se ter n=m,
n<moun>m.

Note também que o nimero de valores singulares positivos coincide com o posto
da matriz A, o que implica que a decomposicao em valores singulares representa

um método pratico para se obter o posto da matriz A.

, > 0
E possivel verificar também que UTAV = {O O} e que as colunas de U séo

autovetores de AAT, enquanto que as colunas de V sdo autovetores de ATA.

> 0
Como UU' = I, entdo , AV = U {O O}O que implica que:
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Av, =oc;u;, 1=1..r
{Avi =0, I=r+1,....m
onde vi € u; S0, respectivamente, as i-€simas colunas de V e U.
e Sendo assim, é possivel expressar a matriz A na forma:
r
A=> o u.v;
i=1

e Se a matriz A for simétrica, entdo seus valores singulares correspondem aos
valores absolutos de seus autovalores ndo-nulos (ver se¢éao 6.9).

e Para 0s propoésitos deste curso, a principal motivacdo para o estudo de
decomposicdo em valores singulares é a possibilidade de propor um meétodo
pratico de calculo da pseudo-inversa de uma matriz, independente de se ter n<m
ou n>m. Em termos computacionais, no entanto, as decomposicdes de Cholesky
e QR sdo mais indicadas, sendo esta ultima associada ao processo de

ortogonalizacao de Gram-Schmidt.
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e Seja uma matriz A de dimensdo n x m (A € R™™) e de posto r, com r < min(n,m),

> 0
que tenha uma decomposicdo em valores singulares tal que UTAV = {O O}

Entdo, a pseudo-inversa da matriz A pode ser obtida na forma:

-1
ar=v|® O
0 0

onde X7 = diag(c;", 65 ,...,G.1).

e Quando a matriz A tem posto completo, ou seja, quando r = min(n,m), entdo é

possivel mostrar que:

+ — Z_l O T — TAV-IAT

A" =V U'=(A"A)~A’, quandon>m
_0 O_

+ = _Z_l O_ T — AT(AAT)-L

AT=V - U'=A"(AA")™, quandon<m
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6.19Transformacgdes continuas

e Uma transformacgédo T: X —> Y € continua em Xo € X se para todo ¢ > 0 existe um

8 > 0 tal que [x —X,|/ < & implica que [T (x) —T(X,)| < €. Obviamente considera-se

que X e Y sdo espacos vetoriais sobre 0s quais esta definida uma mesma norma.
e Diz-se que T é continua se ela for continua para todo x € X.

6.20Funcional

e Uma transformacédo T: X — ‘R é chamada de funcional sobre X.

6.21Funcional convexo

e Um funcional f: X — R é convexo sobre um subconjunto convexo X de um espaco

vetorial linear se e somente se

fla-x,+(l-a)-X,)<a- f(x))+{1-a)- f(X,)

para todo X1, X2 € Xe a € [0,1].
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e Extensdo 1: O funcional f é estritamente convexo se a desigualdade acima for

estrita, com a € (0,1).

e Extensdo 2: Um funcional f é (estritamente) concavo se —f é (estritamente)

convexo, de modo que max f =min (-f).

Interpretacdo Geométrica

af(xa) + (1-c0)-f(x2)

f(x1) %

f(x2)

v

X1 & X2

o-X1 + (1-o)-X2
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6.22Funcional convexo diferenciavel

e Um funcional diferenciavel f: X — R € convexo sobre um subconjunto convexo X
de um espaco vetorial linear se e somente se
f(y)= f(x)+Vf(x) (y-x)
paratodo X,y € X.

e Repare que a aproximacdo de 12 ordem é um limitante inferior global para f()
convexo.
Interpretacdo Geomeétrica

f(y)

V) (y-
ol Vi)

v
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Repare que a defini¢do acima deixa implicita uma condi¢do necessaria e suficiente
de segunda ordem: todo funcional diferenciavel até 22 ordem € convexo se e
somente se a matriz hessiana for semi-definida positiva em todo o seu dominio.

A otimizacdo de funcionais convexos se tornou um problema central em
engenharia, particularmente a partir da disponibilidade de técnicas de solucéo
escalaveis, eficientes e confiaveis (BOYD & VANDENBERGHE, 2004).

Outra classe de problema de grande relevéancia é constituida pelos problemas

biconvexos, definidos na forma: Uma funcdo f (x,y): XxY —>R é dita ser
biconvexa se, ao fixar x, a fungdo f,(y) é convexa sobre Y e, ao fixar y, a fungéo
f,(x) é convexa sobre X.

Embora possa ndo levar a garantia de obtencdo do 6timo global, uma estratégia
comum para a solucdo de problemas biconvexos € ajustar alternadamente x e vy,
fixando o outro e resolvendo o problema convexo correspondente. Para mais

detalhes acerca de problemas biconvexos, favor recorrer a GORsKI et al. (2007).
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6.23Exemplos relevantes de funcionais convexos

e Usando as propriedades de convexidade definidas acima, é possivel demonstrar

gue os seguintes funcionais sao convexos:

e f(x)=x"éconvexo para valores positivos de x e a>1.

f (x)=x-log(x) é convexo para valores positivos de x.

f(x)= Iog(Z:iexp(xi )) é convexo.

O funcional afim f(x)=a'x+b é ao mesmo tempo convexo e cdncavo.

O funcional quadratico f(x):%xTAx+bTx+c, A=A", é convexo se

V?f (x)= A for uma matriz semidefinida positiva.

Uma combinacdo conica de funcionais convexos € um funcional convexo.
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7 Minimos Locais

e Seja f um funcional definido sobre Q c X. Um ponto xo € Q é chamado MINIMO
LOCAL de f sobre Q2 se existe uma esfera
N (Xo,€) = x:[x - xo| < e}
tal que f(xo) < f(X), vV x € Q "N(X,,€).
e Xo & um MINIMO GLOBAL se f(xo) < f(x), V X € Q.

Interpretacdo Geométrica

A

f(x) |

v

Xo1 X02 X
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8 Expansdo em Serie de Taylor

o FR"> M X e R"

e Expansdo em série de Taylor em torno do ponto x* € R"

f(x) = f(x*)+VFf(x*)' (x—x*)+%(x—x"‘)T V2 (x*)(x —x*)+0(3)

of (x*)" (0% f(x*) PF(x*)  9f(xM)]
%, OX¢ 0%, 0%, OX, 0,
of (x*) % f(x*) 0% f(x*)
« VE(x*)=| ox, VEEOR) =| ox0x, X2
o) GRICy N 0° 1 (x*)
| X | X,0xy oxZ |
Vetor gradiente Matriz hessiana
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9 Condicao Necessaria de Otimalidade

e Teorema: Considere que f: R"—> R e fe CYR"] (conjunto das funcbes com

derivadas continuas até 22 ordem). Se x* € R" € um minimo local de f(x), entdo
Vi (x*) =0.

Prova: Por absurdo, suponha que x* € minimo local de f(x) e que Vf (x*) #0. Para

g >0 suficientemente pequeno, € possivel definir um x e R" tal que

X = X*—gVf (x*). Portanto:

f(x)= f(x*)+ Vi) (x=x*)=f(x*)+ Vf (x*) (=eVf (x*))=
=  (x*) — eV (x*)T VF (x*) = f (x*) - |V (x*)|°

Logo, em uma vizinhanga de x*, 3 x tal que f(x) < f(x*). «~ ABSURDO!
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10 Condicao Suficiente de Otimalidade

e Teorema: Considere que f: R"—> R e fe CYR"] (conjunto das funcGes com

derivadas continuas até 22 ordem). Se x* e R" é tal que VIi(x*)=0 e

V2 f(x*) > 0, entdo x* resolve min f (x).
X

Prova: Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, € possivel definir um x € R" tal que

X =X*—¢d, onde d € R" é uma direcdo arbitraria. Portanto:
F(xX) = (O¢%) + VE (%) (x—x*)+%(x—x*)T V2 £ () (x —x*) =

- f(x*)+%(—ad)TV2f(x*)(— ed) = f(x*)+§pITV2f(x*)c!

>0

Como d € R" é qualquer, entdo existe uma vizinhanca de x* tal que f(x) > f(x*).

Logo, x* &€ um minimo local.
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e Conclusdo: Suponha que x* € R" é tal que Vf (x*) =0. Entdo x* ¢

(&) Um minimo global de f(x) se V*f(x)>0 V x e R", ou seja, f(x*) <f(x) V

X € R

(b) Um minimo global estrito de f(x) se V2f(x)>0 V x € R", ou seja, f(x*) < f(X)

vV X € R", X #X*.

(c) Um maximo global de f(x) se V2f(X)<0 V x e R", ou seja, f(x*) > f(x)

VX e R

(d) Um méximo global estrito de f(x) se V*f(x) <0 V¥ x € R", ou seja, f(x*) > f(x)

Y X € R", X #X*,
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Exemplo:

e Resolva o problema min %XT Ax+b'x,onde A=A" >0ex e R".
X

Solucéo:

e Definindo f(x):%xTAXerTx, a aplicacdo da condicdo necessaria de

otimalidade ao problema min f (x) produz:
VE(x*) = Ax*+b=0 = x*=-A"b

e Como, por hipdtese, VZf(x) = A>0 (condicdo suficiente de otimalidade), entdo

X* & um ponto de minimo global, portanto solucdo do problema.
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11 Resolvendo sistemas lineares subdeterminados

e Osistema Ax=b,com A € R™" e m <n, sendo A uma matriz de posto completo,
tem infinitas solucdes. Sendo assim, é possivel definir como Unica solucédo aquela

de norma minima, resultando no problema de programacéo quadratica:

1 g
Mmin — X X
x 2

sa. Ax=Db
e O lagrangeano fica: L(x, 1) = %XT x—A" (Ax—b).

e Aplicando as condic¢Ges necessarias de otimalidade, resulta:
oL(x,4)

OX
oL(x,4)

X—AT1=0=x=ATA (4)

Ax—-b=0 (5)

e Substituindo x da Eq. (4) na Eq. (5), tem-se:
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AA"A=D (6)
Como a matriz A é de posto completo, entdo AA' tem inversa, o que produz:
A=(AAT) b (7)

Substituindo agora (7) em (4), chega-se a solucdo de norma minima, na forma:

-1

x=AT(AAT | 'b (8)
Para se chegar a solucdo geral, que contempla infinitas possibilidades para x, €
necessario trabalhar com a matriz P de projecdo para o espaco nulo de A. Essa

matriz deve ser tal que, para qualquer vetor y € R", obtém-se:

APy =0 (9)
Com isso, sabe-se que x=A' (AAT )_1b +Py é solucdo de Ax=b. E possivel
mostrar que:

Q=AT(AAT)*A (10)

e a matriz de projecdo para o range de A. Entao tem-se que:
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P=1-Q=1-AT(AAT)A (11)
e a matriz de projecdo para o espaco nulo de A. Logo, resulta como solugéo
genérica:

x=AT(AAT) b+ Py = x= AT (AAT b+ (1 - AT (AAT) F Ay (12)

comy e R" qualquer.

12 Resolvendo sistemas lineares sobredeterminados

e Osistema Ax=Db,com A € R™" e m>n, sendo A uma matriz de posto completo,
tem garantia de solucdo exata apenas quando m = n. Na situacdo em que m > n, ha
mais equacbes do que incognitas, criando a possibilidade de inconsisténcia entre
algumas equacoes (regidas pelas linhas da matriz A), que ndo podem ser satisfeitas

simultaneamente.
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A presenca de inconsisténcia impede, portanto, que exista x tal que Ax=Db, mas
ndo impede que se busque encontrar X que resolva o seguinte problema de

programacéo quadratica:

min | Ax —b|; = min (Ax—b)" (Ax —b)

A funcéo-objetivo fica:

J(x)=(Ax—b)" (Ax—b)=x"ATAx—x"ATb—b" Ax+b'b.

Aplicando a condigdo necessaria de otimalidade, resulta:

dJ(x)
dx

=2A"Ax-2ATb=0= A"TAx=A"b (13)

e Como a matriz A é de posto completo, entdo A" A tem inversa, o que produz:

x=(ATAJ " ATb (14)

A Eqg. (14) representa a famosa solucdo de quadrados minimos para um sistema

linear de equacgdes que ndo necessariamente admite solugdo exata.
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13 Precisao numérica na solucao de sistemas lineares

e Considere o seguinte sistema linear de equacdes na forma matricial
Ax=D
onde A € R™" x € R" e b € K™ Vamos tomar m = n no estudo a seguir, além de
considerar gue A é inversivel.
e O gque se quer responder é quanto que uma variacdo incremental em b afeta a
solucdo x. Considerando ob como sendo esta variagao incremental, resulta:
A(x+06x)=b+db

e Tomando
WD
A Y] 1 1
m=min ——-—=min = = ,
o e [y A [
oy
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entdo é possivel definir o nimero de condicdo da matriz A na forma:
) M
cond(A) =[|Al-|AH ==,
m
0 que nos leva a:

ol <M x|

|ob][=m|ox].

e Como A € uma matriz ndo-singular, tem-se que m = 0, 0 que permite obter:

Xl < cond(A)H@H.
X b

e Portanto, um namero de condicéo elevado para a matriz A permite que a solugao x
apresente um erro numeérico relativamente alto, mesmo que a variacdo em b, por

exemplo, causada por um erro de arredondamento, seja baixa.
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e Cabe alertar que existem outras definicdes para numero de condicéo, validas para

matrizes retangulares, por exemplo, e dependentes da norma adotada.

14 Problemas de otimizacao restritos

e Sendo x € R" a variavel de decisdo, uma ampla gama de problemas em
engenharia pode ser formulada como segue:
min fo (X)
sujeitoa  f,(x)<0, i=1---,m
h(x)=0,i=1--p
com fo(-) sendo a funcéo-objetivo (também conhecida como funcao de perda ou

de custo) e havendo m restri¢cdes de desigualdade e p restricdes de igualdade.
e Em geral, problemas deste tipo podem ser muito dificeis de resolver,
particularmente para valores elevados de n. As motivacOes para essa dificuldade

podem ser originadas por: (1) auséncia de convexidade, (2) presenca de poucas
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regides factiveis (se tanto) no espaco de deciséo, (3) arbitrariedade dos critérios de
parada do processo de otimizacgdo, (4) ocorréncia de taxas de convergéncia muito
baixas e/ou (5) imprecisdo numerica (HINDI, 2004).

Mas quando as f,(-), i=0, 1, ..., m, séo fungBes convexas e as h,(-), i=1, ..., p, sd0
funcbes afins (veja Secdo 6.2), as primeiras trés fontes de dificuldade
desaparecem, pois resulta um problema de otimizagdo convexo.

Nos anos 1980 e 1990, pesquisadores russos e americanos descobriram que, além

da convexidade, se as funcdes f,(-), i=0, 1, ..., m, forem autoconcordantes, entéo

as ultimas duas fontes de dificuldade podem ser superadas por métodos de pontos
interiores (NESTEROV & NEMIROVSKII, 1994).

Uma funcéo f (-): R — R é autoconcordante se:
Fr(x)|<2f7(x)2.

De forma equivalente, uma funcéo f(-): %R — R é autoconcordante se:
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d 1
dx f”(x)

<1

e Uma fungdo f(-)::R" — R é autoconcordante se:

d
avz f(X+ay)|,o < 2\/yTV2 f(x)y -V*f(x).

e Ou seja, se a funcdo resultante ao se caminhar em uma direcdo arbitraria for
autoconcordante.

e Uma ampla classe de problemas de otimizacdo em engenharia admite funcoes
autoconcordantes, de modo que esses problemas podem ser resolvidos com grande

eficiéncia computacional.

14.1RestricOes poliedrais e politopos

e Um poliedro é formado pela intersecdo de um ndmero finito de meio-planos:

P ={x|ajx<h,i=1-- k}, com k finito.
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e Um poliedro limitado € chamado de politopo, conforme apresentado na figura a

seguir para k = 5.

Poliedro finito ou politopo. Figura extraida de HINDI (2004).
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14.2Restricao elipsoidal

e Elipsoides vém ganhando mais e mais atencdo em problemas de otimizacéo
restrita, particularmente por representarem aproximac0es, mesmo que grosseiras,
de regibes convexas.

e Dada uma matriz simétrica e definida positiva A, um elipsoide com centro em X é

dado no forma:

E :{x|(x—xc)T A‘l(x—xc)sl}

V2

‘T

VM

e O i-ésimo semieixo do elipsoide € dado por /A., sendo A, o i-esimo autovalor de

A.
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