
IE009 - Pro
essamento Adaptativo de Sinais

Filtro de Volterra

O emprego de estruturas lineares para realizar tarefas de extração de informação, tanto no 
aso

supervisionado, 
omo no 
aso não-supervisionado, está diretamente asso
iado ao 
ompromisso entre

tratabilidade matemáti
a e desempenho que estes modelos ofere
em. Entretanto, à medida que surgem


enários 
ada vez mais 
omplexos, espe
ialmente no 
ontexto de pro
essamento de sinais, passa a ser

essen
ial re
orrer a estruturas de 
aráter não-linear, as quais ofere
em uma maior �exibilidade para


riar o mapeamento das entradas do sistema para as suas saídas.

Neste tópi
o, vamos 
onsiderar, primeiramente, uma estrutura não-linear 
onhe
ida 
omo �ltro

de Volterra, a qual baseia-se em expansões polinomiais do sinal de entrada para gerar a saída, 
omo

revela a expressão a seguir:

y(n) = h0 +
∑

k1

h1(k1)x(n− k1) +
∑

k1

∑

k2

h2(k1, k2)x(n− k1)x(n− k2)

+
∑

k1

∑

k2

∑

k3

h3(k1, k2, k3)x(n − k1)x(n− k2)x(n− k3) + . . . ,
(1)

onde y(n) denota a saída deste sistema SISO não-linear, h(k1, . . . , kj) são os 
oe�
ientes do �ltro,

denominados Volterra kernels, e x(n) representa a entrada do sistema. Podemos dizer que a série de

Volterra representa uma extensão da idéia da série de Taylor, uma vez que permite a modelagem de

respostas dotadas de memória. Conseqüentemente, o �ltro de Volterra é uma ferramenta que pode

ser utilizada para modelar uma ampla 
lasse de sistemas não-lineares, assim 
omo a série de Taylor

se mostra útil para expressar uma variedade de funções não-lineares.

Dada a equivalên
ia entre os paradigmas de �ltros lineares (�ltragem temporal) e 
ombinadores

lineares (estimação linear), é possível es
rever uma representação via série de Volterra para o 
aso em

que os sinais presentes no vetor de entrada x provêm de diferentes origens, 
omo o
orre, por exemplo,

em um arranjo de sensores:

y(n) = h0 +
∑

k1

h1(k1)xk1
(n) +

∑

k1

∑

k2

h2(k1, k2)xk1
(n)xk2

(n)

+
∑

k1

∑

k2

∑

k3

h3(k1, k2, k3)xk1
(n)xk2

(n)xk3
(n) + . . . .

(2)

Considere que o número de entradas lineares seja igual a N . Em ambos os 
asos, podemos adotar

uma notação vetorial, de modo a obter uma expressão para a saída do �ltro bastante familiar à que

1



en
ontramos no 
enário de �ltragem ótima. Seja

xv(n) =











































































x(n)

x(n− 1)

.

.

.

x(n−N + 1)

x2(n)

x(n)x(n − 1)

.

.

.

x(n)x(n−N + 1)

x(n− 1)x(n)

.

.

.

x(n−N + 1)x(n−N + 2)

x(n−N + 1)x(n−N + 1)

x3(n)

x(n)x(n)x(n− 1)

.

.

.











































































(3)

o vetor 
om todos os termos polinomiais asso
iados à entrada linear x(n) = [x(n) . . . x(n−N +1)]T ,

e

H =


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(4)

o vetor 
ontendo os kernels do �ltro de Volterra

1 2

. Com isto, a saída do �ltro pode ser es
rita 
omo

3

:

yv(n) = HTxv(n). (5)

Observe que a saída do �ltro de Volterra é dada pela 
ombinação linear dos sinais de entrada,

assim 
omo o
orre no 
aso de um �ltro FIR. A diferença está na natureza do vetor de entrada xv(n),

1

Embora a série de Volterra in
lua um termo 
onstante h0, ele é irrelevante para esta dis
ussão, e por isso foi omitido

na montagem do vetor H.

2

No 
aso de uma �ltragem espa
ial, basta substituir x(n− k) por xk(n), k = 0, . . . , N − 1, em todos os termos.

3

A Equação (5) permite o 
ál
ulo simultâneo da saída do �ltro de Volterra para diferentes instantes de tempo

(amostras). Para isto, basta montar a matriz Xv = [xv(0) xv(1) . . . xv(Ts − 1)], onde Ts indi
a o número total de

amostras.
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que agora in
lui termos não-lineares referentes aos produtos 
ruzados entre as entradas lineares até

uma determinada ordem M . Isto signi�
a que o �ltro de Volterra, embora seja não-linear, possui

uma dependên
ia linear 
om respeito aos seus parâmetros ajustáveis h(k1, . . . , kM ). Portanto, é

possível obter uma solução fe
hada para os 
oe�
ientes deste �ltro que minimiza a esperança do erro

quadráti
o (i.e., no sentido MMSE). Ou seja, os 
on
eitos de �ltragem ótima e solução de Wiener

podem ser estendidos para o �ltro de Volterra, de modo que seus 
oe�
ientes ótimos são dados por:

H = Rxv

−1pxvd, (6)

onde Rxv
= E{xv(n)xv(n)

T } e pxvd = E{xv(n)d(n)}, sendo d(n) o sinal que desejamos obter na

saída do �ltro.

Contudo, não podemos 
onfundir esta solução ótima, e os termos nela envolvidos, 
om a solução de

Wiener (
lássi
a) determinada para um �ltro FIR. Neste último 
aso, apenas as estatísti
as de segunda

ordem do sinal de entrada são utilizadas na matriz de auto
orrelação, que possui uma estrutura do

tipo Toeplitz. Já no 
aso do �ltro de Volterra, a matriz Rxv
possui os seguintes elementos:
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=
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.
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Observe que o primeiro quadrante desta
ado na matriz Rxv

orresponde pre
isamente à matriz

de auto
orrelação do 
aso linear, a qual 
ontém as estatísti
as de segunda ordem do sinal de entrada.

Por outro lado, podemos per
eber que surgem estatísti
as de ordem superior, o que signi�
a que o

�ltro de Volterra, ao 
onsiderar os termos polinomiais, 
onsegue explorar 
om maior profundidade as

propriedades estatísti
as do sinal de entrada. Com efeito, utilizando um �ltro de Volterra:

• de ordem M = 2, passamos a utilizar estatísti
as de x(n) até a 4

a

ordem;

• de ordem M = 3, passamos a utilizar estatísti
as de x(n) até a 6

a

ordem;

• de ordem M qualquer, surgem as estatísti
as de ordem 2M .

Esta evidên
ia, aliada ao fato de que a relação não-linear estabele
ida entre a entrada e a saída, por

meio da série trun
ada de Volterra, é linear 
om respeito aos parâmetros ajustáveis hi(·), en
orajam

o uso do �ltro de Volterra 
omo uma alternativa interessante aos �ltros lineares.

No entanto, o per�l da série de Volterra é responsável por gerar uma 
onstante ameaça de explosão

de dimensionalidade diante do aumento gradual da ordem de aproximação e do número de entradas

forne
idas ao �ltro. Em outras palavras, 
onforme aumentamos a ordem dos termos utilizados,

o número de parâmetros ajustáveis 
res
e signi�
ativamente; além disso, o a
rés
imo de entradas

3



também leva a um aumento signi�
ativo no número de kernels. Com efeito, é possível expressar o

número de parâmetros (kernels) não-ambíguos (e.g., usamos apenas E{x(n)x(n − 1)}, já que é igual

a E{x(n− 1)x(n)} quando x(n) é real) em função do número de entradas lineares (N), 
omo mostra

a Equação (7).

Nker = N +
N(N + 1)

2
+

N(N + 1)(N + 2)

6
+ . . . (7)

Esta possibilidade de rápida expansão do número de parâmetros traz 
onstantes preo
upações

referentes à apli
ação práti
a desta estrutura. Apesar disto, se restringirmos a ordem do �ltro para

valores pequenos, é possível manter o número de 
oe�
ientes dentro de um limite razoável e, ao

mesmo tempo, obter um avanço no sentido de explorar as estatísti
as do sinal de entrada, para,

então, produzir um mapeamento mais �exível e adequado quando 
omparado a um �ltro linear.

Além disso, uma vez que mostramos que o �ltro de Volterra admite uma solução ótima do tipo

Wiener, podemos também realizar sua adaptação em tempo real, utilizando os algoritmos do tipo

LMS e RLS. A diferença, novamente, está apenas na forma do vetor de entrada xv(n), que agora

in
lui também os termos polinomiais.

Exemplo: equalização

Considere um sinal s(n) do tipo 2-PAM, i.e.,

s(n) =







−1 
om probabilidade 0.5

+1 
om probabilidade 0.5

(8)

Pretendemos transmitir este sinal pelo 
anal 
uja função de sistema é dada por:

H(z) = 0.5 + z−1
(9)

O objetivo é, a partir do sinal efetivamente re
ebido x(n), re
uperar a informação sobre qual

símbolo foi originalmente enviado pela fonte. Neste exemplo ilustrativo, optamos por não 
onsiderar

a presença de ruído.

Embora pareça ser um 
anal relativamente simples, ele não pode ser equalizado 
om um �ltro FIR

quando o atraso de equalização é zero, uma vez que, neste 
aso, os estados do 
anal não podem ser

linearmente separados, o que pode ser veri�
ado na Figura 1.

Portanto, é pre
iso re
orrer a uma estrutura não-linear para produzir um mapeamento su�
iente

�exível de modo a 
orretamente separar os estados do 
anal. Começamos, então, 
om um �ltro de

Volterra de 2

a

ordem, e 
om duas entradas lineares: x(n) e x(n − 1). Logo, temos 2 + 2× (3)/2 = 5


oe�
ientes para ajustar. Cal
ulando as estatísti
as ne
essárias para montar a matriz Rxv
e o vetor
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Figura 1: Estados do 
anal H(z) = 0.5 + z−1

de 
orrelação 
ruzada pxvd, obtemos a seguinte solução ótima:

H =

















0.4762

-0.1905

0

0

0

















(10)

Observe que a solução ótima anula os 
oe�
ientes dos termos quadráti
os, o que signi�
a que o

�ltro obtido nada mais é do que um �ltro FIR. Isto o
orreu por 
ausa do efeito dos termos quadráti
os

sobre a simetria ímpar existente no sinal original s(n) e que se re�ete também nos estados do 
anal,


omo mostrado na Figura 1: os termos polinomiais x2(n), x(n)x(n− 1) e x2(n− 1) fazem desapare
er

esta simetria, e, portanto, 
omprometem a identi�
ação do sinal original. Na verdade, o ideal é

des
onsiderar estes termos, pois não trazem informações relevantes sobre os estados do 
anal, o que

é rati�
ado pelo fato de os 
oe�
ientes ótimos asso
iados a estes termos na solução de Wiener serem

nulos.

Diante destas evidên
ias, a proposta seguinte é substituir os termos de segunda ordem pelos de 3

a

ordem. Assim, 
om as duas entradas lineares x(n) e x(n− 1), temos 2 + 2× 3× 4/6 = 6 
oe�
ientes

para ajustar. De modo semelhante ao 
aso anterior, podemos montar a matriz Rxv
e o vetor de


orrelação 
ruzada pxvd na tentativa de obter a solução de Wiener. Entretanto, a nova matriz Rxv

não é inversível, pois dois de seus autovalores são iguais a zero.

É importante desta
ar que isto não signi�
a que um �ltro de Volterra de 3

a

ordem não é adequado

para efetuar a equalização deste 
anal. Na verdade, uma vez temos mais parâmetros livres que o

ne
essário, sobram graus de liberdade e o sistema �
a indeterminado, i.e., existem in�nitos vetores de


oe�
ientes H ótimos

4

.

Devido à simetria existente nos estados do 
anal, temos, na verdade, que separar 
orretamente

apenas quatro estados (os outros quatro apresentam simetria ímpar em relação a este 
onjunto de

4

Fato semelhante também pode ser observado no 
aso de �ltros lineares.
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estados, 
omo mostra a Figura 1). Logo, uma estrutura dotada de quatro graus de liberdade já seria

o su�
iente. Por isso, usando todos os kernels de 3

a

ordem do �ltro de Volterra, não temos mais uma

úni
a solução ótima para determinar. Apesar disto, é perfeitamente possível utilizar e adaptar esta

estrutura para equalizar o 
anal por meio dos algoritmos LMS e RLS.

Primeiramente, empregamos o algoritmo LMS: após alguns testes preliminares, �xamos os passos

de adaptação dos 
oe�
ientes de 1

a

e 3

a

ordens 
omo µ1 = 0.01 e µ3 = 0.005, respe
tivamente. Foram


onsideradas, no total, 10000 amostras de entrada. As Figuras 2(a) e 2(b) apresentam a evolução da

saída do �ltro de Volterra e a progressão do erro quadráti
o instantâneo, respe
tivamente.
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(a) Saída do �ltro de Volterra
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o instantâneo

Figura 2: Resultados obtidos pelo �ltro de Volterra treinado 
om o algoritmo LMS.

Podemos observar na Figura 2(a) que a saída do �ltro de Volterra gradativamente 
onverge para

faixas estreitas em torno dos valores +1 e −1, que são justamente os dois possíveis valores do sinal s(n)

que desejamos re
uperar, o que 
ertamente é uma evidên
ia de que a estrutura foi 
apaz de realizar

a equalização do 
anal. Contudo, não apenas pre
isamos 
hegar próximos dos valores originais da
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fonte, mas também é importante a
ertar a ordem em que eles apare
em para que a equalização seja

bem-su
edida.

É possível per
eber na Figura 2(b) que o erro quadráti
o instantâneo 
ai para valores muito

pequenos à medida que o treinamento prossegue, o que signi�
a que, após um período ini
ial de

ajuste, a saída do �ltro de Volterra se aproximamuito do valor verdadeiro da fonte. Portanto, podemos


on
luir que os resultados mostrados na Figura 2 indi
am 
laramente que o �ltro de Volterra de 3

a

ordem 
onsegue efetivamente separar os estados do 
anal, de modo a re
uperar 
orretamente o sinal

s(n).

Agora, para o mesmo 
onjunto de amostras de entrada, e 
onsiderando um fator de esque
imento

igual a λ = 0.995, empregamos o algoritmo RLS para ajustar os 
oe�
ientes do �ltro de Volterra. As

Figuras 3(a) e 3(b) apresentam a saída da �ltro e o erro quadráti
o em 
ada instante, respe
tivamente.
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Figura 3: Resultados obtidos pelo �ltro de Volterra treinado 
om o algoritmo RLS.

Podemos veri�
ar na Figura 3 que o �ltro de Volterra rapidamente foi 
apaz de aprender a equalizar
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o 
anal, pois sua saída 
onvergiu para valores próximos dos desejados, e houve uma rápida redução no

valor do erro quadráti
o instantâneo entre sua saída e o sinal desejado. Ambos os fatos 
omprovam

que o �ltro de Volterra, ajustado por meio do algoritmo RLS, também 
onsegue separar 
orretamente

os estados do 
anal.

Uma 
omparação interessante que podemos fazer entre as versões LMS e RLS do �ltro de Volterra

envolve a velo
idade de 
onvergên
ia: 
onforme podemos veri�
ar nas Figuras 2(b) e 3(b), o algoritmo

RLS tende a 
onvergir 
om maior rapidez que o LMS. Porém, em geral, o RLS se mostrou um pou
o

mais sus
eptível a variações na es
olha do parâmetro λ, quando 
omparado ao LMS e às es
olhas de

µ1 e µ2.

Outro aspe
to a desta
ar é que os vetores de 
oe�
ientes do �ltro de Volterra obtidos através dos

algoritmos LMS e RLS são diferentes:

HLMS =
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




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-0.5277





















(11)

Isto se deve ao fato que ressaltamos anteriormente: uma vez que temos seis parâmetros livres, mas

apenas quatro estados que efetivamente pre
isam ser separados, surgem in�nitas soluções ótimas para

o vetor de 
oe�
ientes do �ltro de Volterra, sendo que todas estas 
onseguem equalizar o 
anal. Os

vetores obtidos pelos algoritmos LMS e RLS 
orrespondem a duas dentre as várias possibilidades que

equalizam o 
anal.

Para 
omprovarmos toda a argumentação feita neste 
aso, apresentamos na Figura 4 a fronteira de

de
isão asso
iada ao �ltro de Volterra ajustado 
om o auxílio dos algoritmos LMS e RLS, juntamente


om a fronteira de de
isão do equalizador ótimo bayesiano, o qual assume 
onhe
imento 
ompleto das


ara
terísti
as do ruído, do sinal original, e também dos estados do 
anal.

Conforme esperado, tanto o �ltro de Volterra obtido pelo algoritmo LMS, quanto o �ltro obtido

pelo algoritmo RLS, produzem fronteiras de de
isão que 
orretamente 
lassi�
am (separam) os estados

do 
anal, embora sejam bastante diferentes entre si, e também diferentes em relação à fronteira do

equalizador bayesiano.

Por �m, vamos 
onsiderar um último ensaio: a �m de tornar possível o 
ál
ulo de uma solução

ótima (fe
hada) para os 
oe�
ientes do �ltro de Volterra, optamos por des
artar dois termos (kernels)


úbi
os. Agora, o vetor de entrada do �ltro de Volterra 
orresponde a:

xv =











x(n)

x(n− 1)

x3(n)

x2(n)x(n− 1)











.
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x(k−1)

x
(k

)
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Figura 4: Fronteiras de de
isão do �ltro de Volterra (LMS e RLS) e do equalizador bayesiano.

Desta maneira, 
onstruindo a matriz Rxv
e o vetor pxvd, determinamos a solução de Wiener:

Hwiener =











−2.3333

−1.1102e-016

1.3333

0











.

Utilizando os algoritmos LMS e RLS, realizamos o ajuste dos 
oe�
ientes do �ltro de Volterra.

As Figuras 5(a) a 5(d) apresentam a evolução dos quatro 
oe�
ientes rumo ao valor ótimo dado pela

solução de Wiener. Conforme esperado, tanto para o LMS, quanto para o RLS, o vetor H obtido ao

�nal do pro
esso de adaptação equivale à solução de Wiener. A diferença prin
ipal está na velo
idade

de 
onvergên
ia: o RLS 
onseguiu atingir a solução de Wiener 
om maior rapidez.
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Figura 5: Evolução dos 
oe�
ientes do �ltro de Volterra - LMS e RLS.

10


