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1. Introducao

Os conceitos de grupos, anéis e corpos sao parte de um
ramo da matematica chamada algebra abstrata ou
moderna.

Na algebra abstrata a preocupacdo &€ em relacdo a
conjuntos nas quais podemos operar algebricamente aos
elementos pertencentes a eles. Assim podemos combinar
dois elementos a fim de ter um terceiro elemento com
caracteristicas dos dois primeiros.

Nestas operacdes, sao aplicadas regras que determinam a
natureza do conjunto.



1. Introducao

 As regras incluem operacdoes aritmeéticas mas nao estao
limitadas somente a estas operacdes. Sdo regras que ditam
as propriedades algébricas de cada conjunto de elementos.

« Serao vistas a seguir propriedades e regras para elementos
algébricos chamados de Grupos, Anéis e Corpos e suas
respectivas propriedades.



2. Grupos e suas propriedades

- E dado um grupo G, denotado por {G,*}, no qual permite
operacdes binarias (denotada por ) entre pares ordenados
de elementos de G (a,b). Para os exemplos serdo utilizados o
grupo Ss:

a=1{1,2,3)
p ={1,3,2}
B =1{213}
y =1{2,3,1}
0 = {3,1,2}
= {3,2,1}

SS = {a,p,ﬁ, Y, 9177:}



2. Grupos e suas propriedades

« Os seguintes axiomas s&o obedecidos para 0s grupos:

(A1) Fechamento: Se a e b pertencem a G, entdo a * b também esta
em G. Exemplo:

T,p E S3
m = {3,2,1}

p=1{132}

Considerando que * seja a permutacdo dos elementos de p de acordo
com a permutacao r:

mep=1{321}e{1,32}={231}



2. Grupos e suas propriedades

(A2) Associativo:a*(bec)=(a*b)-c
Exemplo:

(T,p,f € S3

m = {3,2,1)
| p={13.2)
B ={2,1,3)

me(pef) = {3,2,1}({1,3,2}+{2,1,3})={3,2,1}{2,3,1}={1,3,2} (D
(ep)ef = ({3,2,1}{1,3,2})¢{2,1,3}={2,3,1}¢{2,1,3}=(1,3,2} (7]

I =11



2. Grupos e suas propriedades

(A3) Elemento identidade: Existe um elemento e em G, de modo que
a*e=e-+a=a,paratodoaem G. Exemplo:

T E S3
m = {3,2,1}
¢ =1{1,2,3}
eer={1,2,3}¢{3,2,1}={3,2,1} (D)
mee={3,2,1}{1,2,3}={3,2,1} (1D

I =11

Assim sendo, o elemento identidade ¢é {1,2,3}



2. Grupos e suas propriedades

(A4) Elemento inverso: Para cada a em G existe um elemento a’ em
G,demodoquea-+a =a'sa=¢e

(V.Y €S53
y =1{2,31}
y' =1{3,1,2}
e = {1,2,3}
y*v' =1{231}{3,1,2}={1,23} (D)
V' xy ={3,1,2}{2,3,1}={1,2,3} (I

[ =1 = ¢



2. Grupos e suas propriedades

Grupo finito: quando possui uma quantidade finita de elementos e a
sua ordem corresponde ao numero de elementos pertencentes ao

grupo.

{G = {1,2,3}
ordem = 3

{H ={1,2,3,4,5,6, ...}
Grupo infinito



2. Grupos e suas propriedades

Grupo Abeliano: Satisfazer de (A1) a (A4) e ainda mais esta
condicgao:

(A5) Comutativo:a*b=b-a

* O conjunto de numeros inteiros € abeliano sob a adigao.
(-1)+(3) = (3)+(-1) =2

« O conjunto dos numeros reais sem o0 zero é abeliano sob a
multiplicacao.
(2,31)*(0,88) = (0,88)*(2,31)=2,0328

» O conjunto S; € um grupo, mas nao é abeliano (Exercicio 1).



2. Grupos e suas propriedades

Grupo Ciclico: Conjunto formado por um gerador a, contanto que
cada elemento de G for uma poténcia de a, ou seja:

G ={a° al, a? a3, a*}
a = {3,2,1}

G ={{1,2,3},{3,2,1},{1,2,3},{3,2,1}, {1,2,3}}
Neste caso, G é ciclico, finito e abeliano.

Nota: grupo aditivo de inteiros € um grupo ciclico gerado pelo
elemento 1, sendo cada elemento posterior incrementado por um,
podendo ser ou nao finito, exemplo:

H, ={1,2,3,4,5,6,7,8, ...,n}



3. Anéis e suas propriedades

E dado um anel R, denotado por {R,+,x}, no qual permite duas
operagdes binarias (chamadas de adicdo e multiplicacao) entre
elementos a, b e ¢ de R. Para este caso serao utilizados como
exemplos os grupo dos numeros inteiros (Z* = Z — {0} )

Axiomas obedecidos
— (A1 — A5): R tem que ser um grupo abeliano, ou seja, satisfazer os
axiomas A1 a AS.
— M1 - Fechamento sob multiplicacao: se a e b pertencem a Z*, ab
também esta em Z*:
{ a=1
b=-2
{a = —33
b=-2

—>ab=-2 > a,b,ab € Z”

—ab =66 - a,b,ab €Z”*



3. Anéis e suas propriedades

(M2) Associatividade da Multiplicagao: a(bc)=(ab)c:

a=?2
b=-3
c =10

axXx(bxc)=(@xb)Xxc
2x((=3)x(10)) =(2x(=3)) x 10
2 % (=30) = (—6) x 10
—60 = —60



3. Anéis e suas propriedades

(M3) Leis distributivas:
a(b+c)=ab+ac:

a=2
{b ~s

c =10

axX(Mb+c)=axXb+axXc
2X(-3+4+10)=2x(-3)+2x10
2% (7)=(—6) +20

14 = 14
(a+b)c=ac+bc:
a=2
{b =
c =10

(a+b)Xc=aXc+bXc
2+ (—3))x10=2x10+(-3) x 10
(-1) x10 =20-30
—10=-10



3. Anéis e suas propriedades

De forma geral, um anel € um conjunto onde se possa realizar operacdes
aritméticas de adigao, subtragao [a-b=a+(-b)] e multiplicagao.

Se o conjunto for composto de matrizes quadradas de numeros reais, existem
propriedades de adicdo e multiplicacao, portanto € um anel.

Um anel € comutativo se satisfazer a comutatividade da multiplicacao:
(M4) Comutatividade da multiplicagao: ab = ba

2 2 6 2 4 6 4 8 36
A=|4 8 2|,B=|0 4 0o|-4B=B4A=|[0 32 0
2 -2 8 2 0 2 4 0 16

Neste caso, uma matriz n x n € comutativa se seus elementos forem niumeros
pares(positivos, negativos) ou zero.



3. Anéis e suas propriedades

Um anel esta no dominio da integridade se os axiomas forem obedecidos:

(M5) Identidade multiplicativa: existe um elemento um em R em que
al=1a=a

2 2 6 2 2 6
A=|4 8 2|,1xA=Ax1=A4=|2 8 2
2 -2 8 2 -2 8

(M6) Sem divisores zero: se a,b estaem R e ab = 0, entdo a=0 ou b=0.

Se R for o conjunto de inteiros, positivos, negativos e 0, sob operacdes
matematicas de adigdo e multiplicacéo, R esta no dominio de integridade.



4. Corpos e suas propriedades

- E dado um corpo F, denotado por {F,+,x}, no qual permite duas
operagdes binarias (chamadas de adicdo e multiplicacado) entre
elementos a, b e c de F. Agrega os seguintes axiomas:

— A1 - M6
— M7 - Inverso multiplicativo: Para cada a em F, exceto 0, existe um
elementoa 'emFtalqueaa ' =ala=1
{ a=4%

-1 _ -1, _ 1_
a_1=1/4—>aa =a a—4><4—1
( IZ 2 6]
a=1|4 8 2
1 0 O
3 2 =2 8 —>aa‘1=a_1a=[0 1 0]

0.4375 —0.0625 —0.3125

I—1.0625 0.4375 0.6875 ]
a”l=
\ 0.375 —0.125 —-0.125



4. Corpos e suas propriedades

Portanto, o axioma M7 garante com que o conjunto realize operacdes de
adicao, subtracdo, multiplicagdo e diviséo - regra % =a(b™1).

S&o0 exemplos de corpos 0s numeros racionais, reais e complexos. O conjunto
dos inteiros ndo € um corpo porque, para cada inversa (exceto 1 e -1), gera-se
um numero racional.



Corpo

5. Conclusoes

Os grupos, anéis e corpos dividem-se em propriedades e permite operacdes
matematicas especificas que compdem parte da algebra abstrata.

(

R

Dominio de integridade

Anel comutativo

Anel

Grupo abeliano

Grupo

(A1) Fechamento sob adicio:
(A2) Associatividade da adigdo:
(A3) Identidade aditiva:

(A4) Inverso aditivo:

(A5) Comutatividade da adicgdo:

(M1) Fechamento sob multiplicacdo:
(M2) Associatividade da multiplicag@o:
(M3) Leis distributivas:

(M4) Comutatividade da multiplicagdo:

(M5) Identidade multiplicativa:

(M6) Sem divisores zero:

(M7) Inverso multiplicativo:
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Se ae b pertencem a S, entdo a + b também estiem S
a+(b+c)=(a+b)+cparatodoa,b,cemS$S
Existe um elemento 0 em R tal que
a+0=0+a=aparatodoaems$§

Para cada g em S existe um elemento —aem S
talquea + (—a) =(—a) +a=0
at+b=b+aparatodoa,bem S

Se a e b pertencem a S, entdo ab também estiem S
a(bc) = (ab)c paratodo a, b,cem §

a(b + c) =ab + acparatodoa,b,cem S

(a + b)c = ac + bcparatodoa, b,cem S

ab = ba paratodoa,bem S

Existe um elemento 1 em § tal que

al = la =aparatodoaem S

Sea,bem S eab = 0, tentdo

a=0oub=0

Se a pertence a S e a # 0, existe um

elementoa™' em Stal queaa! =a la =1
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