Reducao de Dimensionalidade e
Variaveis Latentes

1. Motivacao

Neste topico, vamos estudar algumas técnicas gerais e nao-supervisionadas para
reducao de dimensionalidade ou extracao de atributos (feature extraction). Em termos
simples, o que se deseja obter é uma representacao compacta para os dados
observados que preserve a maior parte da informagao ou da estrutura que os dados
possuem no espago original.

Vantagens:

e Reduzir o custo computacional envolvido no processamento dos dados.

¢ Eliminar redundancias nas informacgdes disponiveis.

e Possibilitar a visualizacao dos dados.
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Uma maneira alternativa de se considerar esta questao traz a baila o conceito de
variaveis latentes.

Seja x € RF*!

um padrao pertencente ao conjunto de dados. Cada atributo x;,i =
1,...K corresponde a uma variavel observavel. Quando aplicamos uma metodologia
de reducdo de dimensionalidade, obtemos uma representagdo y € R"*! cujos
atributos podem ser interpretados como varidveis que estavam subjacentes (ou
escondidas em meio) aos dados (dai o nome de variaveis latentes).

Com isto, torna-se possivel analisar, explicar e processar os dados originais a partir
das variaveis latentes descobertas.

E importante ressaltar a diferenca entre extracao de atributos e selecao de variaveis:
no primeiro caso, os dados originais sofrem algum tipo de transformacao (e.g.,

projecao linear ou nao-linear), dando origem a novos atributos em um espaco de

dimensao possivelmente diferente; no segundo caso, do conjunto de atributos
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originais do dado, somente um subconjunto deles € selecionado para fazer parte da

analise.

1.1. Maldicao da dimensionalidade

Esta expressao, cunhada por Richard E. Bellman, em seu trabalho sobre programacao
dinamica (1957), refere-se a varios fendmenos que surgem quando analisamos dados
em espacos de alta dimensao.

O cerne da questao ¢ que quando a dimensionalidade aumenta, o volume do espaco
cresce tao rapidamente que os dados disponiveis se tornam esparsos, isto €, a

densidade de informacao neste espaco ¢ reduzida.
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Figura extraida de (GOODFELLOW ET AL., 2016). A medida que a dimensionalidade aumenta, o ntimero de
regioes de interesse pode crescer exponencialmente. No caso unidimensional, desejamos distinguir 10
regioes de interesse; com amostras suficientes em cada uma dessas regides, algoritmos de aprendizado
podem generalizar corretamente. Com duas dimensoes, ¢ mais dificil distinguir 10 valores diferentes para
cada variavel: neste caso, devemos cobrir 10 X 10 = 100 regides. Com trés dimensoes, este niimero cresce
para 10 x 10 X 10 = 1000. Para d dimensdes e v valores por variavel, precisamos de 0(v%) regides e
exemplos.

Implicacoes:
e Crescimento exponencial no nimero de exemplos necessarios para manter uma

determinada densidade de amostras.
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e Crescimento da complexidade da funcao objetivo envolvida no processo de
aprendizado.

e Tratamento estatistico em espacos de dimensao mais elevada: a distribuicao
Gaussiana admite uma extensao para este caso com uma parametrizacao
relativamente simples; contudo, nao ha tantas opg¢des quanto no caso

unidimensional.

2. Analise de Componentes Principais (PCA)

A andlise de componentes principais (PCA, do inglés principal component analysis) é
uma técnica amplamente utilizada para reducao de dimensionalidade, compressao
de dados (com perda), extragao de atributos e visualizacao de dados (JOLLIFFE, 2002).

Para sua exposicao formal e sem perda de generalidade, vamos considerar que os

T
X1
dados disponiveis X = € RV*K tém média nula, i.e., E{x;} = 0.

T

XN
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2.1. Formulacdes de minimo erro de reconstru¢ao e maxima variancia

Existem duas formulacOes possiveis e equivalentes para a PCA:

e Encontrar a projecao linear dos dados em um espaco de dimensao reduzida M < K
que faca com que o erro quadratico médio de reconstrucgao seja minimizado.

e Encontrar a projecao linear dos dados em um espaco de dimensao reduzida M < K
que faca com que as variaveis obtidas, denominadas de componentes principais
(ou, simplesmente, features) possuam maxima variancia (energia).

Em PCA, um novo vetor de atributos y € RM*! é obtido por meio da projegao de x

sobre as diregdes definidas pelas colunas de uma matriz W = [w; ... wy] € RF*M,

onde w; € RX*1;
y = WTx, (1)
sendo que W'W =1, ou seja, as colunas de W formam uma base ortonormal do

subespaco de dimensao M.
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Reconstrucdo: 8 = Wy = WW'x,

A PCA busca determinar a matriz W que leva ao menor erro quadratico médio de

reconstrucao, expresso como:
Joca = E{llx = %1?} = E{tr((x - D (x — D7)}

Note que:

2

e=x—%) = |le|?=ele= ) ¢

-

~
1
=

Isto também pode ser calculado via produto externo:

€17 -+ €€k
eel = ¢ - '

€ke1 °°° €Ekég

A soma dos elementos da diagonal principal é dada por:

T

Ou seja, |le]|? = eTe = tr(ee’).

(2)

(3)

(4)

()
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Retomando a expressao da funcao custo de PCA, podemos expandi-la como:
Jpca = E{tr(xx” — xx7 — &xT + %%7)}
Substituindo & = WW'x em (6), obtemos:
Jpca = E{tr(xx")} — E{trx(WWTx)T)} — E{tr(WWTxx7)} + E{tr(WWTxx"WWT)}
Propriedades: dadas duas matrizes A € R¥*M ¢ B € RM*X,
e tr(AB) = tr(BA).
e tr(A) = tr(A7).
Vamos combinar estas duas propriedades para simplificar os termos de (7):

E{tr(x(WW'x)")} = E{H} = E{H"} = E{tr(WW"xx")}
H

E{r(WW'xx"W W' )} = E{tr(AB)} = E{tr(BA)} = E{tr(W"WW"xx" W)}

AE]R'KXM BERMXK

Como WTW = |, entio:

E{triWWTxxTWWT)} = E{tr(WTWWTxx"W)} = E{tr(WTxx"W)}

(6)

()

(8)

©)

(10)
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Com estas alteracoes, o segundo e o terceiro termo de Jpca sao iguais. Prosseguindo,

entao, com as manipulagoes:

Jpca = tr(E{xx"}) — 2E{trx(WWTx)")} + E{tr(WTxx"W)}

= tr(E{xx"}) — 2E{trxx"WWT)} + E{tr(WTxx"W)} ()
Ora, E{xx"} = R, é a matriz de autocorrelacao dos dados. Ent3o:
Jpca = tr(Ry) — 2tr(E{xx"}WWT) + tr(WTE{xxT}W)
= tr(R) — 2tr(R,WWT) + tr(WTR W)
= tr(Ry) — 2tr(WTR,W) + tr(WTR,W) (12)
Finalmente,
Jeca = tr(Ry) — tr(W'R,W). (13)

O objetivo em PCA é minimizar a fungdo custo Jpca. Contudo, como o primeiro
termo em (13) ndo depende da matriz W, basta minimizarmos —tr(W"R,W), o que
equivale a maximizar tr(W”R,W).

min Jpca = maxtr(WTR,W) (14)
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Ora, podemos reescrever o termo tr(W R,W) em (14) da seguinte forma:
tr(WTR,W) = tr(WTE{xx"}W) = E{tr(WTxx"W)} (15)
Como W™x =y, o termo dentro do operador de esperanga corresponde a yy':

F{tr(WTRW)} = E{tr(yy")} = BTV} = ) By} (16)

=1

Com isto, percebemos que minimizar o erro de reconstrugao € equivalente a buscar

as direcoes em W tais que as projecoes de X sobre elas tenham mdaxima variancia.

2.2. Solugao 6tima para PCA

Nesta secao, faremos o desenvolvimento da solucao otima de PCA através de um
processo de indug¢ao matematica.
Comecaremos com a primeira componente principal (M =1). O problema em

questao pode ser definido da seguinte maneira:
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max E{y;%} = maxtr(w; R,w;) (17)
W, Wq

s.a. |lwil =1

Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange, temos que a solugao para (17)

pode ser obtida a partir do seguinte problema sem restrigoes:

max L(wy, 1;) = max tr(W1TRxW1) — /11(W1TW1 - 1) (18)
W4 Wy

Aplicando as condigoes de otimalidade:

0L(wy, A1) otr(w;"Rywy) 04, (wy"wy — 1) _

19
0w, AV 0w, 0 (19)

Ora, tr(w;"R,w;) = w; "R, wy, pois se trata de um escalar. Portanto,

0L(wy,44) _ ow;"Reyw; 94 (wy wy — 1)

W, oW, w 2R,w; — 24, w; =0 (20)

Finalmente, chegamos a:

Rxwl - /11W1. (21)
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Reconhecemos que (21) € a expressao matematica que descreve os autovalores e
autovetores da matriz de autocorrelacao dos dados Ry. Ou seja, a direcao w; que
define a primeira componente principal esta associada a um dos autovetores de Ry.
Mas qual dos autovetores deve ser escolhido?

Usando (21), podemos reescrever a fungao custo original em (17) da seguinte forma:

max tr(w; Ryw;) = maxw;  Ryw; = maxw;'A;w; = maxA; wy'wy = maxd; 99
Wq W1 Wq W1 N—— Wq ( )

Como queremos maximizar a variancia da projecao, isto € equivalente a maximizar o
autovalor de Ry, 1;.

Portanto, devemos escolher w; como o autovetor de R, associado ao maior
autovalor, de modo a maximizar a variancia da projegao.

Como podemos obter as demais componentes principais (M = 2)?

A segunda componente principal € obtida fazendo a projecao de x sobre a direcao

w, tal que a variancia E{y,*} = w," R,w, seja maximizada.
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Porém, nao s6 devemos impor a restricao de norma unitaria a w,, mas também exigir

que y, =W, X seja descorrelacionada (ou ortogonal) a primeira componente

principal y; = w;”x:
E{y,y,"} =0 = E{w,"xx"w;} = w" E{xx"}w; = w,"R,w;
=w, A;w; =0
= w, ’w; = 0.
Usaremos, novamente, o método dos multiplicadores de Lagrange:

max L(W5, A, ¢2) = max(w; Ryw;) — A, (wy ' wy — 1) — ,w, ' wy
Wy Wy

Calculando a derivada parcial com respeito a wy:

0L(Wy, A2, 02) _ oW, " Ryw, 04, (wy'wy, — 1) 0w, wy
0w, B 0w, 0w, 0w,

= ZRXWZ - 2/12W2 — P, W = 0
Se pré-multiplicarmos a esquerda por w;’, obtemos:

T T T —
2W1 RXWZ - 2/12W1 W2 - (p2W1 W1 -_ O

(23)

(24)

(25)

(26)
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Pela ortogonalidade imposta, os dois primeiros termos sao nulos, de modo que:

P2 ¥ Wy =0 @7)

Logo, ¢, = 0. Neste caso, ficamos apenas com os dois primeiros termos em (25):

2Ryw, — 21,w, =0, (28)
0 que nos leva a:

Ry,w, = A, w,. (29)

Ou seja, a direcao w, que define a segunda componente principal também esta
associada a um dos autovetores de Ry. Seguindo o mesmo raciocinio do caso
anterior, € possivel concluir que w, corresponde ao autovetor de R, associado ao
segundo maior autovalor.
Caso geral: a k-ésima componente principal de x é determinada por y, = w;,”x, em
que Wy, € o autovetor da matriz de autocorrelacao dos dados Ry associado ao k-ésimo

maior autovalor.
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A matriz de aucorrelagao Ry pode ser estimada pela média amostral:

L&
R, ~ Nz X, X!
n=1

2.3. Numero de componentes principais

A escolha do numero de componentes principais (M) € feita tendo em vista um
compromisso (trade-off) entre o erro de aproximacao e o grau de compressao
atingido: enquanto o erro de aproximagao (ou reconstrucao) € reduzido quanto mais
componentes principais sao consideradas, a compressao € cada vez maior quanto
menos componentes principais sao mantidas.

Uma estratégia simples para guiar esta escolha consiste em olhar para a porcentagem
da variancia total dos dados que conseguimos capturar com M componentes
principais. Como

E{yr?} = Wi Rywy, = Wi/ Wy, = Ay, (30)
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entdao a soma de todos os autovalores de Ry equivale a Y 5_; E{y?}.

Sendo assim, a parcela da variancia total associada as M componentes principais €

dada por:

S ¥ SIOY15 75 QP ALY
M ZI,§=1 E{y,*} 211§=1 Ak '

supondo uma ordenacao crescente dos autovalores de Ry.

(31)
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Exemplo:

Figura. Distribuicao dos dados no espago original e as duas diregoes principais identificadas pela PCA. O
comprimento dos vetores reflete a diferenca das variancias capturadas por cada direcao.
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Exemplo: conjunto de dados Iris

Padroes de entrada

Pétala

W

Sépala Pétala
[ . | | X 1
Comprimento Largura Comprimento Largura
Pt 5.1 3.5 14 0.2 Setosa
2 4.9 3.0 14 0.2 Setosa
50 |64 3.5 4.5 1.2 Versicolor
150 | 5.9 3.0 5.0 1.8 Virginica

/

Atributos

\ Sépala

Rotulos das classes
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Figura. Visualizacao das trés componentes principais obtidas por PCA para o conjunto Iris. Observe que uma
das classes (setosa) ocupa uma regiao bem definida e isolada do espago, enquanto as outras (versicolor e

virginica) ficam bem préximas.
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Figura. Visualizacao das duas componentes principais obtidas por PCA para o conjunto Iris.
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Figura. Visualizagdao dos dados Iris apds a projecao sobre as duas primeiras diregoes definidas pelo
discriminante de Fisher. Embora o resultado seja, até certo ponto, semelhante aquele verificado para a PCA, é
importante recordar que a LDA € uma técnica que usa a informagao dos rétulos de cada padrao, enquanto a
PCA é inteiramente nao-supervisionada.
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3. Kernel PCA

Semelhantemente ao que € feito no contexto das maquinas de vetores-suporte
(SVMs, do ingles support vector machines), a ideia da kernel PCA (KPCA) consiste em
aplicar uma transformagao nao-linear sobre os dados originais x; € R¥,i =1, ..., N,
levando-os a um espago de dimensao L, no qual se obtém as dire¢Oes principais,
sobre as quais projetamos os dados transformados. Com isto, no espaco original, o
efeito € semelhante a uma projecao dos dados sobre curvas nao-lineares (SCHOLKOPF
ET AL., 1998).

Poréem, em vez de explicitamente escolher um mapeamento que faca esta
transformagao ¢(x): R¥ - RY, a KPCA também explora o truque do kernel.

Para isto, € necessario formular o problema exclusivamente em termos de produtos
internos entre os dados transformados ¢(x;), os quais serao, entao, substituidos

pelos valores da fungao kernel, conforme mostra a expressao abaixo:

Topico 9: Redugdo de Dimensionalidade e Varidveis Latentes Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP



¢ (xn)" P (X)) = K(Xp, X)) (32)

Na PCA classica, as componentes principais sao definidas pelos autovetores u; da
matriz de autocorrelagao dos dados Ry, € R¥*X, conforme a expresséo:

R,u; = A;u;, (33)

na qual i =1,..,K, Ry = E{xx"} = %Zﬁﬂxnan

e 0s autovetores sao ortonormais,
Le.,

1l,parai =j

O,parai #j° (34)

u'u; = {
Considere, entdo, uma transformacdo nao-linear ¢(x): R¥ - R* em um espago de
atributos (feature space) L-dimensional, de modo que cada ponto x, € R¥ é projetado
em um ponto ¢(x,) € RE. Podemos, entdo, aplicar a PCA convencional neste novo
espaco (R%), o que equivale a implicitamente definir um modelo de componentes

principais nao-lineares no dominio original dos dados.
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i

Figura extraida de (BisHOP, 2006). Ilustracao da operagao de KPCA. Por meio da transformacao nao-linear

¢ (), os dados sao projetados no espacgo de features, onde a PCA classica fornece as dire¢des principais. As

linhas em verde indicam as projecOes lineares sobre a primeira componente principal (vetor v;), as quais

correspondem a projegoes nao-lineares no espago original.

Por enquanto, vamos supor que os dados projetados também possuem meédia nula
1 . . ~ /

(5 >N_1 ¢ (x,) = 0). No espaco de atributos, a matriz de autocorrelacao dos dados é

dada por:
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c= %Z P06 b )" 35)

e sua expansao em autovetores € definida por:

Cv; = Av;, (36)
i =1,..,L. Nosso objetivo € resolver este problema sem ter que explicitamente
trabalhar no espaco de atributos, isto €, sem ter que definir um mapeamento ¢(-) e
realizar, de fato, a projecao nao-linear dos dados.
Substituindo a definicdo da matriz de autocorrelagao em (36), as equagdes dos
autovetores nos dizem que v; deve satisfazer a seguinte condigao:

AT 2 ¢(Xn) {¢(Xn)TV1} Ai iVi- (37)

escalar

Vemos, entao, que o vetor v; € dado por uma combinagao linear dos vetores ¢(x,,) —

desde que 4; > 0 — de modo que podemos escreve-lo na forma:
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N

v = Z ain (Xy), (38)

n=1

em que a;, = ¢(x,)"v;.

Substituindo (38) na equagao dos autovetores, obtemos:

N N N
1
=D dEISEDT D Aimd ) = A ) Aindb (). (39)
n=1 m=1 n=1
Multiplicando ambos os lados de (39) por ¢ (x;)", chegamos a:
N N N
1
=) PO OIS D amd ) =4 ) aindx)P(x,)  (40)
n=1 m=1 n=1

Agora, em toda a expressao aparecem termos envolvendo produtos internos entre
pontos no espaco transformado. Usando o truque do kernel, descrito na Equacao (32),

podemos escrever que:
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N N N
1
= @) ) Y Aimbn) D) = A Y Gund ()T Px)
n=1 m=1 n=1
(41)

1% o S
Nz K(Xlrxm) z aimK(Xn» Xm) — Ai Z ainK(Xern)
n=1 m=1 n=1

Seja K = dPT a matriz de Gram, de dimensao N X N, simétrica, cujos elementos sao
dados por:

[Klnm = ¢(xXn)" X)) = kX, Xi). (42)
Entao, podemos adotar uma notagao matricial para (41), obtendo:

K%a; = 1;NKa;, (43)

na qual a; € um vetor coluna N-dimensional com elementos a;,,n = 1, ..., N.
E possivel mostrar que as solugdes uteis de (43), as quais estao relacionadas aos
autovetores referentes a autovalores nao-nulos de K, sao as mesmas que aquelas

obtidas na seguinte igualdade (BISHOP, 2006):
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Kai = AiNai. (44)
A condigao de normalizacao para os vetores de coeficientes a; € obtida a partir da

exigéncia de que os autovetores no espaco de atributos sejam normalizados. Usando

(38) e (44), temos que:

N N
1=v'"v; = Z z AinQim P (X) o (Xy) = a;"Ka; = 1;Na;"a; (45)

n=1m=1

Uma vez resolvido o problema de cdlculo dos autovetores, as proje¢oes nas
componentes principais também podem ser expressas em termos da funcao kernel.

Com efeito, a projecao de um ponto X sobre o autovetor i € dada por:

N N
700 = PRV = D i (OTH(kn) = D @ik (XX, (46)
n=1 n=1

Observacao:
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e No dominio original dos dados (R¥), existem K autovetores ortogonais e podemos
encontrar, no maximo, K componentes principais lineares.

e A dimensionalidade L do espaco de atributos pode ser muito maior que K, de
forma que podemos encontrar um nimero de componentes principais nao-lineares
superior a K. Contudo, o nimero de autovalores nao-nulos nao pode exceder N (o
numero de dados disponiveis), uma vez que a matriz de autocorrelacao dos dados
transformados C possui, no maximo, posto igual a N. Isto é refletido no fato de que
KPCA envolve a expansdo em autovetores da matriz de Gram K € RV*V,

No inicio da derivagao, fizemos a suposi¢ao de que os dados projetados tinham

meédia nula, o que, em geral, ndo é verdade. Por isso, precisamos ajustar o método

para considerar dados projetados centralizados, denotados por ¢(xy,):

N

~ 1

) = px) — 7 ) $(x) 47)
=1
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Neste caso, os elementos da matriz de Gram sao dados por:
K] = )T $x)
Substituindo (47) em (48), obtemos:

j=11=1

N N N
. 1 1 1
[K]nm = ¢(Xn)T¢(Xm) - N; ¢(Xn)T¢(Xl) - NZ ¢(X1)T¢(Xm) + mz Z ¢(Xj)T¢(Xl)

Entao:

N

N N N
~ 1 1 1
[K]nm = K(Xn; Xm) - N; K(Xl: Xm) - Nz K(Xn;xl) + FX Z K(X'; Xl)

=1 Jj=1 =1

Explorando novamente uma notagao matricial, podemos escrever que:
K=K-1,K—-K1, + 1,K1,,

onde 1y denota uma matriz N X N cujos elementos sao iguais a 1/N.

(48)

(49)

(50)

(51)

Assim, podemos avaliar K usando apenas a funcao kernel e, entao, utilizar K para

determinar os autovalores e autovetores, conforme a expressao em (44).
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Diferenca: na PCA classica, geralmente retemos um numero reduzido L < K de
autovetores da matriz de autocorrelacao e, entdo, aproximamos um vetor de dados

por sua projegao no subespaco L-dimensional, definida como:

L
%= ) U,
i=1

Na KPCA, isto geralmente nao é possivel. O vetor x,, (original) é denominado a pré-
imagem do ponto correspondente ¢(x,) no espago de atributos. Entretanto, a
projecdo dos pontos no espaco de atributos sobre o subespago de PCA linear em R’
tipicamente nao caira em um manifold K-dimensional nao-linear, de modo que nao
havera uma pré-imagem correspondente no espaco dos dados. Algumas técnicas
foram propostas na literatura para determinar preé-imagens aproximadas (BAKIR et

al., 2004), de modo que se possa observar em R* o vetor aproximado &,,.
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Exemplo:

10 A

05

00

Xz

—0.5

-1.0 05 0.0 05 10
X1

Figura. Distribui¢do dos dados no espago original (R?). As cores discriminam as classes existentes.
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Figura. Visualizacao das duas primeiras componentes principais obtidas pela KPCA para o conjunto de
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dados formado por dois circulos concéntricos. Em ambos os casos, as duas classes ficam bem separadas.
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4. Analise de Componentes Independentes (ICA)

Assim como a PCA, a anadlise de componentes independentes (ICA, do inglés
independent component analysis) também € uma técnica para identificacao de variaveis
latentes. Entretanto, a hipotese feita em ICA é a de que as variaveis latentes sao
estatisticamente independentes, uma condicao mais forte do que a ortogonalidade
(ou descorrelacao) considerada em PCA.

Independéncia: sejam 6 e ¢ duas variaveis aleatorias. Entao, 8 e ¢ sao independentes
se, e somente se,

Po,:(0; &) = pe(0)p: (&),

em que py:(6;¢) denota a fungao densidade de probabilidade (PDF, do inglés
probability density function) conjunta das varidveis 0 e &, pg(6) é a PDF marginal de 6

e p:(§) € a PDF marginal de ¢. Ou seja, os eventos aleatdrios relacionados a 8 e ¢ nao
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exercem influéncia mutua, de maneira que observar um resultado especifico para
uma das varidveis nao interfere no que acontece com a outra variavel.
Implicitamente, ICA assume a seguinte relacao entre as variaveis observadas
x;(n),i =1, ...,K e as variaveis latentes z;(n),i = 1, ..., L:

xi(n) = a;121(n) + a;22,(n) + -+ a; .7, (n),
onde a; ; denota o peso que zj(n) tem na composicao de x;(n). Ou seja, considera-se
que as observacgOes resultam de misturas lineares e instantaneas das varidveis
latentes. Explorando uma notagao matricial, podemos escrever que:

x(n) = Az(n),

em que x(n) = [x;(n) ... xx(M)]", z(n) = [z;(n) ... z;(W)]" e A € R¥*L é a matriz de
mistura.
O desafio em ICA consiste em estimar o vetor de variaveis latentes z a partir de x
sem conhecer os coeficientes das misturas (i.e., 0s elementos da matriz A), tendo um

conjunto minimo de informacodes sobre z. Tal desafio esta intimamente relacionado a
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uma instancia do problema de separacao cega de fontes (BSS, do inglés blind source

separation) (HYVARINEN ET AL., 2001; ROMANO ET AL., 2012).

4.1. Definicao

A andlise de componentes independentes (ICA) de um  vetor
x(n) = [x1(n) - xx(M)]" consiste em determinar uma matriz de separagdo W de
forma que os elementos do vetor

y = WTx
sejam tao estatisticamente independentes quanto possivel. Para isto, € necessario
realizar a otimizacao de um funcional /(W) que expresse, direta ou indiretamente,
uma nogao de independéncia entre os sinais em y (HYVARINEN ET AL., 2001; ROMANO

ET AL., 2012).
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4.2. Possiveis abordagens para ICA

A formalizacao de uma técnica de ICA passa pela escolha de um critério matematico,
o qual da origem a uma fungao custo, que, ao ser otimizada, deve levar a obtencao
de sinais com maximo grau de independéncia estatistica entre si. Na literatura,

existem diversas opgoes de critérios e, consequentemente, de algoritmos para ICA.

4.21. Informacao mutua

Uma possibilidade esta baseada no conceito de informacdao mutua, denotada aqui
por 1(6,¢). Esta medida, derivada da teoria da informagao, revela o grau de
informacao que uma variavel aleatoria 6 fornece sobre a variavel ¢, e vice-versa.
Mais especificamente, a informag¢ao mutua indica a redugao no nivel de incerteza
associado a uma variavel gragas a informacao trazida pela outra variavel. O menor
valor possivel para a informacao mutua € justamente zero, que acontece somente

quando as varidveis 8 e ¢ consideradas forem independentes. Desta maneira, um
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possivel critério para ICA consiste em minimizar a informagao mutua entre os

elementos do vetor y contendo as estimativas das variaveis latentes.

4.2.2.  Estatisticas de ordem superior

Outra maneira de medir independéncia se da através dos cumulantes conjuntos.
Para sinais independentes (e de média nula), podemos afirmar que os cumulantes
conjuntos de qualquer ordem serao iguais a zero. O algoritmo JADE (Joint
Approximate Diagonalization of Eigenmatrices) (CARDOSO, 1999; HYVARINEN ET AL.,
2001), o qual é baseado em tensores de cumulantes de quarta ordem, busca
minimizar os cumulantes conjuntos das estimativas, formulando o problema como

uma tarefa de diagonalizacao de matrizes.

4.2.3. Nao-Gaussianidade

Uma abordagem um pouco diferente, mas de notoria elegancia conceitual, esta

baseada na constatacao de que misturas de sinais independentes tendem a
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apresentar distribuicoes de probabilidade mais proximas a uma distribuicao
gaussiana quando comparadas as varidveis originais, tendo como base o teorema do
limite central. Neste sentido, como o vetor de estimativas das variaveis latentes y
pode ser visto como o resultado de uma combinacao linear de variaveis
independentes, pois
y(n) = Wix = WTAz(n),

entdo, maximizar a nao-gaussianidade dos elementos de y implicitamente favorece a
obtencao de sinais cada vez menos “misturados”. Em outras palavras, quanto mais
conseguirmos separar individualmente as variaveis latentes por meio da matriz W,
mais afastada de uma distribuicao gaussiana sera a distribuicao observada para cada
elemento emy.

Os algoritmos baseados em nao-gaussianidade dependem, portanto, de uma medida

que acabe por expressar o grau de similaridade entre uma distribuicao de
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probabilidades qualquer e uma gaussiana. Tipicamente, duas func¢Oes custo sao
utilizadas para este proposito: (i) curtose e (i7) negentropia.

Além dos critérios ja mencionados, existem outras estratégias propostas para ICA,
como, por exemplo, as abordagens baseadas em maxima verossimilhanca e na nogao

de descorrelacao nao-linear.

Exemplo: separacao de duas fontes uniformes a partir de misturas lineares e

instantaneas via ICA.
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Figura 2: (a) Distribui¢do conjunta das variaveis latentes (uniforme); (b) distribui¢ao conjunta das
variaveis observadas; (c) distribuicdo conjunta dos dados apds PCA; (d) distribuicao conjunta dos
sinais apos ICA.
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5. Autoencoders

As redes neurais autocodificadoras (AE, do inglés autoencoders), também chamadas

de redes autoassociativas, sao estruturas construidas com a finalidade de aprender a

reproduzir em sua saida y o proprio dado de entrada x (BOURLARD & KAMP, 1988;

HINTON & ZEMEL, 1994).

A estrutura basica de um AE consiste de duas partes (GOODFELLOW ET AL., 2016):

e Uma funcdo de codificacao h = f(Xx), que gera uma representacao interna para o
dado de entrada.

e Uma funcao de decodificacao y = g(h), que faz o mapeamento da representacao
interna para a saida na tentativa de reconstruir a entrada.

Evidentemente, nao se deseja obter um modelo que apenas desempenhe o papel da

funcao identidade, ou seja, que simplesmente propague a entrada inalterada até a

saida.
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is50, 540 i ;i : :
Por isso, sao introduzidos alguns mecanismos no processo de treinamento e/ou na
propria estrutura de tal modo a evitar esta solugao trivial, for¢cando o modelo a gerar

uma versao aproximada da entrada.

— —
Entrada Codificador Codigo | Decodificador Saida
(Encoder) h (Decoder)

h = f(x) y=gh)

Figura. Estrutura geral de um autoencoder.

O processo de treinamento de um AE visa minimizar uma fungao custo J(x; g(f (x)))

que penaliza o modelo conforme o grau de dissimilaridade entre g(f(x)) e x.

Topico 9: Redugdo de Dimensionalidade e Varidveis Latentes Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP



Encoder Decoder

Figura. Exemplo de uma estrutura tipica de rede neural multicamadas operando como um autoencoder.

Com isto, espera-se que o autoencoder aprenda a criar uma representacao
discriminativa dos dados no codigo gerado, a partir do qual seja possivel reconstrui-
los com precisao suficiente. Sendo assim, um possivel uso de AEs € para realizar a

extracao de atributos e/ou a reducao de dimensionalidade do dado de entrada.
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5.1. Regularized AE

Na definicao da funcao custo, sao acrescentados termos que encorajam o modelo a
exibir outras propriedades além da habilidade de copiar a entrada para a saida.
Exemplo: Sparse autoencoders.

e Além de minimizar o erro de reconstrugao, deseja-se obter esparsidade na

representacao interna; neste caso, o critério a ser minimizado € dado na forma:

J&x g(f(x))) + Q(h),

onde Q(h) representa a penalidade relacionada a esparsidade.

5.2. Denoising AE

Um denoising autoencoder (DAE) € treinado para reconstruir uma versao pura, livre de
distor¢oes, da entrada a partir de versdoes corrompidas deste sinal. O modelo,
portanto, deve desfazer as distor¢oes introduzidas pelo ruido em vez de

simplesmente copiar a entrada (VINCENT ET AL., 2010).
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O objetivo que se pretende atingir com um DAE nao é propriamente a remogao do
ruido em si. Na verdade, a ideia de denoising € interpretada como uma abordagem de
treinamento que busca auxiliar o modelo a aprender a extrair atributos tteis.

Implicitamente, espera-se que ao tentar remover o ruido, o modelo seja capaz de
descobrir uma representacao interna cujos atributos capturem uma estrutura util da

distribuicao dos dados de entrada.

5.3. Contractive AE

Outra estratégia para regularizar um autoencoder, conhecida como contractive

autoencoder (CAE), consiste em inserir uma penaliza¢ao na forma:

;%) = 2 ) IVl

Isto forca o modelo a aprender uma func¢ao (ou um codigo interno) que nao varie

abruptamente quando a entrada x sofre modifica¢Oes suaves.

Topico 9: Redugdo de Dimensionalidade e Varidveis Latentes Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP



5.4. Variational e Adversarial AEs

Existem também outras propostas de autoencoders que se aproximam de modelos
generativos, como o variational AE (DOERSCH, 2016) e o adversarial AE (MAKHZANI ET
AL., 2016).

No processo de aprendizado, estas abordagens tentam aproximar distribuicoes
complicadas que explicam os dados observados, fazendo um mapeamento da
entrada para um modelo probabilistico interno (variaveis latentes), a partir do qual é

possivel gerar novos padroes de saida semelhantes aos dados de treinamento.
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Encoder > Decoder >

Figura. Ilustracao da estrutura e operagao de um wvariational autoencoder. Na perspectiva Bayesiana, o
codificador se torna uma rede de inferéncia variacional, mapeando as entradas observadas em distribuigoes
de probabilidade a posteriori no espago latente, enquanto o decodificador corresponde a uma rede generativa,
capaz de mapear as coordenadas latentes de volta a distribui¢des no espago original dos dados.

Topico 9: Redugdo de Dimensionalidade e Varidveis Latentes Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP




6. Referéencias bibliograficas

ALPAYDIN, E. Introduction to Machine Learning. MIT Press. 3" edition. 2014.

BAKIR, G. H.; WESTON, J.; SCHOLKOPF, B. Learning to Find Pre-Images. Em S. Thrun, L. K. Saul e

B. Scholkopt (Eds.), Advances in Neural Information Processing Systems, vol. 16, pp. 449-456,
MIT Press, 2004.

BISHOP, C. M. Pattern Recognition and Machine Learning. Springer, 2006.

BOURLARD, H.; KAMP, Y. Auto-Association by Multilayer Perceptrons and Singular Value
Decomposition. Biological Cybernetics, vol. 59, pp. 291-294, 1988.

CARDOSO, J. High-Order Contrasts for Independent Component Analysis. Neural Computation,
vol. 11, no. 1, pp.157-192, 1999.

DOERSCH, C. Tutorial on Variational Autoencoders. arXiv:1606.05908v2 [stat.ML], 2016.

DuDA, R. O., HART, P. E., STORK, D. G. Pattern Classification. John Wiley & Sons. 27 edition,
2001.

GOODFELLOW, I.; BENGIO, Y.; COURVILLE, A. Deep Learning. MIT Press, 2016.

HASTIE, T., TIBSHIRANI, R., FRIEDMAN, ]J. The Elements of Statistical Learning: Data Mining,
Inference and Prediction. Springer. 24 edition, 2006.

HAYKIN, S. Neural Networks and Learning Machines. Prentice Hall, 3+ edition, 2008.

Topico 9: Redugdo de Dimensionalidade e Varidveis Latentes Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP



HINTON, G. E.; ZEMEL, R. S. Autoencoders, Minimum Description Length, and Helmholtz Free
Energy. In Proc. of the Neural Information Processing Systems (NIPS’1993), 1994.

HYVARINEN, A.; KARHUNEN, J.; OJA, E. Independent Component Analysis. Wiley Interscience,
2001.

JOLLIFFE, T. Principal Component Analysis, Springer, 2" edition, 2002.
LUENBERGER, D.G. Linear and Nonlinear Programming. 2nd edition, Addison-Wesley
Publishing Company, 1984.

MAKHZANI, A.; SHLENS, J.; JAITLY, N.; GOODFELLOW, I.; FREY, B. Adversarial Autoencoders,
arXiv:1511.05644v2 [cs.LG], 2016.

ROMANO, J. M. T.; ATTUX, R.; CAVALCANTE, C. C.; SUYAMA, R. Unsupervised Signal Processing:
Channel Equalization and Source Separation. CRC Press, 2012.

SCHOLKOPF, B.; SMOLA, A.; MULLER, K.-P. Nonlinear Component Analysis as a Kernel
Eigenvalue Problem, Neural Computation, vol. 10, no. 5, pp. 1299-1319, 1998.

VINCENT, P.; LAROCHELLE, H.; LAJOIE, I.; BENGIO, Y.; MANZAGOL, P.-A. Stacked Denoising

Autoencoders: Learning Useful Representations in a Deep Network with a Local Denoising
Criterion, Journal of Machine Learning Research, vol. 11, pp. 3371-3408, 2010.

Topico 9: Redugdo de Dimensionalidade e Varidveis Latentes Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP



