Clusterizacao

1. Visao geral

O desafio envolvido na tarefa conhecida como clusterizacao pode ser enunciado da

seguinte forma:

e Dado um conjunto de observagoes x(i) € R¥*!, i =1,...,N, desejamos separa-las,
utilizando alguma medida de similaridade, em grupos distintos denominados
clusters, os quais correspondem a subconjuntos disjuntos da colecao completa de
dados. Ao final, espera-se que cada grupo (cluster) identificado exiba alguma
homogeneidade ou regularidade interna.

O papel da clusterizacdo consiste, portanto, em revelar uma estrutura natural

existente no conjunto de dados ao agrupar objetos de acordo com suas
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similaridades mutuas. Em outras palavras, o objetivo € dividir um conjunto de

observagoes em k subconjuntos disjuntos, cada um composto de elementos com

certo grau de similaridade.

Diferentemente dos problemas de regressao e classificagao, a tarefa de clusterizagao

estd associada a ideia de aprendizado nao-supervisionado:

e Agora, nao ha mais uma saida conhecida a ser aproximada para cada padrao de
entrada.

e Na realidade, neste paradigma diferente de aprendizado, o que se busca ¢ inferir
uma funcao que descreva de maneira adequada a estrutura dos dados nao-
rotulados.

Questao: Para um mesmo conjunto de amostras, dadas multiplas propostas de

agrupamento, existem formas automaticas de ordena-las de acordo com a qualidade

do agrupamento?

Tépico 8: Aprendizado Nao-Supervisionado — Clusterizagio Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP



s . .o. o . " . A . .: R 4 ..- . -
. . 0. . :'o 3 I B :. 2, :
3 ":: -.-... 3 .o"..‘.-... % e 3 ...-_' o~ '.
™ . - » . LAY 2 -
2 iy an i1-= - i ¥ o . b | * h‘ - .
- 4 ..‘W\ ! e = . ir*h . .. . = 1 ,J:-. * “F
1 . o . 1 4 - . — R e
L L . . - 0 e °
] -t ..o. - '. - wrie § ] - .
i b ..f.' : . ’ .. .:. 1 -1 . ::. ': :
1 . - - _ o .. - . <
a ¥ . .: - -2 .
- 4 3 -2 A 0 1 B - -3 -2 -1 2 1 3 3 2 A 0
Xy X1 x1
(a) Dados disponiveis. (b) Dois clusters. (c) Trés clusters.

Figura. Diferentes possibilidades de agrupamento para o mesmo conjunto de observagoes.

o E preciso ressaltar que, no problema de clusterizacdo, a analise dos clusters
obtidos inevitavelmente carrega certo grau de subjetividade. No fundo, o mesmo
conjunto de dados pode ser dividido de diversas maneiras, dependendo do ponto
de vista e/ou das hipoteses consideradas com respeito a natureza dos dados.

e Nao obstante, € possivel utilizar alguns indices matematicos para expressar a
qualidade da clusterizagao, ainda que eles nao sejam definitivos e que nao haja

um consenso na literatura quanto ao mais apropriado.
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2. Meétricas de avaliacao

2.1. Akaike Information Criterion (AIC)

O critério AIC (AKAIKE, 1974) foi concebido com base numa estimativa da
divergencia de Kullback-Leibler entre a distribuicaio do modelo estimado e a
distribuicao verdadeira associada aos dados. Em esséncia, trata-se de um estimador
da qualidade relativa de modelos estatisticos para um determinado conjunto de
dados.

AIC = 2P —-21InL, (1)
onde P denota o numero de parametros ajustaveis do modelo e £ corresponde ao
valor (maximo) da funcao de verossimilhanga para este modelo. O primeiro termo
em (1) representa uma penalizagao que, implicitamente, busca desencorajar a opgao

por modelos mais susceptiveis a overfitting.
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2.2. Bayesian Information Criterion (BIC)

O critério BIC (SCHWARZ ET AL., 1978) foi criado com base em uma estimativa da
probabilidade das observagdes x condicionadas ao modelo em estudo (M), p(X|M).
Assim como o AIC, ele leva em conta o valor da fun¢ao de verossimilhanga e o
numero de parametros do modelo. Porém, acrescenta também uma penalidade
proporcional ao numero de amostras:

BIC=2PInN —2InL. (2)
Nota: Os critérios AIC e BIC podem ser usados para a selecao de modelos em

tarefas de regressao e de classificagao.

2.3. Coeficiente Silhouette

O coeficiente silhouette (ROUSSEEUW, 1987) da origem a um método de interpretacao
e validacao da consisténcia dentro dos clusters de dados. A técnica oferece uma

representacao grafica sucinta do quao bem cada objeto se situa dentro do seu cluster.
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O coeficiente silhouette ¢ uma medida do quao similar um objeto é com relagao ao
proprio cluster (coesao) quando comparado com outros clusters (separagao). Seu
valor esta restrito ao intervalo [—1,1], sendo que um valor elevado indica que o
objeto apresenta um bom casamento com o seu cluster e, a0 mesmo tempo, um
casamento pobre com clusters vizinhos.

Se a maior parte dos objetos apresenta um valor elevado, entao a clusterizagao
obtida é considerada como apropriada. Se muitos pontos possuem um valor baixo
ou negativo para o coeficiente silhouette, entao a clusterizagao pode ter sido feita
com um numero excessivo ou insuficiente de clusters.

Considere que os dados disponiveis tenham sido clusterizados em k clusters.

Entao, para cada padrao x(i),i = 1, ..., N, a(i) denota a distancia média entre x(i) e
todos os outros padrdes pertencentes ao mesmo cluster. E possivel enxergar a(i)

como uma medida da qualidade da atribui¢ao do padrao x(i) ao seu cluster: quanto
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menor o valor, melhor a atribuicao, pois ha forte similaridade (media) com todos os
padroes pertencentes aquele cluster.

Seja b(i) a menor distancia média entre x(i) e todos os clusters dos quais i nao é
membro. O cluster com menor dissimilaridade média em relacao a x(i) é dito ser o
cluster vizinho, porque ele é o préximo melhor agrupamento para o padrao x(i).

Sendo assim, define-se o coeficiente silhouette s(i) para o padrao x(i) da seguinte

forma:
~_ b —a®
s@0) = max(a(i), b(i))’ ©)
ou, escrito de outra forma:
fl — %, se a(i) < b(i)
s(i) = < 0, se a(i) = b(i) (4)
b(1) . .
ol 1, sea(i) > b(i)
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Figura. Ilustracao do calculo do coeficiente silhouette para o padrao i.

Para s(i) assumir valores préximos de +1, é necessario que a(i) < b(i). Uma vez
que a(i) indica o quao dissimilar € o padrao i com respeito a seu proprio cluster, um
valor pequeno significa que ele se encaixa bem nas caracteristicas do cluster. Além
disso, um valor elevado de b(i) implica que i nao se encaixa bem no cluster vizinho.

Portanto:
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e s(i) proximo de +1 significa que o dado foi clusterizado de forma adequada.

e 5(i) proximo de —1 indica que seria mais apropriado o padrao i pertencer ao
cluster vizinho.

e s(i) proximo de zero significa que o dado esta proximo da fronteira entre dois
clusters naturais.

Analise:

e Podemos tomar o valor médio do coeficiente silhouette para todos os padroes
x(i),i =1,..,N como uma medida do quao apropriadamente os dados foram
clusterizados.

e Graficos do coeficiente silhouette para cada padrao podem ser utilizados para

determinar o numero natural de clusters dentro de um conjunto de dados.
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2.4. Indice de Davies-Bouldin

Suponha que um conjunto de dados {x;};_, ja foi clusterizado em k clusters C;,j =
1, ..., k. Cada cluster C; possui T; pontos e um prototipo pj, de modo que };; T; = N.

Espalhamento dentro de um cluster:

1

1 p
S = 7,-2|Xi—llj|p : ©)

i€C;
paraj =1,..,k.
E importante mencionar que a métrica de distancia explorada em S; deve casar com
aquela utilizada pelo esquema de clusterizacdo para termos resultados
significativos.
Separacao entre clusters:

Considere os clusters C; e C,. Entao,
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S|

K

Mig = e = wgll, = | D I = el ©)
k=1

denota a distancia entre os prototipos w; e M.

Seja R;; uma medida da qualidade de um esquema de clusterizagao. Esta medida,
por defini¢ao, deve levar em consideracao M;,, a separagao entre os clusters i e q, a
qual deve ser a maior possivel, e também S;, o espalhamento intra-cluster, o qual
deve ser o menor possivel.

Sendo assim, o indice de Davies-Bouldin (DAVIES & BOULDIN, 1979) (DBI) é definido
de tal modo que as seguintes propriedades sejam conservadas:

® Ry = 0.

* Ri; = Ry

e SeS, =5,eM;, =M, entao R;; > R;,.

e SeS, =5;,eM;;, <M, entao R;; > R;,.
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Com esta formulagao, quanto menor o valor de R;;, maior a separagao dos clusters e
mais concentrada € a dispersao dentro dos clusters. Uma soluc¢ao que satisfaz estes

requisitos corresponde a:

P S;+ S, .
Esta medida ¢ usada para definir D; como:
Di = max Riq. (8)

O valor de D; corresponde ao cenario de pior caso, e este valor € igual a R;; para o
cluster mais similar ao cluster i.

Finalmente, o indice de Davies-Bouldin é dado por:

k
1
DBI = Ez D; 9)
=1

O indice DBI é simétrico e nao-negativo: quanto menor o seu valor, melhor é a

clusterizacao.
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3. Algoritmo k-means

Um dos métodos mais simples e utilizados para encontrar agrupamentos em
colecoes de dados € o famoso algoritmo k-means (MACQUEEN, 1967; LLOYD, 1982).
Hipotese: as distancias entre os pontos pertencentes ao mesmo cluster devem ser
menores do que as distancias em relagcao a pontos fora do cluster.

No algoritmo k-means, cada cluster sera representado por um prototipo p; € R¥*1. O
desafio € encontrar uma atribuicao dos dados aos k clusters, bem como um conjunto
“4timo” de protétipos {p;}<_,, tais que a soma das distancias de cada amostra x,, ao
protétipo mais proximo seja minimizada.

Funcao objetivo:

Seja

S {1, se X,, foi atribuido ao cluster i
Tt 0, caso contrario '

Para cada padrao x,, somente um r,, ; sera nao-nulo.
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O critério explorado pelo algoritmo k-means € definido pela seguinte funcgao:

N k
=)0 rTnxn - Tuz (10)

Parametros a determinar

O procedimento para obter a solugao envolve dois passos:

e No primeiro passo, dadas as posi¢des atuais dos protétipos {u;}<;, minimizamos
J com respeito a 1, ;; ou seja, fazemos a atribui¢ao de cada padrao x,, a um dos
clusters existentes.

e No segundo passo, dada a atribuicao dos dados aos clusters, minimizamos J com
respeito a n;; ou seja, atualizamos as posi¢oes dos prototipos.

Primeiro passo:

min = EZrmnxn |2 (11)

n=1i=1
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Como ] € linear com respeito a 1,; a otimizagdo pode ser feita de forma

independente para cada n. Assim, dado um padrao x,, a op¢ao que minimiza o

termo Y&, 1, ;|1x, — p;l|? corresponde a atribuir o padrdo ao cluster cujo protétipo

apresente a menor distancia em relacao ao dado. Ou seja:

rn,i
0, caso contrario

Segundo passo:

min] = ZZrmuxn l?

n=1i=1

Aplicando a condicao de otimalidade:

2 =0
3IJ-] ; rTlJ(le ”J)

Logo,

1, sei= argmjin“Xn - l‘j“2

(12)

(13)

(14)
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e (15)

para j =1,..,k. Note que o denominador equivale ao numero de padroes X,

atribuidos ao cluster j. Sendo assim, u; nada mais ¢ do que o vetor resultante da

media aritmética de todos os padroes pertencentes ao cluster j (dai o nome k-means).

O algoritmo k-means (versao batelada) aplica sucessivamente os dois passos

anteriores até que um critério de parada (e.g., variagao nas posigoes dos prototipos

inferior a um limiar pequeno) seja atingido.

Caracteristicas:

e O método seguramente converge, mas pode ser para um minimo local de J.

e Além disso, o resultado ¢ fortemente dependente da condicao inicial. Pode,
também, ser sensivel a outliers, uma vez que o critério explora a norma L, do

vetor diferenca.
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Ha, também, uma versao padrao-a-padrao (online) do algoritmo k-means,

semelhante a um método de gradiente descendente:

llj(NOVO) — uj(ANTIGO) + 1, an — uj(ANTIGO))’ (16)

Vetor gf'adiente

onde 7, é a taxa de aprendizagem (tipicamente, decresce de forma monotonica
conforme n aumenta). Neste caso, somente o prototipo mais proximo ao padrao x,, é
que experimenta a atualizacdo. Implicitamente, ha uma espécie de disputa entre os
prototipos para ver qual sera escolhido para representar o padrao de entrada. Neste
sentido, ocorre um processo de aprendizado competitivo.

O numero de clusters / prototipos k pode ser escolhido com base em indices de

qualidade para clusterizagao.

3.1. Extensao: k-medoids

Explora uma medida de dissimilaridade mais geral entre cada padrao x, e cada

prototipo u;, denotada por v(x,, n;), levando a seguinte funcao custo:
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k
(17)

M
;ﬁ
<
~
éN
=
—

O procedimento para se obter a solugéo do algoritmo k-medoids segue os dois passos

i=1

basicos utilizados pelo k-means.

Primeiro passo: novamente, atribuimos x, ao cluster cujo prototipo minimize
V(Xni l"i)-

Surge, porém, um problema no segundo passo: dependendo da medida de
dissimilaridade adotada, pode ndo ser possivel obter uma solugao simples e em
forma fechada para p;.

Uma alternativa barata consiste em definir p; como sendo um dos padroes x,
atribuidos ao cluster j. Usualmente, opta-se pelo padrao que, sendo visto como
protétipo, minimiza a soma das dissimilaridades em relacdo a todos os demais

pontos pertencentes aquele cluster.
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Caso particular: quando v(x,, n;) corresponde a norma L; do vetor diferenga, i.e.,
v(Xn, W) = |IX, — will;, a solugdo para p; equivale a mediana dos pontos

pertencentes ao cluster j, e o algoritmo € conhecido como k-medians.

Exemplo:
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Figura. A esquerda, sao mostrados os valores do coeficiente silhouette para cada padrao de entrada. O valor
médio (em vermelho) foi igual a 0,7049. A direita, observamos os protétipos obtidos pelo k-neans para o
caso em que k = 2, bem como a separacao dos dados nos dois clusters.
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Figura. A esquerda, sao mostrados os valores do coeficiente silhouette para cada padrao de entrada. O valor
médio (em vermelho) foi igual a 0,5882. A direita, observamos os protétipos obtidos pelo k-means para o
caso em que k = 3, bem como a separacao dos dados nos trés clusters.
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Figura. A esquerda, sao mostrados os valores do coeficiente silhouette para cada padrao de entrada. O valor
médio (em vermelho) foi igual a 0,6505. A direita, observamos os protétipos obtidos pelo k-nmeans para o
caso em que k = 4, bem como a separagao dos dados nos quatro clusters.
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Figura. A esquerda, sao mostrados os valores do coeficiente silhouette para cada padrao de entrada. O valor
médio (em vermelho) foi igual a 0,5637. A direita, observamos os protétipos obtidos pelo k-means para o
caso em que k = 5, bem como a separagao dos dados nos cinco clusters.
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Figura. A esquerda, sao mostrados os valores do coeficiente silhouette para cada padrao de entrada. O valor
médio (em vermelho) foi igual a 0,4504. A direita, observamos os protétipos obtidos pelo k-means para o
caso em que k = 6, bem como a separagao dos dados nos seis clusters.
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Figura. Divisao do conjunto de dados em dois clusters feita pelo k-means.
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Observacao: no conjunto de algoritmos do tipo k-medoids, cada padrao de entrada
X, € atribuido a um, e somente um, cluster. Este tipo de decisao rigida, conhecida
como hard assignment, pode ser razoavel para dados situados a uma distancia
relativamente pequena do respectivo prototipo. Contudo, para dados que ficam
aproximadamente no meio do caminho entre dois clusters diferentes, este tipo de

decisao nao parece ser tao apropriada.

4. Algoritmo fuzzy k-means

Esta técnica relaxa a condicao de hard-assignment presente no k-means tradicional,
permitindo que cada padrao x,, possua um nivel de pertinéncia gradual (também
chamado de nebuloso, ou fuzzy) em relagao a cada cluster. Agora, r,,; € [0,1] é uma
variavel continua e Y*_, 1,; = 1,n = 1, ..., N. Nesta condigao, a atribuicao feita é do
tipo soft-assignment.

A tuncao custo do fuzzy k-means é definida como (BEZDEK, 1981):
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N k
]fuzzy = 2 2 rn,iB”Xn - lli||2 (18)

n=1i=1

O parametro f controla o quanto os padroes podem se espalhar por varios clusters:
e Quanto maior o valor de 8, mais fuzzy podem ser os clusters.
e 3 = 1nosleva ao k-means tradicional.

Condi¢ao de otimalidade:

N
9,

]fuzzy — 2 zrn,j'B xX,—n) =0 (19)

6|J.] n=1

Assim,
N
z _1rn,j Xn

u = =n= . (20)
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Na analise da derivada parcial com respeito a r, ;, também podemos tratar cada

padrao de forma isolada. Contudo, temos de incorporar a restricao de que
1T = 1.

Multiplicadores de Lagrange:

k

k
min L(rn,l-, )l) = minz rn,iﬁ(dn,i)z —A z Thi— 1 (21)

i=1 i=1
Calculando as derivadas parciais e igualando a zero:

k

oL\, ;, A
(6’3‘ )_ Zrn,i—1 =0 (22)
=1
e
0L(r, ;A _
g:n'l. ) Bra " (dn) =2 =0 (23)
n,j
Com isso,
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y) Y (B-1)
o) o

Usando (22):

irn,i =1 (25)

=
Substituindo (24) em (25):
KonYen! 1 60 Vo 1 e
2(5) <(dn,l-)2> - () 2(@)) -t
Logo,
(i)l/w—l)_ 1
B ) ( . )1/(3—1> 27)
T\ @)

Substituindo este resultado em (24), obtemos:
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1

1 ( 1 ) (B-1)

Thj = 1 2

) ( , >/(B—1) (dn) (28)
(dn,i)z

i=1
Finalmente, podemos escrever r,, ; como:

Yg-1)

1/ "
dp

Tpni = = (29)
" Y- */g-1)

k|1 , k dn,j
i=1 dn,i i=1 dn,i

Com isto, o algoritmo fuzzy k-means pode ser resumido através do seguinte pseudo-

codigo:
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Algoritmo fuzzy k-means
1. Inicialize k,p;, ..., bg, B € R = |1, ;| € RV*E,
2. Normalize 7, ;.
3. Faca

3.1. Atualize p; usando (20).

3.2. Atualize r,,; usando (28).

4. Até ocorrerem mudangas suficientemente pequenas em p e R.
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Xz

(©p=3

Figura. Os circulos numerados representam os protdtipos (u;,i = 1,...,3) obtidos ao final da execucao do
algoritmo fuzzy k-means. Em cada ponto do espago de entrada, a cor codifica o nivel de pertinéncia daquele
dado em relagdo aos clusters.
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Funcoes de pertinéncia (f = 2):

(a) Cluster O (b) Cluster 1

10

0.8

06 .,

04 <

02

0.0

(c) Cluster 2
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5. Misturas de gaussianas

Outra possivel abordagem para o problema de clusterizagao baseia-se na ideia de
que cada cluster no espago de atributos pode ser bem representado por uma fungao
densidade de probabilidade (PDF, do inglés probability density function) propria.
Deste modo, considera-se que o conjunto completo de observacOoes pode ser
descrito, do ponto de vista estatistico, por uma soma de modelos probabilisticos, em
que cada modelo descreve um cluster de dados.

O modelo de mistura de gaussianas (GMM, do inglés Gaussian mixture model)
explora esta ideia supondo que os dados {x;}}_; foram amostrados com base numa

PDF dada por uma combinacao ponderada de gaussianas:

L

PO = ) MG e ), (30)

k=1
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onde X = [x; ... xg]7,

1 1
(2m)K/2 |y 1/2

e —%(X— Hk)Tzk_l(X—Hk), (31)

G(X; mg, Zy) =

1, denota o peso associado a cada componente gaussiana na mistura, p, € R¥*! e
X, € RF*X representam o vetor de média e a matriz de covaridncias da k-ésima
componente gaussiana, |[M| indica o determinante de uma matriz M e L define o
numero de componentes na mistura, o qual, no caso de clusterizacao, representa
também o numero de clusters.

Restricoes:

e [pX)dx=1> Yki_,m, = 1.

e p(x) =20 = m, = 0.

O conjunto de pesos {my}i-; satisfaz os requisitos para ser uma funcao

probabilidade de massa. Sendo assim, cada m, corresponde a p(k), viz., a

probabilidade a priori associada a k-ésima componente gaussiana.
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5.1. Probabilidade a posteriori

Também conhecida como a responsabilidade que a k-ésima componente tem de

explicar a observacao X.

P(k|x) = P(Xygf))(k). (32)
Ora:
o« P(xIk) = G(X; 1, Zp).
e P(k) = my.
o P(x) =Xi  POOPEI)) = X5, m;G (x5 1y, X).
Portanto:
P(k|x) = <G08 B Z) 3

jo1 G (x5, Z))
5.2. Formulag¢ao com variaveis latentes

Seja z = [z, ... z;]" o vetor de varidveis latentes do tipo one-hot encoding.
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e Somente um elemento z, = 1, enquanto os demais sao nulos.

e Cadaz, €{0,1}e) z, = 1.

Ha L configuracdes possiveis para o vetor z (e.g., [10... 0], [01... 0], efc.), sendo
que cada uma representa uma atribuicao especifica de um padrao X a uma das
componentes da mistura, i.e., a um dos clusters.

o P(z;, = 1) =my.

o P(z) = [lj=q m"*.

Assim, P(x|z, = 1) = P(x|k) = G(X; ny, Z,).

Logo,

L
Pixiz) = | [ 600w B0, (34)
k=1

Com isto,

Tépico 8: Aprendizado Nao-Supervisionado — Clusterizagio Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP



L

P(2) = ) P@PKI2) = ) mG(% o T, (35)

k=1

Para cada vetor x observado, existe uma tinica variavel latente z correspondente.

5.3. Ajuste dos parametros da mistura

Seja {Xy, ..., Xy} 0 conjunto de observacdes disponiveis. Desejamos modelar estes
dados usando uma mistura de gaussianas, de maneira que cada componente

gaussiana represente um agrupamento (cluster).
X,
Dados: X =| : | € RV*K,

Xy
Supondo que as amostras coletadas sao i.i.d.,, podemos escrever a fungao de

verossimilhanc¢a como:

N L

PILME) = | [( ) w60 me ) | (36)

n=1 \k=1
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Aplicando o logaritmo:

N L

In PCXIILM,2) = ) In( ) mG s o B | (37)

n=1 k=1

O objetivo € determinar os parametros p, X, e m, de cada componente gaussiana
de modo a maximizar o logaritmo da verossimilhanga (log-likelihood).
Problema: caso uma componente gaussiana tenha um vetor de média idéntico a

uma das amostras X,,, sua contribuicao na funcao de verossimilhanca se reduz a:

1 1
(2m)K/2 g, K’

G (Xp; Xn, Zge) = (38)

supondo, por simplicidade, que £, = 0,*I (diagonal). Para g;, — 0, este termo cresce
indefinidamente, fazendo com que In P(X|II, M, Z) — co.
E preciso, portanto, criar mecanismos para evitar a obtencdo destas configuracdes

indesejaveis.
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Por exemplo, durante a otimizacao da funcao de verossimilhanca, ¢ possivel
detectar se uma componente gaussiana esta colapsando para uma das amostras e,
entdo, reinicializar sua média para um vetor aleatdrio, e sua matriz de covariancias
para que tenha elementos de magnitude mais elevada.

Observacao: explorando uma abordagem bayesiana para o ajuste do GMM,

associada a ideia de inferéncia variacional, este problema € naturalmente

contornado.
Desafio:

max In P(X|IL, M, Z) (39)
Um caminho possivel para resolver (39) consiste em lancar mao de métodos

baseados no vetor gradiente.
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5.4. Calculo do gradiente da verossimilhanca

Vamos aplicar as condi¢Ooes de otimalidade a fim de obter expressdes para a

atualizacao dos parametros do GMM.

5.4.1. Derivada com respeito a py

dInP(X|IMM,Z) < 1 0 Shor MG G ) _ “0)
Ol e~ Y16 (X5 1y, Zp) oy
Entao:
dInP(X|IM ) < MG o Bi)_y Vo
— X, — W) =
I n=1%21= [=1 701G (X5 1y, ) 2 norE (41)
P

O primeiro fator dentro do somatorio €, na verdade, a probabilidade a posteriori da

k-ésima componente gaussiana, P(k|X,,).
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0lnP(X|II,M, X)
O,

N
- z P(k|xn)Z, " (X — 1) = 0 (42)
n=1

Multiplicando ambos os lados por X (definida positiva, logo nao-singular):

N N
> PIX) () = ) PCelxa) (1) (43)
n=1 n=1

Com isto,

o TR PO () By PO ) () "
© ENoi PkIxy) Ny '

onde N, = YN_, P(k|x,) representa o nimero efetivo de amostras atribuidas a

componente (ou ao cluster) k.

5.4.2. Derivada com respeito a £, "

Para facilitar um pouco o desenvolvimento, vamos calcular a derivada com respeito
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alnP(XlH M,X) _ 1 0 Xie1 G (Xp; 1y, Ep)

=0 45
— Yoy MG Xy 1y, Zp) 0z, )
Ora,
L 9 ( 1 1 e—%(xn_uk)Tzk_l(Xn_UR))
0 21 TG Xy Wy, By) - (2m)X/2 |%, |1/2 (46)
oz, ! g 9%, !
Para facilitar este calculo, vamos utilizar a seguinte propriedade:
dinf 1 of "
0z, "t fox,! &)
Entao,
of dlnf
T =f= (48)
0Zy 0Zy
1 —
Seja f = G(Xp; Mg Zie) = ey —ary € 200 MO BT (n ),

(2m)K/2 |5 |1/2

~ K 1 1 —
Entio, Inf = — (5) In27 — ~In|Ze| = 3 (%, — 1) TE " (X — ).
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Assim, aplicando a derivada com respeito a £, termo a termo, obtemos:

dlnf  10In|Z| 10, — m) E ™ Xy — 1)

-7 49
0z, * 2 9%~ 2 0%, ~* (49)
Propriedades:
_ 1 . 1 _ -1
a)|X,| = ] = In|X;| = ln—|zk_1| = ln|22k |
9 In|M -
b) T = (M)
Combinando as propriedades a) e b), obtemos:
10In|Z,| 10|z, 1_, 1
da’Mb O (xn—m) T2k (xpy—
C) aaM = abT = & ukézkk—l Gt — (xn - uk)(xn - uk)T-
Portanto:
dlnf 1 1
azk_l = Ezk - E (xn - ”k)(xn - uk)T- (51)

Usando (48), obtemos:

Tépico 8: Aprendizado Nao-Supervisionado — Clusterizagio Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP




d
azf_l L~ (0t — 1) o~ ) (52)
k

Retornando a (45):

N
dIn P(X|II, M, X) T[kG(Xn: Mi, Z) 1
azk_l n— l 1 T[IG(XTU 1, zl) 2

- & —m)&, — ) =0

Mais uma vez, o primeiro fator dentro do somatorio corresponde a P(k|x,). Assim,

alnP(xm M, X)
0%,

2P<k|xn) (B = Cn — W) (K — 1)) =0 (59)

Entao,

N N
D PUIXDE = ) PCkIXy) (0 — 1) — 1) (54
n=1 n=1

Finalmente,
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N
1
5y = N_kZ P(k[%) (X — 1) (X — 1) (55)

5.4.3. Derivada com respeito a my,

No tocante aos pesos mj, queremos maximizar In P(X|II, M, X) e, a0 mesmo tempo,
satisfazer a restricao de que Yj_; m; = 1.

Para isto, vamos utilizar o método dos multiplicadores de Lagrange.

L
Jmax LX,II,M, X, 1) = maxIn P(X|II,M,X) + A (Z T — 1) (56)
S =1
Derivando L(X, I, M, £, 1) com respeito a A

L

L
L(X, T, M, X, A
( )=znl—1=znl=1. (57)
a7
=1 =1

Derivando com respeito a my:
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dInP(XIMMEI) < 1 0 Yk 1,6 (X Wy, 2

o) 9% - - ZzL=17TlG(Xni w,X;) 62k_1
(58)
G (Xp; Mg, Zg)-
zzl 17T1G(Xn» w,x) e
Por sua vez,
oAl m—1
(Zl—l l ) — /1 (59)
aT[k
Entao:
ILXTLME ) N 1
= G(X; W, Zx) +A=0 (60)
Om LY mGRy m T) o
Multiplicando ambos os lados por my:
N
ﬂkG(Xni W, Zp)

+ A, =0 (61)
£ Xy G (R 1y, ) ¢

Tomando a Y%_;:
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N L
Zk=1 T[kG(xn; W, zk) n A 2 T =0
L B mG i E) (62)
-1 =
Com isso,
N
n=1
Substituindo o valor de A em (61), obtemos:
= N
_1 TG (X Wi, Zi) 21 P(KIX) N
=1 Zl=1 TG (Xp; Uy, Zp) N N

5.5. Algoritmo Expectation-Maximization (EM)

As expressOes obtidas para pg, X e m, nao formam solucgdes fechadas para os
parametros, pois elas dependem das responsabilidades P(k|x,), as quais, por sua

vez, dependem dos proprios parametros da mistura de gaussianas.
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Neste contexto, surge a ideia de se utilizar um procedimento iterativo para buscar a
solucao de maxima verossimilhanca, fazendo a atualizacao sucessiva dos valores de
P(k|x,) e, em seguida, dos parametros p, X, e m,. A formalizacao desta ideia da

origem ao método conhecido como expectation-maximization (EM).

Algoritmo EM
1. Inicialize py, Z; e my, k = 1, ..., L e calcule a log-likelihood.
2. Passo E: determine as probabilidades a posteriori:
P(k|x,) = LﬂkG(Xn; Wy, Zi)
Foa G (Xns 1, Z7)
3. Passo M: re-estime os parametros da mistura usando P(k|x,,):

N
N
Ny, = Z P(len) zk(HOVO) — Niz P(k|Xn)(Xn _ I/lk(novo))(xn _ I/lk(novo))T
n=1 k ne1

N
1 Ny,
WO =y Plklx) (k) m o) =
n

=1
4. Avalie a log-likelihood:

N L
In P(X|IT, M, X) = Z In (z Tk (novo)G(Xn; ™ (novo) zk(novo))>

n=1 k=1
5. Repita os passos 2 a 4 caso nao tenha ocorrido convergéncia da log-likelihood e/ou dos

parametros.
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Comentarios:

e A cada passo do algoritmo EM, seguramente o valor da log-likelihood nao diminui
(BisHOP, 2006).

e Assim como o algoritmo k-means, o resultado final do EM depende da
inicializa¢ao; além disso, como possivelmente a funcao de verossimilhanga possui
multiplos 6timos locais, a convergéncia do algoritmo se da com garantias para
um 6timo local.

e Assim como ocorre no caso do algoritmo fuzzy k-means, cada padrao de entrada x
possui uma probabilidade P(k|x) de pertencer a cada um dos clusters, ou,
equivalentemente, de ter sido gerado por cada uma das componentes gaussianas.
Deste modo, o GMM também realiza uma atribui¢ao suave (soft-assignment).

e Podemos usar o k-means para obter uma inicializacdo mais adequada para os

vetores de média p, das componentes gaussianas. Neste caso, as matrizes de
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covariancias podem ser inicializadas com base nas estimativas amostrais, usando,
para a k-ésima componente, os dados atribuidos ao cluster k. Por fim, m; pode ser

inicializado como a fracao dos dados que foi atribuida ao cluster k.

Exemplo:
¥
4 - = .
- " = -
. '.": -f-t'
| : ‘ ' L ]
2 o T | af LA = )
a ® h‘ﬂ . . :
< 1 L] I ’.!h-‘r -
O q -"
i L ] -T-.. '.
g ¥ o -
1 Y
Sy - .
4 3 2 1 i} 1 2

Figura. Distribuicao dos dados disponiveis, os quais, por construgao, estao associados a trés diferentes
agrupamentos (clusters), gerados por distribui¢oes gaussianas com diferentes matrizes de covariancias.
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Figura. PDF construida pelo GMM considerando trés componentes gaussianas.
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Figura. Configuracao final de uma mistura de duas componentes gaussianas. As elipses indicam o perfil das

curvas de nivel associadas a cada componente gaussiana, sendo um reflexo da matriz de covariancias obtida
pelo algoritmo EM.
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Figura. Configuracao final de uma mistura de trés componentes gaussianas.
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6. Algoritmo DBSCAN

O algoritmo intitulado density-based spatial clustering of applications with noise

(DBSCAN), proposto em (Ester et. al., 1996), ¢ um método que usa a informacao da

densidade de pontos em torno de cada padrao para definir os clusters.

O DBSCAN é constituido de duas etapas: (i) na primeira etapa, cada amostra x(i) ¢é

rotulada como sendo um ponto central, um ponto de fronteira ou, entao, ruido; (i)

na segunda etapa, os pontos centrais e de fronteira sao agrupados em clusters.

¢ Um padrao x(i) (ou, simplesmente, i) € considerado um ponto central se ha, pelo
menos, M,, padroes com distancia inferior a € em relacao a ele (incluindo ele

proprio). Todos os pontos dentro deste raio de vizinhanga sao ditos diretamente

alcancaveis por i.
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e Um padrao i € considerado um ponto de fronteira se ele possui menos que M,
vizinhos dentro de um raio ¢, e ele proprio esta a uma distancia inferior a € em
relacao a um ponto central.

e Todos os pontos que nao sao centrais nem de fronteira sao considerados como
ruido.

O algoritmo DBSCAN possui, portanto, dois parametros: o limiar de similaridade

(ou raio de vizinhanga) € e 0 numero minimo de pontos M,,.

Uma vez que todos os padroes foram rotulados, o algoritmo DBSCAN constroi os

clusters da seguinte maneira:

e Cada ponto central forma um cluster juntamente com todos os pontos (centrais ou

de fronteira) que sao alcangaveis por ele.
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e A extensdao de um cluster € definida com base na nogao de pontos conectados por
densidade (density-connected): dois pontos p e q sao conectados por densidade se
existe algum outro ponto r tal que tanto p quanto g sao alcangaveis por r.

e Assim, um cluster contém todos os pontos que satisfazem as seguintes
propriedades:

» Todos os pontos designados ao mesmo cluster sao mutuamente conectados
por densidade.

» Se um ponto arbitrario do espago de entrada pode ser conectado por
densidade com qualquer ponto de um cluster, entao ele também deve fazer
parte deste cluster.

Vantagens:

e Nao requer que o numero de clusters seja pré-especificado; além disso, pode

encontrar clusters com formatos arbitrarios.
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e Nem todos os padrdes da base de dados sao atribuidos aos clusters: os pontos
classificados como ruido nao pertencem a qualquer cluster. Assim, o DBSCAN
possui robustez a outliers.

Desvantagens:

e A qualidade da clusterizacao feita pelo DBSCAN depende da métrica de distancia
utilizada para definir a vizinhanga em torno de cada padrao.

e DBSCAN pode nao clusterizar bem conjuntos de dados com diferencas
expressivas nas densidades dos agrupamentos.

e Escolher apropriadamente o valor de € pode nao ser facil se os dados e as escalas

envolvidas nao sao bem compreendidos.
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Figura. Neste diagrama, foi considerado o valor de M, = 4. O ponto A e todos os demais pontos em
vermelho representam pontos centrais, pois os circulos de raio € em torno destes pontos englobam, no
minimo, M,, pontos. Uma vez que todos 0s pontos em vermelho sao conectados por densidade, eles formam
um unico cluster. Os pontos B e C nao sao pontos centrais, mas sao alcangaveis por A (diretamente ou
através dos outros pontos centrais). Assim, B e C também pertencem a este cluster. Finalmente, o ponto N ¢é
considerado como ruido, pois ndo ¢ um ponto central nem € alcancdvel por qualquer um dos pontos
centrais.
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Exemplo:
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075 1
0.50 | ., -
-‘- @ ‘
& 025 LS {
0.00 1 - -
[ ]
l" L --r
~0.25 - . & ¥
--‘ [ ="a F L
—0.50 4 L f. ~.‘ -/
. M
T T T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 10 15 20

(a) Dados originais.
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Figura. Clusterizagao realizada pelo algoritmo DSBCAN considerando M, = 5e ¢ = 0,2.
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7. QOutras tecnicas de clusterizacgao

7.1. Clusterizacao hierarquica: abordagens aglomerativas

Considere um conjunto de dados {x;}, x; € RK*1, No inicio do processo de

clusterizagao aglomerativo, cada padrao é visto como um cluster por si so. Os

clusters sao, entao, sequencialmente combinados em clusters maiores, até que todos

os dados acabem pertencendo a um tnico cluster.

Em cada etapa, os dois clusters separados pela menor distancia sao combinados. A

definicao da distancia entre clusters, denotada por d(C;; C;), € o que diferencia os

variados métodos de clusterizagao aglomerativa.

Algumas opc¢oes:

e Ligacdao simples (single-linkage): a distancia entre dois clusters é determinada a
partir de um tnico par de elementos, a saber, os dois elementos (um em cada

cluster) que estao mais proximos entre si.
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d(Ci; C]) = min{d(xi,X]’):Xl’ € Ci,Xj € C]}
e Ligacao completa (complete-linkage): a distancia maxima entre os elementos de
cada cluster define a distancia entre os respectivos clusters.
d(Ci; C]) = maX{d(Xi,Xj):Xi € Ci'xj € C]}
e Ligacio média (average-linkage): d(C;; C;) corresponde a distdncia média entre os
elementos de cada cluster.
d(C; Cj) = —— z 2 d(x;, %)
¢ C x; i€ECi XEC;
Os dois clusters que apresentarem a menor distancia entre si serao fundidos em um
unico cluster.

O resultado da clusterizacao hierarquica pode ser visualizado na forma de um

dendograma, o qual mostra a sequéncia de combinagoes de clusters e a distancia

envolvida em cada fusao.
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Exemplo: dados de renda anual e de tendéncia de consumo referentes a 200 clientes.
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Dendograma - Esquema single-hnkage
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Figura. Dendograma associado a clusterizagao hierarquica aglomerativa com single-linkage.
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Figura. Visualizacao dos clusters formados pela abordagem aglomerativa com single-linkage.
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Dendograma - Esquema complete-inkage
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Figura. Dendograma associado a clusterizagao hierdrquica aglomerativa com complete-linkage.
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Dendograma - Esquema average-linkage
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Figura. Dendograma associado a clusterizagao hierarquica aglomerativa com average-linkage.
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7.2. Clusterizacao espectral

As tecnicas de clusterizagao espectral (VON LUXBURG, 2007) podem ser
compreendidas a partir de dois pontos de vista distintos.

Do ponto de vista da teoria de grafos, primeiramente se constrdéi um grafo de
similaridades entre os pontos Xy, ...,Xy tendo como base as medidas de afinidade
entre os dados, a;; = a(X;;X;), onde a(*) denota uma fungao de afinidade. Com isto,

clusterizar os dados equivale a determinar pontos de corte no grafo.
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Do ponto de vista de reducdo de dimensionalidade, os dados originais sao
projetados em um novo espaco, com dimensao reduzida, no qual a tarefa de

clusterizacao € mais facilmente resolvida.

e °° %
o ( ete | Espaco de dimenséo
.. . .° -) \_. % reduzida
® o o
o ® o
e o ~~ ™~
Espaco dos dados [ :f! )

Interessantemente, os dois pontos de vista estao interligados: o espaco de dimensao
reduzida € determinado pelos dados. Com efeito, a partir de informacoes espectrais
(m autovetores) extraidas de uma matriz Laplaciana relacionada ao grafo de
similaridade construido, os dados sao mapeados em um espago de dimensao
reduzida, o qual tende a exibir agrupamentos mais facilmente distinguiveis

(possivelmente radiais).
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8. Mapas auto-organizaveis de Kohonen

Um mapa de Kohonen € um arranjo de neuronios, geralmente restrito a espagos de

dimensao 1 ou 2, que procura estabelecer e preservar nocdes de vizinhanca

(preservacao topoldgica).

Se estes mapas apresentarem propriedades de auto-organizacao, entao eles podem

ser aplicados a problemas de clusterizacao e ordenacao espacial de dados.
Auto-organizacao: emergéncia de estrutura e organizacao em um sistema sem que
1sto seja imposto externamente.

Toda reducao de dimensao (relativa a dimensao intrinseca dos dados) pode
implicar na perda de informacao (por exemplo, violagao topologica). Sendo assim,

este mapeamento deve ser tal que minimize a perda de informacao.
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Um mapa de Kohonen unidimensional é dado por uma sequéncia ordenada de
neuronios lineares, sendo que o numero de pesos de cada neurdnio € igual ao
numero de entradas.

ordem 2

ordem 1

ordem 0

Figura. Rede de Kohonen em arranjo unidimensional: énfase na vizinhangca.

Ha uma relacdo de vizinhanga entre os neurdonios (no espa¢o unidimensional

vinculado ao arranjo), mas ha também uma relacao entre os pesos dos neurdnios no
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espaco de dimensao igual ao numero de entradas. Para entender a funcionalidade
dos mapas de Kohonen, € necessario considerar ambas as relac¢des.

Exemplos bidimensionais:

ONCRORONG
OO O OO0
OO0100 |0
OO0 O 0|0
ONORORON®

X1 X2 Xdim

Figura. Rede de Kohonen em arranjo bidimensional: énfase na vizinhanga.
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Figura. Outras configura¢oes de mapas e de vizinhanga (figuras extraidas de ZUCHINI, 2003).

O mapa de Kohonen é construido explorando a ideia de aprendizado competitivo:
para cada padrdo de entrada x(i) € R¥, o neur6énio cujo vetor de pesos apresenta a
menor distancia Euclidiana com respeito a x(i) € considerado o vencedor (e é

chamado de best matching unit, BMU). Entdao, o seu vetor de pesos € ajustado na
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direcao daquele padrao, de maneira que ele se especialize ainda mais em responder
ativamente para padroes similares a x(i).
Seja j o neurdnio vencedor. Entao, uma opgao para o processo de aprendizado nao-

supervisionado consiste em ajustar somente os pesos deste neurdnio na forma:

wi(k+1) =w;k)+y (x(k) — W, (k))

Caso existam multiplos representantes para cada agrupamento de dados, entao e
interessante ajustar o neuronio vencedor juntamente com seus vizinhos mais

proximos.
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Implementacao

>
vizinhanca vizinhanca

E importante que a influéncia de cada neuronio vencedor seja ampla no inicio do

processo e sofra uma reducao continuada com o decorrer das iteragoes.
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8.1. Algoritmo de ajuste dos pesos

Algoritmo de ajuste do mapa auto-organizavel de Kohonen
Enquanto uma condi¢ao de parada nao € atingida:
1. Ordene aleatoriamente os N padroes de entrada.
2. Parak = 1 até N, faca:

a. j = argmin,||x(k) — w,||

b. V] € vizinhanca(j), faca:

i wy=w; + Y(d(i;]))(x(k) - W])

3. Atualize a taxa de aprendizagem y.

4. Atualize a vizinhanca.
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8.2. Ajuste de pesos com restricao de vizinhanca

Figura. BMU (Best Matching Unit) e seus vizinhos (figuras extraidas de ZUCHINI, 2003).
¢ O neurodnio que venceu para uma dada amostra € o que sofre o maior ajuste. No
entanto, dentro de uma vizinhanca, todos os neuronios vizinhos também sofrerao

um ajuste de pesos, embora de menor intensidade.
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Figura. Conformacao do mapa apds o processo de auto-organizacao.
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8.3. Discriminacao dos agrupamentos

Dada a conformacgao final dos neurdnios (nao rotulados), como realizar a
clusterizagao, ou seja, definicdo de agrupamentos e atribuicao do mesmo rotulo a
todos os neurdnios pertencentes a um dado agrupamento?

Soluc¢ao: matriz(vetor)-U (ULTSCH, 1993; COSTA, 1999).

Aspecto a ser explorado: apos o processo de auto-organizacao, dados de entrada

com caracteristicas semelhantes passam a promover reacoes semelhantes da rede
neural. Assim, comparando-se as reacOes da rede neural treinada, € possivel
agrupar os dados pela analise do efeito produzido pela apresentacao de cada um a
rede.

A matriz-U ¢é uma ferramenta que permite realizar a discriminacao dos

agrupamentos, a partir de uma medida do grau de similaridade entre os pesos de
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neurdnios adjacentes na rede. O perfil apresentado pelas distancias relativas entre
neurOnios vizinhos representa uma forma de visualizagao de agrupamentos.

Topologicamente, as distancias entre neuronios vizinhos refletem os agrupamentos,
pois uma “depressao” ou um “vale” da superficie de relevo representa neurdnios
pertencentes a um mesmo agrupamento. Neuronios que tém uma distancia grande
em relacao ao neurdnio adjacente, a qual € representada por um pico da superficie

de relevo, sao neurdnios discriminantes de agrupamentos.
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Figura. Exemplo de matriz-U para arranjo hexagonal (figura extraida de ZUCHINI, 2003).
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8.4. Mapa conceitual

) 2 VR s 9 @
_ 2 § 3 5 3 B @ x » 3 2 8 8 E £ 2
Animal A oA © 0 8 m E 8 2 U B d B N D
small 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1S {medium 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
big 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
2 legs 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 legs 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o hair 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
hooves 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
mane 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0
feathers 1 1 | 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
( hunt 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
likes run 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0
to fly 1 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
[ swim 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Figura. Conjunto de features associadas a cada espécie de animal presente no conjunto de dados Extraida de
(HAYKIN, 2008).

Tépico 8: Aprendizado Nao-Supervisionado — Clusterizagio Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP




. | | T | | | | | |
dog : wolf : : tiger : : . COW
] ST | R o R | L LR, N S e IR L =)
8 B B B B D B B L e i e —
fox
? b svpnnnneana P e e a o sn e nBlenes e il upaar sl s ensas et Risesue e b s anne s Srsane conbases i S s, =
lion : zebra
6 Bt i e T S B B B S 8 s e S e i B S e W e e s e Bt -
5 e v e i i e e S e R T 8 M i U U i R R o e A S T S S R S S A e G e s =]
cat . horse
4 B e e . i i S g -
hawk
3 - —
2 L o
ik . | : _ : . : . o
hen | duck | . goose | . dove | . owl | . eagle
0 | | 4 | | a s | 1
0 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10

Figura. Mapa auto-organizavel 10 x 10: os neurdnios que responderam mais ativamente aos padroes de
entrada (features) receberam o respectivo rotulo. Figura extraida de (HAYKIN, 2008).
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dog dog wolf  wolf tiger tiger  tiger COW COW COW
9 - o
fox fox wolf  wolf tiger tiger  tiger COW COW COW
8 = -
fox fox fox lion lion lion lion lion zebra zebra
’? L —
fox fox fox lion lion lion lion zebra zebra zebra
6 = =
cat cat cat cat lion lion lion horse horse horse
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cat cat cat cat lion lion lion horse  horse horse
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cat cat cat goose  dove dove hawk  hawk | horse horse
3
hen duck goose goose dove dove  hawk owl eagle eagle
2 — -
hen duck goose goose dove dove owl owl eagle eagle
1 4
hen duck goose goose  dove dove owl owl eagle eagle
.U | | | | | | | ] |
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Figura. Cada neurdnio foi marcado com o rétulo associado ao padrao de entrada (consequentemente, ao
animal) para o qual ele é mais fortemente ativado. Percebe-se claramente que o mapa conseguiu capturar
relagOes intrinsecas as proprias espécies — 3 clusters: em branco, temos os passaros; em cinza, as espécies
“pacificas”; em azul, os predadores. Extraida de (HAYKIN, 2008).
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Matriz de Distancia

Figura. Matriz-U para grid hexagonal. Extraida de (ZUCHINI, 2003).
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