Maquinas de Vetores-Suporte (SVMs)
Parte 111

1. Classificacao Nao-Linear

e Partimos de um problema linear, mas o que foi deduzido pode ser estendido de
maneira significativa gragas a alguns resultados assaz belos. De fato, é possivel
realizar classificagao nao-linear sob a eégide dos conceitos expostos.

e Para que compreendamos de que forma isso se da, consideremos que se
disponha de um conjunto de dados {x;,d;},i = 1, ..., N. Consideremos ainda que

cada padrao de entrada x; tenha n atributos e que haja duas classes (d; = —1 ou
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d; = +1). Basicamente, temos de achar uma supertficie que separe os padroes de

diferentes classes, e essa superficie pode ter uma forma qualquer.

1.1. Mapeamento e Espaco de Caracteristicas

e Imaginemos agora que seja aplicado um mapeamento ¢: R" - R™ aos padroes
X;, com m > n. Esse mapeamento pode ser ndo-linear, e mapeia os dados num
espaco de maior dimensdo. Essas duas caracteristicas sao interessantes: 1) a nao-
linearidade permite distorcer a posi¢ao dos dados, e 2) num espaco de maior
dimensao, tende a ser mais simples separa-los.

e Como temos toda uma formulacao adequada ao caso linear (partes I e II do
material), surge uma ideia: e se usarmos um mapeamento ¢ para “transformar
o problema nao-linear em problema linear”? Afinal, esse mapeamento pode

retorcer os dados, e isso num espaco de maior dimensao.
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e Se 0 mapeamento tornar o problema linear, basta aplicar o que ja estudamos e
resolver o problema para os dados “modificados” {¢(x;),d;},i =1,..,N. De
maneira mais rigorosa, diz-se que o problema sera tratado como um problema
linear no espaco de caracteristicas (FS, ou, em inglés, feature space) gerado pelo
mapeamento ¢(-).

e A Fig. 1 ilustra essa ideia: perceba como um problema nao-linear em duas
dimensOes se torna linearmente separavel em trés dimensOes gragas ao

mapeamento realizado.
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Figura 1: Mapeamento e Solugao Linear.
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e Tendo isso em vista, a equacao de um classificador linear no espaco de
caracteristicas seria a seguinte:
— wT
y=w ¢(x;)+b
e A equacgao que obtivemos para os parametros do classificador linear de maxima

margem seria, entao:

N
w, = ) Aid;p(x;)
2

e Se usarmos esse vetor de pesos na equagao da saida do classificador, teremos:

N
y = Eﬂidifle(Xi) dx)+b
i=1

e A equagao mostra que nao ha mudancgas essenciais: a saida do classificador
ainda € calculada tendo por base produtos escalares, mas sdao produtos no

espaco de caracteristicas, ou seja, produtos ¢’ (x;) ¢ (x).
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1.2.

Tudo isso é maravilhoso, e resolvemos, sem duvida, inumeros problemas in
abstracto. Ha, nao obstante, uma pergunta que se deve responder para resolver

problemas mais concretos: qual deve ser o mapeamento ¢(-)?

Funcao de Kernel e Truque do Kernel (Kernel Trick)

Aqui surge algo equivalente a um deus ex machina, com a vantagem de que se
tem uma impressao de harmonia, e ndo de uma trama artificialmente resolvida.
Perceba, inicialmente, que nao precisamos diretamente do mapeamento ¢(-);
na verdade, precisamos apenas calcular produtos escalares no espaco que ele
gera.

De maneira bastante direta, a reviravolta no enredo ¢ a seguinte: produtos
escalares no espago de caracteristicas podem ser calculados sem que se determine
explicitamente o mapeamento ¢(-). E possivel definir funcdes de kernel que

generalizam a nogao de produto escalar e permitem que efetuemos o calculo de
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produtos escalares no espago de caracteristicas sem o uso de ¢(-), ou seja, a partir
do espaco original em que jazem os dados. Isso € o que se chama truque do kernel
(kernel trick).
e Em outras palavras, lancaremos mao de func¢oes de kernel K(u,v) tais que
(BisHOP, 2006):
K(u,v) = ¢ (w)p(v)

e Essas fungOes, para que possam atuar efetivamente como operadores de
produto escalar, devem respeitar a condicao de Mercer (CORTES E VAPNIK,

1995):

ffK(u,v)g(u)g(v)dudv >0

para toda funcao g(*) tal que:

]gz(u)du < 00
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e O kernel mais utilizado é o gaussiano:
k(u,v) = exp(—yllu—v||?)
o qual possui um importante hiperparametro (y). Também mencionaremos um

exemplo de kernel polinomial:

k(u,v) = (ufv+1)4
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Figura. Por meio do truque do kernel, o mapeamento dos dados para o espago de caracteristicas €
implicitamente realizado.
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1.3. Epilogo: Receituario
e Assim como ocorre, em musica, na forma sonata, apos o desenvolvimento vem

a recapitulacao. Como a funcgao de kernel faz o papel de produto escalar, temos

que a saida do classificador sera:

N N
y = ; LidipT (x;) p(x) + b = ;AidiK(XirX) +b

e Conforme vimos na parte I, o problema dual que se resolve para obter os
parametros do classificador tem por base a otimizagao com restricdes da
seguinte funcao:

L) = A"1y —%ATDA
e A informacao sobre o conjunto de dados esta contida na matriz D. Em sua

forma original (caso linear), a matriz ¢ composta de elementos do tipo:
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D;; = d;d;x; x;
No caso nao-linear, basta trocar o produto escalar classico pelo produto gerado
a partir da fungao de kernel escolhida:
D;; = d;d;K (X;,X;)

e Dai em diante, o problema ¢é resolvido virtualmente da mesma forma,
bastando, quando necessario, utilizar a nova forma do produto escalar. Cabe
frisar que a formulacao do problema de margem suave (soft margin) também ¢é
feita de maneira direta com o uso de funcoes de kernel.

e Os hiperparametros associados as fungoes de kernel (e.g. o valor de y no caso
gaussiano) devem ser escolhidos com cuidado. Tipicamente, realiza-se uma
busca sobre uma lista de valores tendo por critério norteador o desempenho

junto a um conjunto de validacao (e.g. num esquema de validacao cruzada).

Tépico 7 — Parte 111: Maquinas de Vetores-Suporte Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP




1.5

10

0.5

0

-1.0

-1.5
-1.5 -1.0 —0.5 o 05 1.0 1.5

Figura. Visualizacao da fronteira de decisao (curva solida em preto) e da margem (curvas em pontilhado) no
espaco original dos dados para uma SVM nao-linear, isto é, que utiliza uma funcao de kernel. As amostras
destacadas de cada classe (pontos circulados) representam os vetores-suporte obtidos no processo de
otimizacao.
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