Regressao Linear

1. Motivacao

Exemplo: estimacao do preco de casas

$150.000 $385.000 2?77?
Hipotese: existe uma relacdo matematica entre o valor do imovel e a sua area,

porém ela é desconhecida.
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Desafio: a partir do conhecimento acerca da area e do valor de varios imdveis,
queremos aproximar a relagdo matematica entre as grandezas envolvidas para,
entao, podermos estimar o valor de novos imoveis.

Preco ($) a

»

A}ea (m?)

Figura. Ilustracao do problema de regressao. Dados inspirados em
https://www.kaggle.com/harlfoxem/housesalesprediction

Este tipo de desafio caracteriza o problema conhecido como regressao, também

chamado de aproximacgao de fungdes, ou aproximacao de mapeamentos.
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https://www.kaggle.com/harlfoxem/housesalesprediction

2. Definicao do problema

Visto de uma forma geral, o problema de regressao pode ser enunciado da seguinte

forma.

Dados disponiveis: {x(i); y (i)}

e x(i) € R¥*! representa o i-ésimo padrio de entrada, caracterizado por K
atributos;

e y(i) é o valor esperado de saida para o i-ésimo padrao de entrada.

Modelo proposto: y(x) = g(x,0), onde o vetor 8 contém os parametros que

definem o mapeamento g(*).

Desejamos que a saida gerada pelo modelo para a entrada x(i), denotada por

y(x(i)), seja a mais proxima possivel do valor conhecido y(i), para0=1,..,N — 1.

Para isto, precisamos determinar os valores ideais dos parametros do modelo, i.e., o

vetor 0.
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Critério: estabelece matematicamente o objetivo que se busca atingir com o modelo.
No caso do problema de regressao, queremos que o erro entre a aproximagao
y(x(i)) e o valor desejado y(i) seja o menor possivel.
Existem varias possibilidades para se definir a funcado de erro a ser minimizada.
Classicamente, a medida de erro quadratico médio (MSE, do inglés mean squared
error) é a mais utilizada neste contexto (BISHOP, 2006; HAYKIN, 2013):

Je(8) = E{(y()) — g(x(2), )} 1)
onde E{-} denota o operador de esperanca estatistica.
Como, em geral, tem-se a disposicao um conjunto finito de dados, a esperanca

estatistica pode ser aproximada pela média amostral, levando-nos ao funcional:

N-1
1
Je(®) == > (@) - g(x(0),8))%, @
i=0
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o qual caracteriza o critério conhecido como quadrados minimos (LS, do inglés least-
squares) .
Problema: consiste em buscar os valores 6timos para os parametros do modelo, ou
seja, aqueles que levam ao minimo valor para o funcional de erro.

min /. (0) (3)
Surge, portanto, um problema de otimizacao durante o ajuste, ou treinamento, do

modelo.

2.1. Abordagem via maxima verossimilhanca

Embora o critério baseado no erro quadratico médio seja bastante intuitivo,
poderiamos, também, explorar o principio da maxima verossimilhanca para tentar

resolver o problema de regressao.

Hipotese: y(i) = y(x(i)) + n; = g(x(i),8) + 1;, em que n;~N (0, 57).
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e Em outras palavras, presume-se que o erro entre a aproximacao gerada pelo
modelo e o valor desejado segue uma distribuicao Gaussiana.
PDF conjunta:

O-gx®)®)°

N-
P(Y|0) = ﬂpyw(z) - ]_0[ r Z

Aplicando o logaritmo, obtemos a seguinte expressao para a log-likelihood:

N-1

N N o, 1 : : 2

InP(Y|0) = —=In2m — =Ino? — — Z (y()) — g(x(0), 8))
2 2 20y &

Os dois primeiros termos nao dependem do vetor de parametros 0 (sao constantes).

Logo, maximizar In P(Y|0) leva a mesma solugao que maximizar somente o ultimo

termo:

0

N—1
1
max—zf,g;(ya) — 9(x(1),8))’
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Como max—f =minf e minf = minaf, com a > 0 escalar, entao a solucao de

maxima verossimilhanga pode ser obtida resolvendo o seguinte problema:
N
min ) (y(0) - gx(), 9))’,
i=1
que corresponde ao proprio critério de quadrados minimos.

3. Regressao linear

Neste topico, o modelo explorado para realizar a aproximagao do mapeamento
subjacente aos dados disponiveis € linear.

Modelo proposto: (x) = wy + wyxq + wyx, + - + wixg.

Explorando uma notacao vetorial, podemos escrever que:

) = o)W, (4)
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onde w = [wy wy -+ wg]” e ¢(X) =[1 x; - xk]". Note que o vetor ¢p(x) inclui
uma entrada fixa de valor unitdrio que esta relacionada ao coeficiente w,, conhecido
como bias ou termo de polarizagao.

Como temos a disposicao N pares de dados entrada-saida, podemos montar a

matriz ® € RNXE&+1).

$x(0)"
P = : (5)
¢V - 1)"
e o vetor de resposta do modelo
§=[x(0)) - &N -1)], (6)
de maneira que
y = dw. (7)
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Para simplificarmos um pouco a notagao, vamos escrever que y(i) = y(x(i)), onde

i =0,..,N—1. Agrupamos, também, todas as saidas desejadas no vetor y =

[y(0) -+ y(N —D]".

Idealmente, desejamos que ¥ = ®w sejaigual ay:
dw =y (8)
Na pratica, devemos encontrar os valores dos coeficientes em w que tornem a saida

do modelo a mais parecida possivel com a saida desejada.

3.1. Solucao de quadrados minimos e equa¢Oes normais

1° caso: ® € RV*¥*1 com K + 1 < N e de posto completo.

e Nesta situacao, existem mais padroes de entrada x(i) do que parametros
ajustaveis (i.e., mais equagoes do que varidveis no sistema linear em (8)).

Critério: quadrados minimos.
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N-
1
min J, () = min Z (D) - 9(0))? 9)
i=0
Seja e(i) = y(i) — (i) o erro cometido na aproximacao do i-ésimo padrao.
Novamente explorando a notagao vetorial, podemos definir:
e =[e(0) - e(N—-1)]T (10)

como o vetor de erro. Desta forma, o funcional de erro pode ser reescrito como:

N-1
1 1
JeW) =% ) /() = 9@ =1 llell>. 1)
i=0

Com isto, o problema de otimizagao que surge no contexto de regressao linear pode

ser definido como:
, 2
min|[e|] (12)
Ora,

lell* = lly — §1I* = lly — ®wl|* (13)
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Desenvolvendo a expressao, obtemos:
lel” = (y — @w)"(y — @w) = yTy — y"ow — wT @7y + wT o7 dw
Derivando (14) com respeito a w e igualando a zero:

dlle|l?
ow

=2WIDTd —yT'd — (dTy)l =0
Entao,
widTd —yT'd =0
Aplicando o operador (-)':
dTdw = dTy
As equacgoes envolvidas em (17) sao conhecidas como equag¢0es normais.

Como, por hipdtese, ® tem posto completo, existe (@7 ®)~1. Com isto:

w=(dTd) lply

Questao: E se a matriz ® ndo tiver posto completo, i.e., se A (®Td)~1?

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)
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e Isto pode ocorrer devido a presenca de atributos redundantes, i.e., colunas
linearmente dependentes em ®.
e Algumas solucdes possiveis:
» Eliminar as colunas que apresentem dependéncia linear.
= Isto pode ser feito com o auxilio de técnicas de selecao de variaveis
(GUYON & ELISSEEFF, 2003), de modo que se retenha apenas um
subconjunto das variaveis mais relevantes, segundo algum critério, para
O problema.
= Também pode ser feito via reducao de dimensionalidade.
» ®T® possui autovalores nulos (dai o fato de ndo possuir inversa). Entao,
uma forma de viabilizar o clculo de (®7®)~! consiste em positivar a matriz

através da adigdo de uma constante (pequena) 1 > 0 a diagonal de ®'®.
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Esta opg¢ao, conforme veremos mais adiante, estd associada a uma técnica de
regularizacao.

2° caso: @ € RV*(*1 com N < K + 1 e de posto completo.

e Agora, temos mais parametros livres do que padroes de entrada, ou,
equivalentemente, mais varidveis a determinar do que equacgodes no sistema linear.
Nesta situacao, ha infinitas solucoes.

e Sendo assim, € possivel definir como solugao nica aquela que minimiza a soma

dos erros quadraticos e que possui a minima norma do vetor de coeficientes.

min= [|wl|? (19)
w 2

s.a. Pw =y
Solucao: método dos coeficientes de Lagrange.
Lagrangeano: L(w, ) = % lw]|? — AT (dw —y)

Aplicando as condig¢oes de otimalidade:
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0L(w, 1)
ow
d0L(w, )
oA

Substituindo w de (20) em (21), temos que ®PTA =y.

=wl —ATd=0=>w=2Td

=(Pw—-y)=0

Como a matriz ® tem posto completo, ®®” possui inversa, de modo que:

A= (PdT) 1y

(20)

(21)

(22)

Finalmente, substituindo (22) em (20) e tomando o transposto, chegamos a outra

forma da solucao de quadrados minimos baseada na pseudo-inversa de ®:

w = T (ddT) 1y

(23)

Tépico 3: Regressdo Linear Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP



Exemplo: predicao do preco de casas

1500 T T T T T T T T T
* Amostras disponiveis r
Mapeamento realizado pelo modelo .
1000 i
™
o
X
&
o]
O
o
o
500 | 7
0 | | | | | 1 | | 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Area (m?)
5722,9

Vetor 6timo de coeficientes: w = [ 27511

Relacao entrada-saida: y(x) = —5722,9 + 2751,1x,
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4. Aprendizado a partir de dados amostrados

No problema de regressao, assim como em outras tarefas de aprendizado
supervisionado, em que também se adapta um modelo a partir de dados
amostrados, ha trés mapeamentos envolvidos:

1. O mapeamento a ser aproximado, y = f(x): R¥ - R, do qual se conhece apenas

um conjunto finito de dados amostrados.

2. O mapeamento resultante do processo de aproximacao, associado a um unico
vetor de pardmetros, § = g(x;0): RX - R. Este é 0 mapeamento que o modelo -
no caso, linear — efetivamente produz.

3. O mapeamento entre cada possivel atribuicao de valores aos parametros do
modelo e o erro correspondente: J,(w): R¥*! —» R. Este mapeamento define a

superficie de erro e esta intimamente ligado ao critério adotado.
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Figura — Mapeamento desconhecido a ser aproximado.
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Figura — Conjunto de amostras disponiveis. Com isto, passamos a conhecer o comportamento da fungao




5. Métodos iterativos

A existéncia de uma solugao otima, no sentido de quadrados minimos, em forma
fechada para o problema de regressao linear €, sem duavidas, algo importante, pois
significa que podemos obter diretamente o ponto de minimo da superficie de erro
envolvida no problema.

Entretanto, o calculo da pseudo-inversa pode se tornar bastante custoso quando o
numero de coeficientes (ou, analogamente, o nimero de atributos K) se torna
elevado: 0(K?3).

Nesta situagdo, uma alternativa consiste em lancar mao de algoritmos iterativos de
busca que facam a atualizacao dos parametros w a medida que os dados forem

apresentados ao modelo (LUENBERGER, 1984; BATTITI, 1992).
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5.1. Método de primeira ordem: gradiente descendente

A cada iteragdao, a partir do ponto atual no espaco de busca, toma-se a direcao
oposta ao vetor gradiente. Ou seja, seguimos na direcao de maximo decrescimento
do valor do funcional de erro.

Regra de atualizacio: w;; = w; — aV/,(w;)".

Gradiente: V/,(w) = 2w/ ®Td — 2y"d = —2eT .

Exemplo:

Figura. Trajetéria realizada pelo
algoritmo do gradiente descendente,

com a = 0,01, até a convergeéncia.
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Enxergando o processo de busca:

Iteracao 1
1 T T T T T T T T T
Dados 1
Modelo-w0
0.5+ R X
o L]
£
& 0r
=
: B
%-0.5 -
a
Ak
_15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Yo Area (m?) / Maxima

Figura. Em destaque (asterisco em vermelho), o vetor de coeficientes obtido na iteracao 1 do algoritmo do gradiente
descendente. Ao lado, o mapeamento entrada-saida correspondente.
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Iteracao 22

1 T T T T T T T T T

0ol ¢ Dados i
: Reta - W, +

0.7 .

0.5F - i

0.4 r s =

Preco ($) / Maximo

031 . . i

0.2 . . . .

0.1 -

0 1 1 1 1
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

0 Area (m?) / Maxima

Figura. Em destaque (asterisco em vermelho), o vetor de coeficientes obtido na iteracao 22 do algoritmo do gradiente
descendente. Ao lado, o mapeamento entrada-saida correspondente.
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Iteracao 50

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

Preco ($) / Maximo

0.3

0.2

0.1

T T T T T T

Dados

Reta - Weqo

02 03 04 05 06 0.7

Area (m?) / Maxima

08 0.9 1

Figura. Em destaque (asterisco em vermelho), o vetor de coeficientes obtido na iteracao 50 do algoritmo do gradiente
descendente. Ao lado, o mapeamento entrada-saida correspondente.
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Versoes:

e Batelada (batch): em cada passo do algoritmo, todos os padroes de treinamento
sao considerados. Esta estratégia foi explorada no exemplo anterior.

e Padrao-a-padrao (online): para cada padrao de entrada, faz-se o ajuste dos

parametros conforme a direcao definida pelo vetor do gradiente instantaneo.

Problema: minw(y(i) — 37(1'))2 — erro instantaneo.

Vetor gradiente: V/,(w) = —Z(y(i) — y(i))q)(x(i))T.

Esta versao do método de primeira ordem € conhecida como stochastic gradient

descent (SGD).

» Cada iteragdo do algoritmo corresponde a uma atualizagao do vetor de coeficientes, para
um padrao de entrada. Uma época corresponde a uma apresentacao completa do

conjunto de amostras de treinamento.
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Exemplo: SGD

-0.48 -

051

-0.52

-0.54 -

-0.56 -

-0.58 -

-0.6 -

0.55 0.6

Figura. Trajetdria realizada pelo algoritmo do gradiente estocastico, com @ = 0,001, até atingir 1000 épocas.
Em destaque, percebemos o comportamento oscilatorio durante o percurso até o 6timo.
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e Mini-batch: pode ser visto como um meio-termo entre as duas abordagens
anteriores. Aqui, cada passo do gradiente descendente considera 1< Q <N

amostras do conjunto de treinamento.

6. Escala das variaveis de entrada

Em algumas situagOes, alguns atributos de entrada acabam sendo dominantes sobre
os demais no sentido de exercerem grande influéncia sobre o erro cometido pelo
modelo. Isto pode ocorrer devido a diferenca de magnitude entre os atributos.
Exemplo: numero de quartos no imédvel: 1 a 5.

area do imdvel: 0 a 2000 m?.
Nestes casos, € pertinente realizar um pré-processamento sobre os atributos de
entrada, visando deixar todas as variaveis na mesma faixa de valores.
Abordagens:

e Feature scaling: ajusta a escala de todos os atributos para um intervalo comum.
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Exemplo: x; € (0,2000) —> x;' « —L__ ¢ (0,1)

max (x;)

1 min(x;)

Mapeamento linear: x; « (max(e)—min(x)) ¢ (max(x))—min(xy)

e Normalizacao de média: todos os atributos passam a ter média nula.

Xi—Ui . .
Exemplo: x; « ‘S £ onde s; denota o comprimento do intervalo de valores de x;.

l

e Data standardization: x; 28 onde g; = std(x;) denota o desvio padrao da

gj
variavel x;.
Este tipo de pre-processamento favorece o progresso de algoritmos baseados no
gradiente, uma vez que deixa as curvas de nivel da superficie de erro mais
circulares.

Exemplo: house sales prediction
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J (W)

(a) Sup. de erro - Feature scaling

(b) Curvas de nivel - Feature scaling

(c) Sup. de erro — Data standardization

(d) Curvas de nivel — Data standardization
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7. Extensao para multiplas saidas

Agora, cada padrao de entrada x(i) esta associado a um conjunto de L variaveis de
saida, y, (i), k =0, ..., L — 1.

Modelo proposto:

w® 4 w®

Vo(X) = xq + WZ( )xz + -4+ WISO)xK

y1(x) = ( ) + Wl(l)xl + W( )xz + -4+ ngl)xK

Y _1(X) = WéL Dy Wl(L_l)xl + WZ(L_l)xz + -+ W,EL_l)xK
Explorando uma notagao matricial, podemos escrever que:

y(x) = ¢x)'W,
onde §(x) = [Jo(x) -+ ¥,_1(X)] (vetor linha) e

Wo Wo
w=| : s
w I((O) w IgL—1)
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Agrupando todos os padroes de entrada na matriz
dx(0))"
¢(x(NV - 1)"

podemos obter as L saidas para os N padroes de entrada por meio da relagao:

P =

A~

Y = W,
emqueY € RV*L,

Critério: quadrados minimos

N-1
1

NL
=0

h

-1

i (D) = P (D)

0

mm

wl
Il

Reescrevendo o funcional com base em uma notacao matricial, desprezando as
constantes multiplicativas, obtemos:

min tr((Y — @W)" (Y — @W)),

onde tr(+) representa o operador de traco de uma matriz.
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A solucao de quadrados minimos assume a mesma forma que em (18):

W= (07Td) 1Ty (24)

8. Extensao para modelos lineares nos parametros

Todo o desenvolvimento matematico feito neste topico para o problema de
regressao linear também ¢é valido para o caso em que o modelo de aproximacao é
nao-linear, i.e., realiza um mapeamento nao-linear das entradas para a saida —, mas

possui uma dependéncia linear com respeito aos parametros ajustaveis.

Os modelos que se encaixam nesta categoria constroem uma aproximacgao do
mapeamento verdadeiro por meio de uma combinacao linear de fungoes base nao-
lineares, na forma:

YX) = wo + wy by (X) + -+ + wy by (%),

onde b;(x): RK - R denota a i-ésima funcao base.
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A especificagao de cada funcao base pode requerer a definicao de alguns
parametros (e.g., média e desvio padrao em uma fungao gaussiana). Porém, estes
parametros nao participam do treinamento do modelo, de modo que, do ponto de
vista do algoritmo de treinamento, as func¢oes base ja estao pré-estabelecidas e
permanecem fixas.
Sendo assim, as derivagOes feitas na Secao 3 podem ser prontamente estendidas
para o caso de modelos nao-lineares, mas lineares nos parametros.
Para isto, basta definir o vetor ¢(x) como sendo:

¢x) =[1 by - by]T",
de acordo com o tipo de fungao base explorada.
Exemplos: filtros polinomiais (Volterra) (MATHEWS, 1991), extreme learning machines
(ELMs) (HUANG, ZHU & SIEW, 2006), redes RBF (radial-basis function) (HAYKIN, 2008)

com centros e dispersoes preé-ajustados.
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8.1. Regressao polinomial

Por simplicidade, vamos considerar um modelo de regressao polinomial no
contexto de um problema de aproximacdao de um mapeamento y = f(x): R - R. Ou
seja, o vetor de entrada x contém um tnico atributo, x;.
Modelo proposto: polindomio de grau M.

P(X) = wg + wyxg + wyxg 2+ wyx M

Vetor de func¢oes base:

¢(x) =[1 x; x12 x1M]T

Exemplo:

y(i) = 0,62 + 0,3x,(i) — 0,3x,(i)? — 0,6x, (i) + 0,5x,(i)* + 0,025n (i),
onde n(i)~N(0,1).
Conjunto de treinamento: 8 amostras do par (x4, y).

Modelos testados: polindmios até a ordem 8.
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0.7 T T T T T T T T T 0.7 T T T T T T T T T

* *  Amostras disponiveis * * Amostras disponiveis
0.68 |- Mapeamento verdadeiro | | 0.68 | Mapeamento verdadeiro | |
Polinémio de grau 1 Polindmio de grau 2
0.66 | * i 0.66
* 0.64
0.64 | % |
0.62
0.62 * |
> > 0.6
*
0.6} i
0.58
0.58 | i
0.56
0.56 - S 0.54
0.54 - h 0.52
*
0.52 1 1 1 1 1 1 1 1 * 1 0.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X X
(a) Polindmio de grau 1 (b) Polindbmio de grau 2

Neste caso, 0 modelo nao possui flexibilidade suficiente para aproximar bem os dados
disponiveis.
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0.7 T T T T T T T T T 0.7 T T T T T T T T T

* *  Amostras disponiveis * *  Amostras disponiveis

0.68 Mapeamento verdadeiro | | 0.68 | ]

Polinémio de grau 3

Mapeamento verdadeiro
Polinémio de grau 4

0.66 0.66
0.64 0.64
0.62 0.62
> 06 >~ 067
0.58 0.58
0.56 0.56
0.54 0.54
0.52 0.52
0.5 : ! : : : : : : : 0.5 : : : : : : : : :
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X X
(c) Polindbmio de grau 3 (d) Polindmio de grau 4
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07 T T T T T T T T T 07 T T T T T T T T T

* * Amostras disponiveis
Mapeamento verdadeiro
Polinébmio de grau 6

* * Amostras disponiveis

0.68 Mapeamento verdadeiro | |

Polinémio de grau 5

0.66

0.65

*
0.64
0.62 067
> 0.6 >
0.58 0.55
0.56 3
0.54 0.5
0.52
0.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.45 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X X
(e) Polindmio de grau 5 (f) Polindmio de grau 6
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0.8 T T T T T T T T T 0.75 T T T T T T T T T

*  Amostras disponiveis *  Amostras disponiveis
0.75 | Mapeamento verdadeiro |7 0.7 Mapeamento verdadeiro
Polindmio de grau 7 Polinbmio de grau 8
0.7 0.65
0.65
0.67
0.6
0.55
> 0.55 >
0.5
0.5
0.45
0.45
0.4 0.4
0.35 0.35
0.3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X X
(g) Polindmio de grau 7 (h) Polindmio de grau 8

N7

Nestes casos, a aproximacao € quase perfeita nos pontos disponiveis. Contudo, nas
demais regioes, o mapeamento gerado pelos polinomios se distancia bastante daquele
que, de fato, esta por tras das amostras coletadas. Isto significa que a resposta gerada
por estes modelos apresentaria niveis de erro significativamente maiores quando eles
fossem aplicados a dados novos.
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Observacoes:

e Através deste exemplo, percebemos que, no fundo, ao construir um modelo de
regressao, tem-se como real objetivo alcangar a melhor aproximagao possivel do
mapeamento verdadeiro. Entretanto, o processo de ajuste dos parametros do
modelo, ou, equivalentemente, o processo de treinamento dispde somente de uma
quantidade limitada de amostras.

e Além disso, notamos que € possivel atingir uma excelente aproximacao das
amostras disponiveis e, a0 mesmo tempo, produzir um mapeamento que difere
significativamente daquele que realmente gerou os dados.

e No caso, a0 aumentarmos a ordem do polindomio, percebemos uma progressiva
reducao do erro de aproximacao em relacao aos dados utilizados no treinamento.
Porém, isso nao necessariamente significa que estamos, de fato, construindo um

modelo melhor.
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Precisamos, portanto, de estratégias que fornecam indicativos de como o modelo se
comporta ao aproximar o mapeamento verdadeiro como um todo (e nao somente
nas amostras de treinamento), e que também nos auxiliem a selecionar de forma

confiavel qual € o modelo mais adequado no problema de regressao.

9. Capacidade de generalizacao

Como o conjunto de dados € limitado, infinitos mapeamentos podem produzir o

mesmo desempenho de aproximagdao nos pontos conhecidos, independente do

critério de desempenho adotado.

e Esses mapeamentos alternativos vao diferir justamente nas regides em que nao ha
amostras disponiveis para diferencia-los.

e Cada um destes mapeamentos, porém, alcancara um nivel de aproximacgao

diferente em relacao ao mapeamento verdadeiro.
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O conceito de capacidade de generalizacao esta ligado a qualidade da aproximagao

produzida por um modelo quando exposto a dados de entrada nao vistos durante o

seu treinamento.

9.1. Overfitting e underfitting

Durante o processo de aprendizado, deseja-se evitar duas situagdes basicas que

comprometem o uso de um modelo:

e Sobreajuste (overfitting): a aproximagao gerada pelo modelo se contorceu de
forma excessiva a fim de reduzir ao maximo o erro junto aos dados de
treinamento. Contudo, embora o erro de treinamento seja baixo, o modelo comete
erros significativos quando recebe amostras inéditas de entrada.

e Subajuste (underfitting): o modelo nao foi capaz de aproximar adequadamente o
mapeamento verdadeiro, nem mesmo nos dados utilizados no treinamento. Isto

pode ocorrer pelo fato de o grau de flexibilidade do modelo ser insuficiente
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diante da complexidade do mapeamento a ser aproximado, ou, também, por
problemas de convergencia do processo de treinamento.

Retomando o exemplo de regressao polinomial:

0-7 T T T T T T T T T 0.75 T T T T T T T T T
* *  Amostras disponiveis * Amostras disponiveis
0.68 Mapeamento verdadeiro | 0.7 Mapeamento verdadeiro
Polindmio de grau 1 Polindmio de grau 8
0.66 - * 1 0.65
*
0.64 | * b 0.67
0.62 * . 0.55
> >
*
06 h 0.5
0.58 b 0.45
0.56 J 0.4
0.54 - h 0.35
*
0-52 1 1 1 1 1 1 1 1 * 1 0-3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X X
(a) Polindmio de grau 1 (b) Polindbmio de grau 8
Underfitting Overfitting
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9.2. Os treés erros do processo de aproximacao

Durante o processo de aproximagao do mapeamento y = f(X) por meio do modelo
y = g(%,0), devem ser considerados trées tipos de erros (VAN DER SMAGT, 1994): o
erro de representacdo, o erro de generalizagio e o erro de computacao.

e Erro de Representagio: considere o caso em que todo o conjunto amostral esta
disponivel, {(x(i);y(i))};=;. Considere também que, dado {(x(i);y(i))}i2., €
possivel encontrar um conjunto de parametros 6timo 0*. Neste caso, o erro vai
depender da adequacdo e do nivel de flexibilidade do modelo de aproximagao
g(x,0). Este erro é também conhecido como erro de aproximacao, ou efeito bias.

e Erro de Generalizagdo: em aplicagcoes do mundo real, somente um ntmero finito de
amostras esta disponivel ou pode ser usado simultaneamente. Além disso, os

dados podem conter ruido. Os valores de f(X) para os quais nenhuma amostra

esta disponivel devem, portanto, ser interpolados. Devido a estes fatores, pode
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ocorrer um erro de generalizagao, também conhecido como erro de estimacao, ou
variancia.

e Erro de Computacio: Decorre do fato de nem sempre ser possivel explorar
devidamente o espagco de hipoteses. Também ¢ conhecido como erro de
otimizacao.

» Algumas razOes possiveis: minimos locais, limitagcdo dos recursos
computacionais para a busca e uso de representacio numeérica de precisao

finita, todas associadas ao problema de otimizagao vinculado.
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x(i) C‘: erro

y(@®)

Ty = {(x(); y(i)}L,: conjunto de dados amostrados, sendo N o ntumero de

amostras;

X c RX:espaco de entrada, x € X;

Y c R espago desaida, y € U;

C: classe de funcoes sendo modelada, f(x) € C;
e H,: conjunto de fungoes realizaveis por uma dada classe de modelos de tamanho

n, gny € H, (também denominado de espago de hipoteses).
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Representacao

| © & Q-

gn = argming e, |If — gnll, com f(x) € C.

@
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Generalizacao

o =arg, min_[[y(@) = Gon x(D)

n€ Hp TN

H,
gn,N

Computacao
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Composicao dos trés erros de aproximacao
én,N =f - gn,N

é\n,N = f _ In T Gn — 9nN T GnnN — gn,N

en en é

e ¢,: Erro de representacao
e ey: Erro de generalizagao
e é: Erro de computagao

Usando a desigualdade triangular: ||§n,N|| < lle,ll + llex|l + llll

Nota: As figuras desta secao estao baseadas em (HUSH, 1997).
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10. Regularizacao

O termo regularizagio refere-se a procedimentos que visam obter um modelo de
aproximagao bem-comportado através da incorporacao de informacoes adicionais
ao processo de treinamento do modelo, na forma de restri¢des de suavidade junto
ao mapeamento, ou de penalizagdes proporcionais a norma do vetor de parametros
(GIROSI, JONES & POGGIO, 1995; HASTIE, TIBSHIRANI & FRIEDMAN, 2009).

Beneficio: o uso de regularizacao se mostra atraente na medida em que pode
reduzir a possibilidade de ocorrer sobre-ajuste (overfitting), melhorando o processo
de generalizagao e, em ultima andlise, o0 desempenho efetivo do modelo.

Trés técnicas serao aqui destacadas: rigde regression, LASSO e elastic net. Todas elas
introduzem restri¢coes ligadas a alguma norma do vetor de parametros, sendo, por

este motivo, também conhecidas como técnicas de shrinkage.
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10.1. Ridge regression

Em vez de minimizar apenas o erro quadratico junto ao conjunto de treinamento,

como estabelecido em (9) e (12), agora ha a introdugao de um termo de penalizagao

proporcional & norma Euclidiana do vetor de pardmetros” (TIKHONOV, 1963):
min[le[|* + A[lwl|%, (25)

onde A = 0 ¢é o coeficiente de regularizagao.

e Conforme cresce o valor de A, maior ¢ a reducao da magnitude dos coeficientes

do modelo, até o limite em que 4 — oo, quando w; — 0.
e O parametro A controla, portanto, o trade-off entre a reducao do erro de

aproximacao e a limitagao da magnitude dos parametros.

¥ Frequentemente, o coeficiente w, ndo é levado em consideracio no célculo do termo de penalizagéo (||w||?), para
evitar que o resultado dependa da origem escolhida para o vetor desejado (HASTIE, TIBSHIRANI & FRIEDMAN, 2009). Assim, em
(25), estamos considerando que ||wl|? = Y&, w?.
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E possivel, também, reescrevermos o problema envolvido em ridge regression como
um problema de otimizagdo com restricdes. No caso, ha a imposicao de uma
restricao a norma Euclidiana do vetor de parametros:
minlel|? (26)
s.a. |lwll* < x,
onde y restringe a magnitude dos coeficientes e € inversamente proporcional ao
parametro A de (25).
Interessantemente, o funcional definido em (25) continua sendo quadratico com
respeito aos coeficientes do modelo. Logo, € possivel obter uma solucao em forma

fechada muito semelhante aquela baseada em pseudo-inversa:

w=(®Td + ') 1Ty, (27)
0 0 0
onde I’ = [Y : 1 O :
0 | 0 1
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Nota: mesmo que a matriz ® nao possua posto completo, a inversa em (27) sempre

existe por conta da adi¢ao do termo de regularizacao a diagonal principal.

Questao: Como determinar o valor 6timo de 1?

e Lembrando que se deseja maximizar a capacidade de generalizacao do modelo, é
preciso ter uma forma apropriada de estimar o erro de generalizacao do modelo
para cada valor atribuido a 4.

e Sugere-se aqui 0 uso de uma busca unidimensional (por exemplo, via segao

aurea), acompanhada de uma estratégia de validagao cruzada.
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Exemplo: regressao polinomial
e Considere novamente o cendrio descrito na Se¢ao 8.1. Vamos analisar o impacto

da regularizagao sobre o modelo polinomial de ordem M = 6.

0.68 T T T T T T T T T 0.68

* Dados de treinamento
Mapeamento verdadeiro H 0.66
* Dados de teste

Polinémio de ordem 6
Mapeamento verdadeiro | |

0.66 -

0.64 - 0.64
0.62% 0.62
0.6 0.6 [
>
0.58 0.58 -
0.56 - 0.56 [
0.54 - 0.54 +
0.52 | B 0.52
0'5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0-5 L L L L L L | | |
o 01 0z 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X
(a) Dados de treinamento e de teste (b) Mapeamento gerado pelo polindmio 6timo
Overfitting
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0.68 T T T T T T T T T 0.68

0.66 0.66
0.64 0.64 -
0.62 0.62

0.6 0.6
0.58 0.58 -
0.56 0.56
0.54 | 0.54 |
0.52 0.52

0.5 ' ' ' ' ' ' ' ' ' 05 : : : : : : : : :

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
(c) Mapeamento gerado pelo polindmio étimo (d) Mapeamento gerado pelo polindmio 6timo
comA=10""* comA=10"1

I

e A imposicao de uma penalidade proporcional a norma do vetor de coeficientes
deixou o modelo mais “rigido”, fazendo com que o mapeamento por ele gerado

nao se contorcesse tanto na tentativa de aproximar os dados de treinamento.
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Figura. Evolucao dos coeficientes w; do modelo em fungao do fator de regularizagao.
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Figura. Evolucao da norma do vetor de coeficientes w.
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Figura. Curvas de evolugao do erro de treinamento e do erro junto aos dados de teste em fungao do fator de
regularizagao.
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10.2. LASSO

A técnica denominada LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator)
trabalha com um termo de penalizacdo proporcional a norma L; do vetor de
parametros (HASTIE, TIBSHIRANI & FRIEDMAN, 2009):

minle]2 + Allwll, (28)
onde ||w||; = Xi_,|lw;| ex = 0T.
A vantagem do LASSO esta principalmente no fato de que multiplos elementos do
vetor w acabam sendo anulados, o que sugere a ocorréncia implicita de um processo
de selecdo de variaveis, e leva a modelos de aproximagao mais parcimoniosos.

Desvantagem: o problema em (28) nao admite solugao em forma fechada.

T Note mais uma vez o coeficiente w, ndo participa da norma envolvida na penalizagio. Na realidade, a solucio

para w, € o proprio valor médio da saida desejada.
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10.2.1. Interpretaciao geométrica

Na figura abaixo, temos as curvas de nivel do funcional de erro classico do
problema de regressdo linear (||e]|?), bem como as regides do espaco em que as
restricdes ||w||? < y (direita) e ||w||; < x (esquerda) sdo validas, considerando o caso

em que o vetor w possui dois parametros sujeitos a regularizagao.

V\

solucao

solucao —

Figura inspirada na interpretagao geomeétrica presente em HASTIE, TIBSHIRANI & FRIEDMAN (2009).
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A solugao para ambos os métodos corresponde ao primeiro ponto em que as curvas
de nivel elipticas do funcional de erro interceptam a regiao de factibilidade das
respectivas restrigoes.

e A existéncia de cantos nas curvas de nivel de [[w||; aumenta as chances de alguns

parametros assumirem o valor zero.

10.2.2. Interpretacao estatistica (Bayesiana)

As estratégias LASSO e ridge regression também podem ser vistas como casos

particulares de estimacao bayesiana dos parametros do modelo de regressao linear.

e LASSO: a distribui¢ao a priori considerada para o vetor de parametros é
Laplaciana.

e Ridge regression: a distribuicao a priori de w; € Gaussiana.
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0.8

0.7

Figura. Ilustracao das distribui¢des Gaussiana e Laplaciana com média nula e variancia unitaria.

10.3. Elastic net
Uma solucao intermedidria entre ridge regression e LASSO ¢€ a elastic net (ZOU &
HASTIE, 2005), na qual se faz uma combinagdo convexa entre as penaliza¢Oes

baseadas nas normas L, e L, do vetor de parametros.
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min|le||* + A{xllwll; + (1 = ©)llwl|z}, (29)
onde k € [0,1].
e A definicao dos coeficientes 1 e k pode ser feita por meio de uma busca visando
minimizar o erro junto a um conjunto de dados de validagao.
e As propostas anteriores de solugao para regressao linear podem ser obtidas
através da atribuicao de valores especificos para 4 e k:
» Quadrados minimos irrestrito: A = 0;
» Ridge Regression: A > 0ex = 0;
» LASSO: 4 >0ex=1.

» Elasticnet: A >0e 0 <k <1.
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11. Validacao cruzada e early stopping

Outra estratégia que auxilia na obtencao de um modelo com melhor capacidade de

generalizacao, denominada valida¢ao cruzada (CV, do inglés cross-validation),

consiste em dividir o conjunto de amostras para treinamento em dois:

e O primeiro conjunto sera efetivamente empregado no ajuste dos parametros do
modelo — conjunto de treinamento.

e O segundo conjunto sera utilizado para monitorar a capacidade de generalizacao
do modelo — conjunto de validagao.

Também é usual reservar uma porcao de dados para uma etapa de teste, aplicada

apos o modelo ja ter sido ajustado e validado — conjunto de teste.

Nota: deve-se assegurar que os conjuntos sejam suficientemente representativos do

mapeamento que se pretende aproximar.
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Tendo a disposi¢ao um conjunto de amostras separado para validagao, durante o

treinamento do modelo, monitora-se também o seu desempenho junto a estes dados

de validacao ao longo das iteragoes.

Premissa: observar o desempenho do modelo junto aos dados de validagao fornece

um indicativo antecipado de como ele se comportara quando exposto a amostras

nao vistas no treinamento. Em outras palavras, o desempenho de validagao ¢

interpretado como uma estimativa do erro de generalizacao.

e Assim, espera-se que minimizar o erro junto ao conjunto de validacao implique
em aumentar a capacidade de generalizacgao.

e Logo, espera-se que a configuracao do modelo que leva ao menor erro junto ao
conjunto de validagao, o qual nao € usado para o ajuste dos parametros, tenha o

melhor desempenho possivel junto a novas amostras.
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Comportamento “tipico” dos erros de treinamento e validacao:

- | | . ~
Erro A: I | Validacao
I I I
¢ I I
I I I
I I I
I
Efeito bias | :
Underfitting | | Variancia
: : Ouerfitting
I I
I I
: : Treinamento
I

Numero de iteracoes

Bias: o erro de treinamento tende a ser elevado, assim como o erro de validagao.

Variancia: embora o erro de treinamento seja baixo, o erro de validagao ¢ elevado

(GEMAN, BIENENSTOCK & DOURSAT, 1992).
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11.1. Early stopping

E uma abordagem de regularizacido empregada para tentar evitar o sobreajuste de
modelos adaptados com métodos iterativos, a qual recomenda que se interrompa o
treinamento quando o erro de validacao comecar a crescer de forma sistematica.
Existem diversas propostas na literatura para definir o critério de parada a ser
explorado no early stopping (PRECHELT, 1998; BISHOP, 2006).

e Uma estratégia simples consiste em interromper o treinamento quando o valor do
erro de validacao aumenta por P iteragOes sucessivas, sendo o parametro P
denominado paciéencia.

e Problema: nem sempre o erro de validagao apresenta um comportamento bem
definido, como aquele ilustrado na secao anterior. Como a curva do erro de

validagcao pode oscilar bastante e apresentar um comportamento pouco
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previsivel, nem sempre € pertinente desenvolver detectores automaticos de
minimos e encerrar o treinamento ali.

e Uma alternativa € permitir que o treinamento prossiga, mas armazenar 0s
parametros associados ao minimo erro de validacao, os quais serao considerados
como a solugao para o modelo ao final do treinamento.

Ponto de contato: early stopping também controla implicitamente a norma do vetor

~ WZ A
de parametros.

Wal / Reducao da norma

A -
>»

W1

Figura. Trajetoria do vetor de parametros do modelo até convergir para o ponto w* de minimo erro de
treinamento. O ponto wy,indica a configuragdo que atingiu o menor erro de validagao.
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11.2. Estratégias para validacao cruzada

As técnicas aqui apresentadas sao, também, formas de se realizar re-amostragem
(sampling) (ALPAYDIN, 2013) a partir de um conjunto limitado de dados, a fim de se
ter uma estimativa suficientemente precisa de propriedades estatisticas do modelo,

como o erro de generalizagao.

11.2.1. Holdout

Dividimos o conjunto de dados em p (%) para treinamento e (1-p) (%) para
validacao.

Treinamento Validacao

A A
r N A

70% 30%

Desvantagens: alguns dados disponiveis sempre serao usados no ajuste dos

parametros, enquanto outros nunca serao usados para este fim, pois compdoem o
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conjunto de validagao. Além disso, nao se tem qualquer indicativo sobre como o

modelo varia com diferentes dados de treinamento.

11.2.2. Amostragem aleatoria

Varias divisdes do conjunto de dados no perfil holdout sao feitas de forma
independente. Considera-se, entao, a média e o desvio padrao dos resultados

obtidos pelo modelo nos conjuntos de validagao.

11.2.3. Validac¢ao cruzada com k pastas

Uma técnica mais elaborada, denominada k-fold cross validation, consiste em dividir
o conjunto de amostras disponiveis para treinamento em k pastas e realizar k
treinamentos, cada um considerando k-1 pastas para o ajuste dos parametros e 1
pasta para a validacao. Com este procedimento, toda amostra disponivel vai

aparecer k—1 vezes no conjunto de treinamento e 1 vez no conjunto de validagao.
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e Repare que os k conjuntos de treinamento terdo composicao distinta, assim como
os k conjuntos de valida¢ao. O desempenho do modelo é tomado como a média
dos desempenhos nas k pastas de validacao.

Numero total de amostras

>

Validacao

Treinamento

Treinamento

Treinamento

Treinamento

Validacao

Treinamento

Treinamento

Treinamento

Treinamento

Validacao

Treinamento

Treinamento

Treinamento

Treinamento

Validacao

Figura. Esquema de divisao das amostras disponiveis para treinamento na abordagem de validacao cruzada
com k-pastas (k-fold cross-validation), com k = 4.

Procedimento:

e Particione o conjunto de dados em k folds (sem sobreposi¢ao) de mesmo tamanho.

e Paracadaj=1,...,k:

Tépico 3: Regressdo Linear Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP




» Ajuste os parametros do modelo considerando todos os dados, exceto
aqueles que pertencem ao j-ésimo fold.
» Compute as saidas estimadas do modelo para os dados do j-ésimo fold, e
calcule o erro de validacao.
e Ao final, o desempenho do modelo ¢ dado pela média dos erros de validacao
calculados para cada fold.
Comentarios:
e Estratificacdo: procura assegurar que as classes sejam representadas na mesma
proporcao que aquela exibida no conjunto completo dos dados quando os
subconjuntos (folds) sao formados.

e O casoem que k= N é conhecido como leave one out validation.
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11.2.4. Bootstrapping

Neste caso, criamos k conjuntos de treinamento fazendo uma amostragem com
reposicao dos dados disponiveis. Os dados nao-amostrados em cada realizacao
formam o respectivo conjunto de validacao. O resultado final do modelo é tomado
com base na média e no desvio padrao dos desempenhos nos conjuntos de

validacao.

11.2.5. Aplicacoes: selecao de modelos e de hiperparametros

Uma vez que a validagdo cruzada nos proporciona uma forma de inferir a
qualidade da generalizagao de um modelo, esta técnica também pode ser explorada
durante a escolha de valores para hiperparametros de um modelo, ou,

analogamente, para a selecao do modelo mais apropriado para o problema.
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Exemplo: regressao polinomial com holdout

0.3 | T T T

Treinamento
0.25 Validagéo

0.2

< 015

01

> Owerfitting

0.05

0 | |
0 5 10 15 20 25

Ordem do polinbmio

Figura. Curvas de evolugao do erro quadratico junto aos conjuntos de treinamento e validacao em fungao da
ordem do polindmio.
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0.01

0.009

Treinamento
Validagao

0.008

0.007

0.006

0.005

Jo(w)

0.004
0.003 .
0.002 .

0.001 | Melhor valor ,

0 Il Il 1 1
0 2 4 6 8 10 12

Ordem do polindmio

Figura. Curvas de evolugdo do erro quadratico junto aos conjuntos de treinamento e validagao em fungao da

ordem do polindmio, com destaque para a parte inicial.
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Questao: o uso de CV nao nos fornece automaticamente a configuragao “6tima” dos
parametros ajustaveis do modelo (e.g., os coeficientes da combinacao linear).
e No caso do k-fold CV, para cada conjunto de treinamento, um modelo com
parametros diferentes usualmente € obtido.
e Solucoes:
» Construir um ensemble dos k modelos (ou de um subconjunto deles
devidamente selecionado), desde que haja recursos computacionais para

tanto.

» Treinar o modelo usando todos os dados — ou seja, todas as amostras que
anteriormente foram empregadas para geracao dos folds —, explorando early
stopping e/ou regularizacao para evitar overfitting. Dai, o modelo estara

pronto para ser posto a prova com o conjunto de teste.
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12. Selecao de variaveis

Definic¢ao: € o processo de selecionar um subconjunto de atributos (ou varidveis) de
entrada mais relevantes ou mais informativos para uso no modelo (GUYON &
ELISSEEFF, 2003).

Este tipo de estratégia parte da premissa que os dados podem conter alguns
atributos que sao redundantes, ou até mesmo irrelevantes, para a realizagao da
tarefa (e.g., estimacao do preco de imoveis), os quais podem ser removidos sem que
isto implique uma perda significativa de informagao. Com efeito, o uso de métodos
de selecao de varidveis pode favorecer a capacidade de generalizacao de modelos,
evitando o overfitting.

Outros beneficios:

e Facilitar a visualizagao e a compreensao dos dados.
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e Minimizar o efeito da maldicao da dimensionalidade: menos amostras podem ser
suficientes para descrever o comportamento geral do mapeamento a ser
aproximado.

e Reduzir os custos envolvidos no armazenamento dos dados e no treinamento do
modelo.

Veremos neste topico duas das abordagens mais comuns de selecao de variaveis.

12.1. Filtros

Fazem a pré-selecao das variaveis de entrada sem considerar o modelo escolhido
para a tarefa. Através do calculo de alguma métrica de informacao entre cada
variavel de entrada e a saida desejada, faz-se a selecao daquelas que se mostram as
mais informativas, em numero pre-determinado ou considerando o perfil dos

valores observados para a métrica adotada.
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Exemplos de metricas utilizadas: correlacdo, correlacao nao-linear, informagao

mutua.

12.2. Wrappers

Os wrappers, por sua vez, recorrem ao modelo escolhido para realizar a tarefa,
utilizando o desempenho alcancado pelo modelo como indicativo da qualidade de
cada combinacao de variaveis de entrada.

Em outras palavras, cada subconjunto de variaveis em analise é efetivamente
utilizado para treinamento do modelo, sendo que o erro (médio) observado no
conjunto de validagao revela a sua relevancia.

Estratégias:

e Busca exaustiva: vidvel somente em situacdoes em que o numero de varidveis

candidatas ¢ bem reduzido.
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e Forward selection: estratégia gulosa (greedy) de construcao do subconjunto de
variaveis. Comec¢ando do conjunto vazio, uma nova varidvel de entrada é
acrescentada ao subconjunto 6timo em cada iteracdo do processo, a saber, a
variavel que faz com que o modelo atinja o menor erro de validagao naquela
iteracao.

» Opcao mais vidvel (menos custosa) quando o numero de atributos
candidatos € elevado.

» Pode, contudo, dar preferéncia a varidveis que isoladamente se mostram
boas, mas que nao fazem parte do subconjunto étimo.

Exemplo: K =5 variaveis candidatas
S(i) = {1,3} = subconjunto de variaveis ja escolhidas até a iteracao i.

C(i) = {2,4,5} - subconjunto de variaveis em analise.

Tépico 3: Regressdo Linear Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP



Nesta iteracao, sao formados os subconjuntos candidatos {1,2,3}, {1,3,4} e {1,3,5}
por meio da insercao de uma variavel de C(i) em S(i). Os trés subconjuntos sao,
entao, utilizados no treinamento do modelo e aquele que levar ao menor erro de
validagao sera definido como o conjunto S(i + 1). Por exemplo, S(i + 1) = {1,3,4},
indicando que a variavel 4 era a melhor opgao a ser incluida.

e Backward elimination: também € uma estratégia gulosa, mas que parte do conjunto
completo de varidveis de entrada e progressivamente escolhe uma para ser
descartada.

» Opcao mais custosa que forward selection, porém com um potencial maior de
identificar o subconjunto 6timo de variaveis pelo fato de iniciar a analise com
todas as variaveis presentes.

Exemplo: K =5 variaveis candidatas

S(i) = {1,2,3,4,5} = subconjunto de varidveis em analise.
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Cada varidvel de entrada ¢é retirada do conjunto de forma isolada, i.e., uma por
vez, dando origem aos subconjuntos candidatos {2,3,4,5}, {1,3,4,5}, {1,2,4,5},
{1,2,3,5} e {1,2,3,4}. Os cinco subconjuntos sdo, entao, utilizados no treinamento
do modelo e aquele que levar ao menor erro de validagao sera definido como o
conjunto S(i + 1). Por exemplo, S(i + 1) = {1,3,4,5}, indicando que a variadvel 2

era a melhor opgao a ser retirada.

Tépico 3: Regressdo Linear Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP




13. Referéncias bibliograficas

ALPAYDIN, E. Introduction to Machine Learning. MIT Press. 3 edition. 2014.

BATTITI, R. First- and Second-Order Methods for Learning: Between Steepest Descent and
Newton’s Method, Neural Computation, vol. 4, pp. 141-166, 1992.

BISHOP, C. M. Pattern Recognition and Machine Learning. Springer, 2006.

GEMAN, S., BIENENSTOCK, E., DOURSAT, R. Neural Networks and the Bias/Variance Dilemma.
Neural Computation, vol. 4, no. 1, pp. 1-58, 1992.

GIROS], F., JONES, M., POGGIO, T. Regularization Theory and Neural Networks Architectures.
Neural Computation, vol. 7, no. 2, pp. 219-269, 1995.

GUYON, I, ELISSEEFF, A. An Introduction to Variable and Feature Selection. Journal of Machine
Learning Research, vol. 3, pp. 1157-1182, 2003.

HASTIE, T., TIBSHIRANI, R., FRIEDMAN, J. The Elements of Statistical Learning: Data Mining,
Inference and Prediction. Springer. 2"d edition, 2006.

HAYKIN, S. Adaptive Filter Theory. Pearson, 5% edition, 2013.
HAYKIN, S. Neural Networks and Learning Machines. Prentice Hall, 3+ edition, 2008.

HUANG, G.-B., ZHU, Q.-Y., SIEW, C.-K. Extreme Learning Machine: Theory and Applications.
Neurocomputing, vol. 70, pp. 489-501, 2006.

Tépico 3: Regressdo Linear Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP



HUsH, D.R. Learning from Examples: From Theory to Practice. Tutorial at the IEEE
International Conference on Neural Networks, 1997.

LUENBERGER, D.G. Linear and Nonlinear Programming. 2nd edition, Addison-Wesley
Publishing Company, 1984.

MATHEWS, V. ]J. Adaptive Polynomial Filters. IEEE Signal Processing Magazine, vol. 8, pp. 10-26,
1991.

PRECHELT, L. Automatic Early Stopping Using Cross Validation: Quantifying the Criteria,
Neural Networks, vol. 11, no. 4, pp. 761-767, 1998.

TIKHONOV, A. N. Solution of Incorrectly Formulated Problems and the Regularization Method.
Soviet Math. Dokl., vol. 4, pp. 1035-1038, 1963.

VAN DER SMAGT, P.P. Minimization Methods for Training Feedforward Neural Networks,
Neural Networks, vol. 7, no. 1, pp. 1-11, 1994.

Z0U, H., HASTIE, T. Regularization and variable selection via the elastic net. Journal of the Royal
Statistical Society B, vol. 67, pp. 301-320, 2005.

Tépico 3: Regressdo Linear Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP




