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1 Escalar 
• Uma variável que assume valores no eixo dos números reais é denominada 

escalar. Os escalares são descritos por letras minúsculas do alfabeto romano 

expressas em itálico, ou do alfabeto grego. O conjunto de todos os escalares reais 

é representado por  ou 1. 

• O módulo de um escalar real x é dado na forma: 









0  se    

0  se       

xx

xx
x  

2 Vetor 

• Um arranjo ordenado de n escalares xi   (i=1,2,...,n) é denominado vetor de 

dimensão n. Os vetores são descritos por letras minúsculas do alfabeto romano 

expressas em negrito, e assumem a forma de vetores-coluna ou vetores-linha. 

Neste estudo, todos os vetores são representados por vetores-coluna, na forma: 
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



















nx

x

x


2

1

x     ou     Tnxxx 21x . 

• O conjunto de todos os vetores de dimensão n com elementos reais é representado 

por n. Diz-se então que x  n. 

• Um escalar é um vetor de dimensão 1. 

• Vetor 0n: é o vetor nulo de dimensão n, com todos os elementos iguais a zero. O 

subscrito n é suprimido quando não há margem à dúvida. 

• Vetor 1n: é o vetor de dimensão n com todos os elementos iguais a 1. 

• Vetor ei: é o vetor normal unitário de dimensão n (a dimensão deve ser indicada 

pelo contexto) com todos os elementos iguais a 0, exceto o i-ésimo elemento que é 

igual a 1. Neste caso, 1  i  n. 



IA353 – Prof. Fernando J. Von Zuben & Levy Boccato 

DCA/FEEC/Unicamp 

Tópico 3  Fundamentos Básicos de Álgebra Linear e Otimização 5 

3 Matriz 

• Um arranjo ordenado de mn escalares xij (i=1,2,...,m; j=1,2,...,n) é denominado 

matriz de dimensão mn. As matrizes são descritas por letras maiúsculas do 

alfabeto romano expressas em itálico, e assumem a forma: 





















mnmm

n

n

xxx

xxx

xxx

X









21

22221

11211

. 

• O conjunto de todas as matrizes mn com elementos reais é representado por 

m  n ou mn. Diz-se então que X  mn. 

• Um vetor é uma matriz com um número unitário de linhas e/ou colunas. 

• As colunas da matriz X são vetores-coluna descritos por 





















mj

j

j

j

x

x

x


2

1

x , j=1,...,n. 
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• As linhas da matriz X são vetores-linha descritos por  
iniii xxx 21)( x , 

i=1,...,m. 

• Para matrizes X e Y de dimensões apropriadas tal que o produto XY exista, vale a 

seguinte relação:   TTT
XYXY  . 

• Matrizes especiais: matriz identidade, matriz triangular, matriz esparsa. 

4 Conjuntos e operações com conjuntos 

• Um conjunto pode ser definido como uma agregação de objetos. Os conjuntos são 

descritos por letras maiúsculas do alfabeto romano expressas em itálico. Por 

conveniência de notação, alguns conjuntos especiais são descritos por símbolos 

específicos. Exemplos: 

• : Conjunto dos números naturais 

• : Conjunto dos números reais 

• C: Conjunto dos números complexos 
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• O estado lógico ou associação de um elemento x a um conjunto X qualquer é 

representado por 

x  X: x pertence a X 

x  X: x não pertence a X 

• Um conjunto pode ser especificado listando-se seus elementos entre colchetes 

},...,,{ 21 nX xxx  

ou evidenciando uma ou mais propriedades comuns aos seus elementos 

X2 = {x  X1 tal que P(x) é verdade}  ou X2 = {x  X1: P(x)} 

• As principais operações entre conjuntos são: 

 União:  2121  ou  : XXXX  xxx ; 

 Interseção:  2121   e   : XXXX  xxx ; 

•  21 XX  (conjunto vazio) se X1 e X2 são conjuntos disjuntos. 
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• O complemento de um conjunto X é representado por X  e é definido na forma: 

 XX  xx  : . 

• S é um subconjunto de X, se x  S implica x  X. Neste caso, diz-se que S está 

contido em X (S  X) ou que X contém S (X  S). Se S  X e S não é igual a X, 

então S é um subconjunto próprio de X. 

4.1 Conjuntos especiais de números reais 

• Se a e b são números reais (a,b  ), define-se: 

   

   

   

   bxaxba

bxaxba

bxaxba

bxaxba









 :,

 :,

 :,

 :,

 

• Se X é um conjunto de números reais, então o menor limitante superior de X, dado 

por 



IA353 – Prof. Fernando J. Von Zuben & Levy Boccato 

DCA/FEEC/Unicamp 

Tópico 3  Fundamentos Básicos de Álgebra Linear e Otimização 9 

 Xxxxx
Xx




 :supsup , 

é o supremo de X, e o maior limitante inferior de X, dado por 

 Xxxxx
Xx




 :infinf , 

é o ínfimo de X. Se x  = + então X não é limitado superiormente. De forma 

análoga, se x  =  então X não é limitado inferiormente. 

 

5 Espaço Vetorial Linear 

• Um espaço vetorial X, associado a um campo F, consiste de um conjunto de 

elementos (vetores) sobre os quais estão definidas 2 operações: 

1. Adição (X  X  X): (x + y)  X,  x, y  X; 

2. Multiplicação por escalar (F  X  X): (x)  X,  x  X e   F. 
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5.1 Axiomas 

• x + y = y + x (propriedade comutativa) 

• a)associativ de(proprieda 
)()(

)()(









xx

zyxzyx
 

• va)distributi de(proprieda 
)(

)(









xxx

yxyx
 

• x + 0 = x (vetor nulo) 

• 1x = x (elemento neutro) 

5.2 Propriedades adicionais 

• 0x = 0 

• 0 = 0 

• x + y= x+ z  y = z 
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• x = y,   0  x = y 

• x = x, x  0   =  

• va)distributi de(proprieda 
)(

)(









xxx

yxyx
 

5.3 Exemplos de espaços vetoriais lineares 

• Considere o campo F como sendo o conjunto dos números reais (): 

1. Conjunto dos números reais: X   

2. Conjunto dos vetores n-dimensionais, com elementos reais: X  n 

3. Conjunto das matrizes m  n com elementos reais: X  m  n ou X  mn 

5.4 Produto cartesiano 

• O produto cartesiano de dois espaços vetoriais X e Y (os dois espaços vetoriais 

devem estar associados ao mesmo campo) é dado por X  Y e é definido como o 

conjunto de pares ordenados (x,y), com x  X e y  Y. As operações de adição e 

multiplicação são definidas na forma: 
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➢      21212211 ,,, yyxxyxyx   

➢    yxyx  ,,  

• Por convenção,    
 vezesn

n XXXX   

5.5 Subespaço vetorial linear 

• Um subconjunto não-vazio S de um espaço vetorial linear X é um subespaço de X 

se S yx  sempre que x e y  S. 

• Dito de outra forma, seja (X,F) um espaço vetorial linear e S um subconjunto de 

X. Diz-se então que (S,F) é um subespaço vetorial de (X,F) se S forma um espaço 

vetorial sobre F através das mesmas operações definidas sobre (X,F). 

• Exemplos: 1. S  {0} 

   2. S  n é subespaço de X  Cn 

• Se M e N são subespaços de X, então M  N   também é um subespaço de X. 
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• Todo espaço é um subespaço de si mesmo. 

• Subespaço próprio é um subespaço que não é igual ao espaço inteiro. 

5.6 Conjuntos convexos 

• Um conjunto X de elementos de um espaço vetorial é convexo se, dados x1, x2  X 

quaisquer, todos os pontos x1 + (1)x2, com   [0,1], pertencem a X. 

 

 

 

 

 

Convexo      Não-Convexo 

• Exemplos: 

1. Normalmente, (sub-)espaços vetoriais lineares são convexos. 

X 

x1 

x2 

X 

x2 

x1 
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2. O conjunto vazio  é convexo, por definição. 

3. Dados X e Y convexos, então X  Y é convexo. 

5.7 Combinação linear e combinação convexa 

• Seja S = {x1, x2, ..., xn} um conjunto de vetores de um espaço vetorial linear 

(X,). Combinações lineares de elementos de S são formadas através de 

nnaaa xxx  2211 , 

onde a1, a2, ..., an  . 

• Se os escalares a1, a2, ..., an   são tais que ai  0 (i=1,2,...,n) e 1
1

 

n

i ia , então 

a combinação linear é chamada combinação convexa dos elementos 

x1, x2, ..., xn  X. 

• Combinação cônica: ai  0 (i=1,2,...,n) e  

n

i ia
1

 qualquer 

• Combinação afim: ai (i=1,2,...,n) quaisquer e 1
1

 

n

i ia  
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5.8 Dependência linear e dimensão de um espaço vetorial 

• Considere {x1, x2, ..., xn} um conjunto de vetores pertencentes a X. O conjunto 

S  [x1, x2, ..., xn], chamado subespaço gerado pelos vetores {x1, x2, ..., xn}, 

consiste de todos os vetores em X escritos como combinação linear de vetores em 

{x1, x2, ..., xn}. Neste caso, S é um subespaço vetorial de X. 

• Um vetor x é linearmente dependente em relação a um conjunto de vetores 

{x1, x2, ..., xn} se x  S  [x1, x2, ..., xn]. 

• Um vetor x é linearmente independente em relação a um conjunto de vetores 

{x1, x2, ..., xn} se x  S  [x1, x2, ..., xn]. 

• Um conjunto de vetores {x1, x2, ..., xn} é linearmente independente se e somente 

se 0
1




n

i
iia x  implica ai = 0, i=1,...,n. 

• Um conjunto de vetores linearmente independentes {x1, x2, ..., xn} forma uma base 

para X se X  [x1, x2, ..., xn]. 

• Neste caso, diz-se que X tem dimensão n. Se n é finito, então X é um espaço 

vetorial de dimensão finita. 
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• Toda base de um espaço vetorial é maximal, no sentido de perder a independência 

com a inserção de qualquer outro vetor, e é também minimal, no sentido de não 

poder gerar o espaço com menos vetores que aqueles que compõem a base. 

5.9 Produto externo 

• O produto externo entre dois vetores x  n e y  m é uma matriz de dimensão 

n  m de posto unitário (veja Seção 6.3). Sendo  Tnxxx 21x  e 

 Tmyyy 21y , o produto externo assume a forma: 





















mnn

m

T

yxyx

yxyx

yxyxyx









1

2212

12111

xy  

• Em contraste com o caso do produto interno, os vetores x e y podem ter 

dimensões distintas. 



IA353 – Prof. Fernando J. Von Zuben & Levy Boccato 

DCA/FEEC/Unicamp 

Tópico 3  Fundamentos Básicos de Álgebra Linear e Otimização 17 

• Mesmo quando as dimensões são as mesmas, ou seja, n = m, a matriz quadrada 

resultante pode não ser simétrica. 

5.10 Produto interno 

• Considere x,y  X e   . O produto interno x,y é um número real que 

satisfaz: 

➢ x,y = y,x 

➢ x+y,z = x,z + y,z 

➢ x,y = x,y 

➢ x,x  0  x  X, e x,x = 0  x = 0 

• Para X  n e x,y  X, tem-se que  Tnxxx 21x  e 

 Tnyyy 21y , e o produto interno assume a forma: 

yxyx
T

n

i
ii yx 

1

,  
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5.11 Norma, semi-norma e quase-norma 

• As definições até agora apresentadas permitem relacionar propriedades algébricas. 

Introduzindo-se a noção de norma (medida de distância), podemos então tratar 

propriedades topológicas, como continuidade e convergência. 

• Norma é uma função   que associa a cada elemento x  X um número real x , 

obedecendo os seguintes axiomas: 

1. 0xxxx  0;,0 X ; 

2. X yxyxyx ,,  (desigualdade triangular); 

3.   ,, Xxxx . 

• Toda vez que se associa uma norma a um espaço vetorial (sendo que a este espaço 

já está associado um campo), diz-se que se tem um espaço vetorial normado. 

• Uma semi-norma satisfaz todas as propriedades de norma, com exceção do 

primeiro axioma. Para X  n, o subespaço linear X0  n, cujos elementos 

obedecem x  = 0, é denominado espaço nulo da semi-norma. 



IA353 – Prof. Fernando J. Von Zuben & Levy Boccato 

DCA/FEEC/Unicamp 

Tópico 3  Fundamentos Básicos de Álgebra Linear e Otimização 19 

• Uma quase-norma satisfaz todas as propriedades de norma, com exceção do 

segundo axioma (desigualdade triangular), o qual assume a forma: 

   bXb   com  ,,  , yxyxyx . 

• Exemplos de normas e relações entre normas:   X  n 

 

pn

i

p

ip
x

1

1









 



x , p  1 é um número real. 

 
212

xxx n  

 


 xxx n
2

 

 


 xxx n
1

. 

 2

1

,xx  é a conhecida norma euclidiana, pois 2

12

1

1

2

2
,xxx 








 



n

i
ix . 

 Relação entre produto interno e norma euclidiana (desigualdade de Cauchy-

Schwartz-Buniakowsky): 
22

2
,,,, yxyxyyxxyx   
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1
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i
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ip
x

1

1
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






 



x  

 

p = 1  



n

i
ix

1
1

x  

 

p = 2  



n

i
ix

1

2

2
x  

 

p = +  i
i

xmax


x  
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5.12 Ângulo entre dois vetores 

• Para qualquer inteiro n  2, dados dois vetores x,y  X  n, x,y  0, o cosseno 

do ângulo  formado pelos vetores x e y é dado na forma: 

 
22

cos
yx

yx




T

 , 

que leva à desigualdade de Schwarz: 

22
yxyx T

. 

• O ângulo entre dois vetores também está presente na fórmula trigonométrica: 

 cos2
22

2

2

2

2

2

2
yyxyx x . 

5.13 Ortogonalidade e ortonormalidade entre dois vetores 

• Se   0cos  , isto implica que 0,  yxyx
T . Então diz-se que x e y são 

ortogonais entre si, condição representada na forma: yx . 

• Além disso, se x,x = y,y = 1, então os vetores x, y  X  n são ortonormais 

entre si. 
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5.14 Espaços ortogonais 

• Um vetor x é ortogonal a um espaço vetorial Y se for ortogonal a todos os vetores 

pertencentes a Y, condição representada na forma: Yx . 

• Os espaços vetoriais X e Y são ortogonais entre si se cada vetor pertence a X for 

ortogonal a todos os vetores pertencentes a Y, condição representada na forma: 

YX  . 

5.15 Projeção de um vetor em uma determinada direção 

• Dado um espaço vetorial linear X, seja y  X um vetor que fornece uma 

determinada direção. A projeção de qualquer vetor x  X na direção de y é dada 

na forma: 

y
yy

yx

yy

y

yy

yx
xy 

T

T

2/12/1
,,

,
)(proj  
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5.16 Vetores ortonormais gerados a partir de vetores linearmente 

independentes 

• Apesar de todo conjunto de vetores ortonormais não-nulos ser linearmente 

independente, nem todo conjunto de vetores linearmente independentes é 

ortonormal, mas pode passar por um processo de ortonormalização, como segue. 

• Dado um conjunto de m vetores n-dimensionais (m  n) linearmente 

independentes {x1, x2, ..., xm}, é sempre possível estabelecer uma combinação 

linear adequada destes vetores que produza m vetores n-dimensionais mutuamente 

ortogonais {u1, u2, ..., um} que geram o mesmo espaço. Além disso, se os vetores 

ui (i=1, ..., m) apresentarem norma unitária, eles são mutuamente ortonormais. 

• Um conjunto de vetores ortonormais {u1, u2, ..., um} pode ser obtido a partir de 

um conjunto de vetores linearmente independentes {x1, x2, ..., xm} através do 

processo de ortogonalização de Gram-Schmidt, o qual é dividido em duas etapas: 
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Etapa (1) 11 xy   

   j

i

j jj

ji

ii y
yy

yx
xy  





1

1 ,

,
,  i = 2, ..., m 

Etapa (2) 
2/1

, ii

i
i

yy

y
u  ,  i = 1, ..., m 

• Com isso, resulta: 

   u1 = a11x1 

   u2 = a21x1 + a22x2 

   u3 = a31x1 + a32x2 + a33x3 

         

onde aii > 0 (i=1,...,m). Certamente existem outros processos de ortonormalização 

mais gerais, que não impõem qualquer tipo de restrição aos coeficientes aij (i  j; 

i,j=1,...,m). 
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6 Transformações e funcionais 

• Sejam X e Y espaços vetoriais lineares, e seja D um subconjunto de X. A regra que 

associa cada elemento x  D  X a um elemento y  Y é chamada de 

transformação de X para Y com domínio D. Notação: T: D  X  Y. 

• y = T(x) é a imagem de x sob a transformação T(). 

• A coleção de vetores y  Y para os quais existe um x  D tal que y = T(x) é 

chamada de range de T. 

6.1 Transformações lineares 

• Uma transformação T: X  Y é linear se,  x,y  D  X e  ,  , é válida a 

seguinte equação: 

     yxyx TTT   . 
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6.2 Operadores lineares 

• São as transformações que podem ser descritas por formas matriciais, de modo 

que D  X. Um operador linear, que mapeia vetores do n no m, pode ser 

descrito por uma matriz A  m  n, ou A  mn, tal que 

y = Ax,   x  n  e  y  m. 

• A norma de um operador linear A  mn é dada na forma: 

x

x

0x

A
A


 max ,   com x  n. 

• O range de um operador linear A  mn é dado na forma: 

 nm AA  xxyy  algumpara  ,:)(  

correspondendo, portanto, ao espaço gerado pelas colunas de A. 

• O espaço nulo de um operador linear A  mn é dado na forma: 

 0xx  AA n :)(  
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• (A) e (A) são subespaços de m e n, respectivamente. 

•  )(dim A  +  )(dim A  = n 

• (A)  (AT) no n    e    (AT)  (A) no m 

6.3 Posto de uma matriz 

• O posto de uma matriz A  mn é dado pelo número de colunas (ou linhas) LI, de 

modo que posto(A)  min(m,n). 

• Se posto(A) = min(m,n), então diz-se que a matriz tem posto completo. 

• Uma matriz quadrada de posto completo é inversível (inversão de matrizes será 

discutida mais adiante). 

• posto(A) =  )(dim A  

• posto(A) = posto(AT) = posto(ATA) = posto(AAT) 

• A matriz resultante do produto de duas matrizes quaisquer nunca vai ter um posto 

maior que o menor posto das matrizes que participam do produto. 
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6.4 Propriedades associadas ao produto de uma matriz por um vetor 

• Quando se multiplica um vetor por um escalar não-nulo, a direção do vetor não se 

altera, sendo que apenas seu módulo é passível de alteração. 

• Por outro lado, quando se multiplica um vetor por uma matriz, e aqui vamos nos 

restringir a matrizes quadradas, é possível promover rotação e variação de módulo 

no vetor. De fato, não sendo o vetor nulo, sempre existe uma matriz quadrada que 

mapeia qualquer vetor para qualquer outro vetor do mesmo espaço vetorial. 

• Fixada a matriz e variando o vetor, no produto entre uma matriz quadrada e um 

vetor, existem vetores que uma dada matriz não consegue rotacionar, promovendo 

apenas escalamento do vetor. Esses vetores são os autovetores da matriz e o 

escalamento é dado pelo correspondente autovalor. 

• Agora, permitindo que a matriz seja retangular, há duas interpretações importantes 

para o produto entre uma matriz e um vetor, acerca do vetor resultante: 
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1. O resultado do produto pertence ao espaço gerado pelas colunas da matriz, 

justamente por ser dado por uma combinação linear das colunas da matriz, 

como segue: 




















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




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

















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






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








mn

n

n

n
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n

a

a

a

x

a

a

a

x

a

a

a

x

x

x

x

aaa
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A













2

1

2

22

12

2

1

21

11

1
2

1

21

22221

11211

x  

2. O resultado do produto também pode ser interpretado como um vetor 

formado pelos produtos internos entre cada linha da matriz e o vetor, 

produzindo: 





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


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


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T
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T
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A
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
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 onde  Tiniii xaa 21a . 
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6.5 Operações entre matrizes 

• Para que exista o produto entre matrizes, é necessário que o número de colunas da 

matriz à esquerda coincida com o número de linhas da matriz à direita do produto. 

• A soma só pode ocorrer entre matrizes de mesma dimensão. 

• A multiplicação entre matrizes é associativa:    BCACAB  . 

• A multiplicação entre matrizes geralmente não é comutativa, mesmo que ambos 

os produtos existam, ou seja, BAAB  , embora possa ocorrer BAAB   para pares 

específicos de matrizes. 

• A soma é distributiva:   ACABCBA    e    CDBDDCB  . 

• O produto entre matrizes triangulares inferiores é uma matriz triangular inferior. 

• Uma matriz quadrada A  nn é dita ser idempotente se AAAAA
r

r  
 vezes

... , 

para qualquer potência inteira r  1. 

• Se A é idempotente, então I  A também será. 
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6.6 Definições adicionais para matrizes 

Cofator 

• Dada uma matriz A de dimensão nn, o cofator do elemento aij (i,j=1,2,...,n) é 

dado na forma: 

  ij
ji

ij mc


 1 , 

onde mij é o determinante da matriz formada eliminando-se a i-ésima linha e a j-

ésima coluna da matriz A. 

Determinante 

• Dada uma matriz A de dimensão nn, o determinante de A é dado na forma: 

 


















ica

jca

AA
n

j ijij

n

i ijij

qualquer para  ,

ou

qualquer para  ,

det

1

1

 

onde cij é o cofator do elemento aij. 
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• O que se está fazendo é particionar a obtenção do determinante numa soma de 

determinantes mais simples, na forma: 

 

• Se B é uma matriz obtida de A pela troca de duas de suas colunas, então 

det(B) = det(A). 

• Seja ][ 1 njA aaa   (1  j  n). O determinante de A possui as 

seguintes propriedades: 

 Invariância: det ][ 1 nj aaa   = det ][ 1 nkj aaaa   , 

j  k, 1 j,k n; 

 Homogeneidade: det ][ 1 njb aaa   = b.det ][ 1 nj aaa   
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Traço 

• Dada uma matriz A de dimensão nn, o traço de A, representado por tr(A), é a 

soma dos elementos da diagonal de A, ou seja: 

  



n

i
iiaA

1

tr  

Adjunta 

• Dada uma matriz A de dimensão nn, a adjunta de A, representada por adj(A), é 

dada na forma: 

adj(A) = { ija } 

onde ija  = cji, o cofator do elemento aji. 

• São válidas as seguintes igualdades: 
   

   
 
 A

A
A

IAAA

IAAA

det

adj

.det = .adj

.det = .adj 1 


   

• Se 









dc

ba
A  então resulta: 
















ac

bd

cbad
A

11 . 
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6.7 Propriedades adicionais do determinante de uma matriz 

• Lembrando que o determinante só se aplica a matrizes quadradas, o determinante 

de uma matriz quadrada é dado pelo produto de seus autovalores. 

• O determinante é igual ao volume do hipercubo cujos vértices são as linhas da 

matriz. A figura a seguir, extraída de STRANG (2000), ilustra isso para uma matriz 

A  33. 
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• As colunas produzem um outro hipercubo, com o mesmo volume, pois 

   TAA detdet  . 

• Para matrizes A e B quadradas e de mesma dimensão, vale a propriedade: 

     BAAB detdetdet  . 

• Para matrizes A e B retangulares e de mesma dimensão n×m, onde n pode ser 

igual, maior ou menor que m, vale a propriedade: 

   BAIABI T
m

T
n  detdet  

6.8 Propriedades adicionais do traço de uma matriz 

• Lembrando que o traço só se aplica a matrizes quadradas, o traço de uma matriz 

quadrada é dado pela soma de seus autovalores. 

• Para matrizes A e B quadradas e de mesma dimensão, vale a propriedade: 

   BAAB TrTr  . 
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• Para matrizes A, B e C quadradas e de mesma dimensão, vale a chamada 

propriedade cíclica do traço: 

     BCACABABC TrTrTr  . 

• Cálculo diferencial aplicado a traço: 

  ji

ij

BAB
A





Tr  

onde ijA  é o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz A e jiB  é o 

elemento da j-ésima linha e i-ésima coluna da matriz B. Esta propriedade pode ser 

estendida para: 

  TBAB
A





Tr . 

• Seguem algumas extensões do mesmo resultado: 

  BBA
A

T 



Tr     IA

A





Tr      TT BBAABA

A





Tr  
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6.9 Matrizes singulares e não-singulares 

• Uma matriz A de dimensão nn é dita ser singular quando   0)(dim  A , ou seja, 

quando det(A) = 0. 

• A  nn é não-singular se e somente se   0)(dim  A . 

• Como    AAA det/adj1  , A admite inversa se e somente se det(A)  0, ou seja, 

quando A é não-singular. 

6.10 Autovalores e autovetores 

• Seja uma matriz A de dimensão nn. Diz-se que um escalar   C (conjunto dos 

números complexos) é um autovalor de A se existe um vetor não-nulo x  Cn, 

chamado de autovetor associado a , tal que 

Ax = x. 

• Ax = x pode ser reescrito como (I  A)x = 0; 
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•  x  Cn, x  0 tal que (I  A)x = 0 se e somente se   0det  AI ; 

•    AI 


det  é o polinômio característico de A; 

• Como o grau de () é n, a matriz A possui n autovalores não necessariamente 

distintos. 

• Como já mencionado, o traço de uma matriz A de dimensão nn é a soma de seus 

autovalores, assim como o determinante é o produto de seus autovalores. 

• O posto de uma matriz simétrica é igual ao número de autovalores não-nulos. 

6.11 Formas Quadráticas 

Definição: Para qualquer ny  e 
nnTAA  , yyy AQ T

A )(  é uma forma 

quadrática associada a A. 

Propriedades: 

• yy AQA 2)(            • AQA 2)(2  y  

• A e QA são chamadas de: 
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➢ Semidefinida positiva se  nT
A AQ  yyyy ,0)( . 

➢ Definida positiva se  0yyyyy  ,,0)( nT
A AQ . 

➢ Semidefinida negativa se  nT
A AQ  yyyy ,0)( . 

➢ Definida negativa se  0yyyyy  ,,0)( nT
A AQ . 

6.11.1 Cálculo diferencial aplicado a formas quadráticas 

Dados nx , ny  e nnA  : 

•   xxy
y

AAT 



 

•     yyx
x

xy
x

yxxy
TTTTTTT AAAAA 









  

•   xxxx
x

AAA TT 



 

• Para AAT  ,   xxx
x

AAT 2



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6.11.2 Normas ponderadas e a medida de distância de Mahalanobis 

• Já foi apresentada a relação existente entre norma e produto interno. Com a 

introdução de formas quadráticas, é possível recorrer ao conceito de norma 

ponderada. 

• Sejam x,y  n, então é possível expressar a distância ponderada entre x e y por: 

yxyxyxyxyxyx 


TT 2)()(),(
22

 

onde    nn é uma matriz simétrica e semidefinida positiva, geralmente sendo 

uma matriz diagonal que pondera diferentemente cada coordenada. 

• Para   = I, resulta a norma euclidiana. 

• Quando os elementos de x e y são variáveis aleatórias geradas a partir de uma 

distribuição normal, e sabendo haver uma dependência estatística entre os 

elementos de x e y, então tomando a matriz   como sendo a inversa da matriz de 

covariância entre x e y resulta a medida de distância de Mahalanobis. 
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6.12 Matrizes simétricas: positividade e autovalores 

• Uma matriz quadrada A  nn é dita ser simétrica se AAT   (nn  ou  Cnn). 

• Se a matriz quadrada é tal que A  Cnn, então ela será hermitiana se   AA
T
* , 

ou seja, se A for idêntica ao transposto de seu complexo conjugado. 

• Matrizes simétricas só admitem autovalores reais. 

• Autovetores associados a autovalores distintos de uma matriz simétrica com 

elementos reais (A  nn) são ortogonais. 

• Mesmo que os autovalores não sejam distintos, é possível obter autovetores 

ortogonais para matrizes simétricas A  n  n. Sendo assim, dados os 

autovetores ortogonais v1, ..., vn, é possível construir a matriz T abaixo: 











n

nT
v

v

v

v

v

v


2

2

1

1 , onde 
2
 . 

• A matriz T é ortogonal, pois TTT 1 , como pode ser verificado a seguir: 
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nn

n

n

n

T
n

T

T ITT 
















































10

01

1

1
1

1








v

v

v

v

v

v

v

v

 

• Com a matriz T, é possível obter uma matriz diagonal a partir da matriz A, tendo 

os autovalores de A na diagonal, como a seguir: 

1. Da definição de autovalores, tem-se: Avi = ivi, i=1,...,n. 

2. 






















































 




















T

AA
AAT

n
n

n

n

nn

n

n

n

n











0

01

1

1

1

11

1

1

1

1

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

 

3. 















T

T

TTTTA

ATTATT
TAT

1

1
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• Este resultado é muito útil no caso da matriz A estar presente em formas 

quadráticas: 

  )()( xxxxxxx
TTTTTT

A TTTTAQ   

• Fazendo yxxy TT T  , resulta: 

22
22

2
11)( nn

T

TAQ yyyyyx
yx




  

• Como a matriz T tem posto completo, então y  n pode ser qualquer. Logo: 

➢ A > 0  i > 0 para i=1,...,n 

➢ A  0  i  0 para i=1,...,n 

➢ A < 0  i < 0 para i=1,...,n 

➢ A  0  i  0 para i=1,...,n 

• Para diagonalizar uma certa matriz é preciso que existam autovetores suficientes, 

da mesma forma que para inverter uma matriz é preciso que existam autovalores 

não-nulos suficientes. 
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• Se A  nn é uma matriz simétrica definida positiva, então são condições 

equivalentes: 

➢ A é definida positiva; 

➢ A1 é definida positiva; 

➢ Todos os autovalores de A são reais positivos; 

➢ 0yyyy  ,,0 nT A ; 

➢ É possível decompor A na forma: A = BTB, com B não-singular; 

➢ det(Ak) > 0, k=1,...,n, onde Ak é a k-ésima sub-matriz principal líder. 

• Se ocorrer i > 0 e j < 0 para i  j e i,j  {1,...,n}, então a matriz é dita ser 

indefinida. 

• Se A  nn é uma matriz simétrica com autovalores 1, 2, ..., n, então a matriz 

A + In terá como autovalores 1+, 2+, ..., n+, e os autovetores de A e de 

A + In serão os mesmos. 
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• Sendo assim, é possível “corrigir” os autovalores de uma matriz simétrica 

indefinida ou singular, sem alterar seus autovetores, deixando a matriz definida 

positiva ou definida negativa, na forma: 

 

 














negativadefinida  matriza deixar para   ,max

positivadefinida  matriza deixar para   ,min

,...,1

,...,1

i
ni

i
ni

 

• Seja uma matriz A de dimensão n  m (A  nm) e uma matriz B de dimensão 

m  n (B  mn). Então, os autovalores não-nulos de AB e BA são os mesmos e 

têm as mesmas multiplicidades. Além disso, se x é um autovetor de AB para 

algum autovalor   0, então y = Bx é um autovetor de BA. Isto implica que AAT e 

ATA têm os mesmos autovalores não-nulos e todos são não-negativos. 
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6.13 A inversa de uma matriz 

• A inversa de uma matriz A  nn é uma matriz M  nn tal que 

IMAAM   

• A notação adotada para a matriz M é: 1 AM . 

• Para que uma matriz seja inversível, ela tem que ser quadrada e não-singular. 

• Valem as seguintes propriedades: 

✓     11   TT
AA ; 

✓   111 
 ABAB , considerando que A e B têm inversa. 

6.14 O lema de inversão de matrizes 

• Considere que A e C são matrizes quadradas arbitrárias para as quais existe a 

inversa, e B é uma terceira matriz tal que BCBT tem a mesma dimensão de A. 

Então o chamado lema de inversão de matrizes é dado na forma: 
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    ABCABBABABCBA TTT 1111   . 

• Quando a matriz C tem dimensões bem menores que a matriz A, fica bastante 

favorecido o uso da expressão do lado direito da igualdade. 

• Formas mais gerais (e com algumas trocas coerentes de sinal) para o lema de 

inversão de matrizes são encontradas na literatura, tais como: 

    1111111   CABCADBAACBDA . 

• Mais detalhes sobre lemas de inversão podem ser obtidos em: 

Henderson, H.V. & Searle, S.R. “On Deriving the Inverse of a Sum of Matrices”, 

SIAM Review, vol. 23, no. 1, pp. 53-60, 1981. 

6.15 A pseudo-inversa de uma matriz 

• A pseudo-inversa de uma matriz A  mn é uma matriz M  nm tal que valem 

as seguintes propriedades: 

 AMA = A 
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 MAM = M 

 AM e MA são matrizes simétricas 

• A notação adotada para a matriz M é:  AM . 

• Pode-se demonstrar que existe uma única pseudo-inversa para cada matriz. 

• Valem as seguintes propriedades: 

➢ 0+ = 0T 

➢ (A+)+ = A 

➢ (A+)T = (AT)+ 

➢ (AA+)T = AA+   e   (A+A)T = A+A 

➢ (A)+ = 1A+, se   0 

➢ A+ = (ATA)+AT = AT(AAT)+ 

➢ A+ = A1, se A é quadrada e não-singular 

➢ ATAA+ = AT   e   AAT(A+)T = A 

 

6.15.1 Exemplos de pseudo-inversas 

• Caso escalar (m = n = 1): A = a 















0  se  ,0

0  se  ,1

aA

aaA
 



IA353 – Prof. Fernando J. Von Zuben & Levy Boccato 

DCA/FEEC/Unicamp 

Tópico 3  Fundamentos Básicos de Álgebra Linear e Otimização 49 

• Caso vetorial (m > 1 e n = 1): A = a


















0a0

0a
aa

a

  se  ,

  se  ,

T

T

T

A

A
 

6.15.2 Uso de pseudo-inversão para a solução de sistemas lineares 

• Considere o seguinte sistema linear de equações na forma matricial 

 Ax = b (1) 

onde A  mn, x  n e b  m. 

• Supondo que posto(A) = m  n, então a seguinte expressão representa uma solução 

para a equação matricial (1):    ybx AAAAIAAA TTTT 11
)( 

 , onde y  n 

é um vetor arbitrário. Repare que, sob a condição posto(A) = m  n,   1TT AAA  é 

a pseudo-inversa de A, de modo que é possível expressar a solução na forma: 

  ybx AAIA   . (2) 
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• Quando múltiplas soluções são possíveis, como no caso acima, pode-se adotar 

aquela solução que otimiza algum critério ainda não considerado na solução. Por 

exemplo, a solução com norma euclidiana mínima é aquela que toma y = 0. 

• Supondo que posto(A) = n  m, então a seguinte expressão representa uma solução 

para a equação matricial (1):   bx
TT AAA

1
 . Repare que, sob a condição 

posto(A) = n  m,   TT AAA
1

 é a pseudo-inversa de A, de modo que é possível 

expressar a solução na forma: 

 bx
 A  (3) 

• No entanto, para posto(A) = n < m, a equação matricial (1) nem sempre tem 

solução exata, e nestes casos o que se obtém é o mínimo de 
2

bx A . 
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6.16 Operadores de projeção ortogonal 

• Seja X  n um subespaço vetorial e seja x  n. Então é possível expressar x na 

forma: 

xxx ~ˆ   

onde Xx̂  e Xx~ . 

• Neste caso, diz-se que x̂  é a projeção ortogonal de x em X. 

• De todas as decomposições na forma xxx  , onde Xx , aquela em que 

Xx  é tal que 
2

x   é mínima. 

• Existe sempre uma matriz simétrica P  nn, chamado operador de projeção 

ortogonal em X, tal que 

xx Pˆ    e    xx PI ~  

• (I  P) é o operador de projeção ortogonal em X  (complemento ortogonal de X). 
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6.16.1 Um exemplo de operador simétrico e idempotente 

• Todo operador de projeção ortogonal é idempotente, sendo que a seguir iremos 

apresentar um exemplo de operador de projeção ortogonal que também é 

simétrico. 

• As projeções ortogonais podem ser expressas através de transformações lineares, 

de modo que sempre é possível obter P. 

• Considere que X  [x1, x2, ..., xk] é um subespaço do n, gerado pelos vetores 

xi  n, i = 1,...,k < n. Seja A uma matriz que tem como colunas os vetores 

xi  n, i = 1,...,k < n. O objetivo é obter o operador P de projeção ortogonal ao 

subespaço X, de modo que sua aplicação a um vetor qualquer x  n produza 

xx Pˆ  e  xx PI ~ , onde Xx̂  e Xx~ . 

• Como, por definição, Xx~ , então tem-se que 0x ~TA . 
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• A solução desta equação matricial é dada pela expressão (2) acima, produzindo 

   yyx
  AAIAAI TT )(~ , para um y  n arbitrário e sabendo que a 

matriz TT AA )(  é simétrica. 

• y = x é uma escolha possível, e como x~  é único, então a expressão 

 xx
 AAI~  

leva a que  AAIPI  e  AAP . 

• Conclusão: 

➢ AA  é o operador de projeção ortogonal ao subespaço gerado pelas colunas 

de A, ou seja, ao subespaço X. 

➢ As matrizes  AAI  e AAI   são operadores de projeção ortogonal aos 

subespaços que são os complementos ortogonais dos subespaços gerados pelas 

colunas e linhas de A, respectivamente. 
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6.17 Operadores de rotação 

• Todo vetor não-nulo no plano vai ser rotacionado por um ângulo  pela matriz: 

   

    





 






cossen

sencos
A  

 

• De fato, toda matriz ortogonal U, ao ser usada como operador de transformação, 

não altera o módulo do vetor e preserva o ângulo entre quaisquer dois vetores. 
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6.18 Decomposição em valores singulares 

• A decomposição em valores singulares é uma poderosa ferramenta matemática 

para a solução de problemas de quadrados mínimos, pois fornece informações 

quantitativas importantes acerca da estrutura de um sistema de equações lineares 

do tipo: Ax = b. Ela vale tanto para matrizes quadradas quanto retangulares. 

• Além disso, a matriz A pode ter elementos reais ou complexos. Neste estudo, 

iremos considerar apenas matrizes com elementos reais. 

• Em termos geométricos, os valores singulares de uma matriz A correspondem aos 

comprimentos dos semi-eixos do hiperelipsoide E = {Ax : 1
2
x } 

• Seja uma matriz A de dimensão n  m (A  nm) e de posto r, com r  min(n,m). 

Então, A pode ser expressa na forma: 

A = U 








00

0
 VT 
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onde U  nn e V  mm são matrizes unitárias, tais que UTU = UUT = In e 

VTV = VVT = Im, e   rr é uma matriz diagonal, com elementos 

1  2  ...  r > 0, denominados valores singulares da matriz A. 

• Repare que esta decomposição é sempre possível, independente de se ter n = m, 

n < m ou n > m. 

• Note também que o número de valores singulares positivos coincide com o posto 

da matriz A, o que implica que a decomposição em valores singulares representa 

um método prático para se obter o posto da matriz A. 

• É possível verificar também que UTAV = 








00

0
 e que as colunas de U são 

autovetores de AAT, enquanto que as colunas de V são autovetores de ATA. 

• Como UUT = In, então , AV = U 








00

0
o que implica que: 
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







mriA

riA

i

iii

,...,1,0

,...,1,

v

uv
 

onde vi e ui são, respectivamente, as i-ésimas colunas de V e U. 

• Sendo assim, é possível expressar a matriz A na forma: 





r

i

T
iiiA

1

vu  

• Se a matriz A for simétrica, então seus valores singulares correspondem aos 

valores absolutos de seus autovalores não-nulos (ver seção 6.9). 

• Para os propósitos deste curso, a principal motivação para o estudo de 

decomposição em valores singulares é a possibilidade de propor um método 

prático de cálculo da pseudo-inversa de uma matriz, independente de se ter n < m 

ou n > m. Em termos computacionais, no entanto, as decomposições de Cholesky 

e QR são mais indicadas, sendo esta última associada ao processo de 

ortogonalização de Gram-Schmidt. 
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• Seja uma matriz A de dimensão n  m (A  nm) e de posto r, com r  min(n,m), 

que tenha uma decomposição em valores singulares tal que UTAV = 








00

0
. 

Então, a pseudo-inversa da matriz A pode ser obtida na forma: 

A+ = V 








00

01

 UT 

onde ),...,,(diag 11
2

1
1

1   r . 

• Quando a matriz A tem posto completo, ou seja, quando r = min(n,m), então é 

possível mostrar que: 

A+ = V 








00

01

 UT = (ATA)1AT, quando n > m 

A+ = V 








00

01

 UT = AT(AAT)1, quando n < m 
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6.19 Transformações contínuas 

• Uma transformação T: X  Y é contínua em x0  X se para todo  > 0 existe um 

 > 0 tal que  0xx  implica que  )()( 0xx TT . Obviamente considera-se 

que X e Y são espaços vetoriais sobre os quais está definida uma mesma norma. 

• Diz-se que T é contínua se ela for contínua para todo x  X. 

6.20 Funcional 

• Uma transformação T: X   é chamada de funcional sobre X. 

6.21 Funcional convexo 

• Um funcional f: X   é convexo sobre um subconjunto convexo X de um espaço 

vetorial linear se e somente se 

  )()1()()1( 2121 xxxx fff    

para todo x1, x2  X e   [0,1]. 
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• Extensão 1: O funcional f é estritamente convexo se a desigualdade acima for 

estrita, com   (0,1). 

• Extensão 2: Um funcional f é (estritamente) côncavo se f é (estritamente) 

convexo, de modo que )(minmax ff  . 

Interpretação Geométrica 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x1 x2 

f(x1) 

f(x2) 

f(x1) + (1)f(x2) 

x1 + (1)x2 
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6.22 Funcional convexo diferenciável 

• Um funcional diferenciável f: X   é convexo sobre um subconjunto convexo X 

de um espaço vetorial linear se e somente se 

       xyxxy 
T

fff  

para todo x, y  X. 

Interpretação Geométrica 

 

 

 

 

 

 

 

 

f(x) 

f(y) 

x y 

f(x)T(yx) 
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7 Mínimos Locais 

• Seja f um funcional definido sobre   X. Um ponto x0   é chamado MÍNIMO 

LOCAL de f sobre  se existe uma esfera 

    00 :, xxxxN  

tal que f(x0)  f(x),  x     ,0xN . 

• x0 é um MÍNIMO GLOBAL se f(x0)  f(x),  x  . 

Interpretação Geométrica 

 

 

 

 

 

 

f(x) 

x x01 x02 
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8 Expansão em Série de Taylor 

• f: n     x  n 

• Expansão em série de Taylor em torno do ponto x*  n: 

      )3(**)(*
2

1
**)(*)()( 2 Offff

TT  xxxxxxxxxx  

 

• 







































nx

f

x

f

x

f

xf

*)(

*)(

*)(

*)(
2

1

x

x

x



  

























































2

2

1

2

2
2

2

12

2
1

2

21

2

2
1

2

2

*)(*)(

*)(*)(

*)(*)(*)(

*)(

nn

n

x

f

xx

f

x

f

xx

f

xx

f

xx

f

x

f

f

xx

xx

xxx

x









 

vetor gradiente     matriz hessiana 
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9 Condição Necessária de Otimalidade 

• Teorema: Considere que f: n   e f  C2[n] (conjunto das funções com 

derivadas contínuas até 2a ordem). Se x*  n é um mínimo local de f(x), então 

0*)(  xf . 

Prova: Por absurdo, suponha que x* é mínimo local de f(x) e que 0*)(  xf . Para 

 > 0 suficientemente pequeno, é possível definir um x  n tal que 

*)(* xxx f . Portanto: 

   
2

*)(*)(*)(*)(*)(

*)(*)(*)(**)(*)()(

xxxxx

xxxxxxxx

fffff

ffffff

T

TT




 

Logo, em uma vizinhança de x*,  x tal que f(x) < f(x*).  ABSURDO! 
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10 Condição Suficiente de Otimalidade 

• Teorema: Considere que f: n   e f  C2[n] (conjunto das funções com 

derivadas contínuas até 2a ordem). Se x*  n é tal que 0*)(  xf  e 

0*)(2  xf , então x* resolve )(min x
x

f . 

Prova: Para  > 0 suficientemente pequeno, é possível definir um x  n tal que 

dxx  * , onde d  n é uma direção arbitrária. Portanto: 

     

   


0

2
2

2

2

*)(
2

*)(*)(
2

1
*)(

**)(*
2

1
**)(*)()(










dxdxdxdx

xxxxxxxxxx

ffff

ffff

TT

TT

 

Como d  n é qualquer, então existe uma vizinhança de x* tal que f(x) > f(x*). 

Logo, x* é um mínimo local. 
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• Conclusão: Suponha que x*  n é tal que 0*)(  xf . Então x* é 

(a) Um mínimo global de f(x) se 0)(2  xf   x  n, ou seja, f(x*)  f(x)  

x  n. 

(b) Um mínimo global estrito de f(x) se 0)(2  xf   x  n, ou seja, f(x*) < f(x) 

 x  n, x  x*. 

(c) Um máximo global de f(x) se 0)(2  xf   x  n, ou seja, f(x*)  f(x) 

x  n. 

(d) Um máximo global estrito de f(x) se 0)(2  xf   x  n, ou seja, f(x*) > f(x) 

 x  n, x  x*. 
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Exemplo: 

• Resolva o problema xbxx
x

TT A 
2

1
min , onde 0 TAA  e x  n. 

Solução: 

• Definindo xbxxx
TT Af 

2

1
)( , a aplicação da condição necessária de 

otimalidade ao problema )(min x
x

f  produz: 

0bxx  Af )(   bx
1*  A  

• Como, por hipótese, 0)(2  Af x  (condição suficiente de otimalidade), então 

*x  é um ponto de mínimo global, portanto solução do problema. 
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11 Resolvendo sistemas lineares subdeterminados 

• O sistema bx A , com A  mn e m < n, sendo A uma matriz de posto completo, 

tem infinitas soluções. Sendo assim, é possível definir como única solução aquela 

de norma mínima, resultando no problema de programação quadrática: 

bx

xx
x

A

T

s.a.

2

1
min

 

• O lagrangeano fica:  bxxxx  AL TT 
2

1
),( . 

• Aplicando as condições necessárias de otimalidade, resultam: 


 TT AA

L





xx

x

x
0

),(
 (4) 

0
),(





bx

x
A

L




 (5) 

• Substituindo x da Eq. (4) na Eq. (5), tem-se: 
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bTAA  (6) 

• Como a matriz A é de posto completo, então TAA  tem inversa, o que produz: 

  b
1

 TAA  (7) 

• Substituindo agora (7) em (4), chega-se à solução de norma mínima, na forma: 

  bx
1

 TT AAA  (8) 

• Para se chegar à solução geral, que contempla infinitas possibilidades para x, é 

necessário trabalhar com a matriz P de projeção para o espaço nulo de A. Essa 

matriz deve ser tal que, para qualquer vetor y  n, obtém-se: 

0yAP  (9) 

• Com isso, sabe-se que   ybx PAAA TT 
1

 é solução de bx A . É possível 

mostrar que:  

AAAAQ TT 1)(   (10) 

é a matriz de projeção para o range de A. Então tem-se que: 
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AAAAIQIP TT 1)(   (11) 

é a matriz de projeção para o espaço nulo de A. Logo, resulta como solução 

genérica: 

     ybxybx AAAAIAAAPAAA TTTTTT 111
)( 

  (12) 

com y  n qualquer. 

 

12 Resolvendo sistemas lineares sobredeterminados 

• O sistema bx A , com A  mn e m ≥ n, sendo A uma matriz de posto completo, 

tem garantia de solução exata apenas quando m = n. Na situação em que m > n, há 

mais equações do que incógnitas, criando a possibilidade de inconsistência entre 

algumas equações (regidas pelas linhas da matriz A), que não podem ser satisfeitas 

simultaneamente. 
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• A presença de inconsistência impede, portanto, que exista x tal que bx A , mas 

não impede que se busque encontrar x que resolva o seguinte problema de 

programação quadrática: 

   bxbxbx
xx

 AAA
T

minmin
2

2
 

• A função-objetivo fica: 

    bbxbbxxxbxbxx
TTTTTTT

AAAAAAJ )( . 

• Aplicando a condição necessária de otimalidade, resulta: 

bxbx
x

x TTTT AAAAAA
d

dJ
 022

)(
 (13) 

• Como a matriz A é de posto completo, então AAT  tem inversa, o que produz: 

  bx
TT AAA

1
  (14) 

• A Eq. (14) representa a famosa solução de quadrados mínimos para um sistema 

linear de equações que não necessariamente admite solução exata. 
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