Aprendizado Baseado na Teoria da
Informacao

1. Visao geral

O campo de pesquisa conhecido como aprendizado baseado na teoria da
informacao (ITL, do inglés information-theoretic learning) (PRINCIPE, 2010) oferece um
conjunto de critérios e algoritmos de adaptacdao de modelos para a solucgao de
tarefas de aprendizado supervisionado e nao-supervisionado, os quais sao capazes
de prover uma extracao mais efetiva do conteuado estatistico dos dados ao
explorarem medidas derivadas da teoria da informacdo, como entropia e

informacao mutua (COVER & THOMAS, 2006).
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2. Fundamentos de ITL

De modo geral, as medidas de informacao exploradas em ITL dependem das
funcoes densidade de probabilidade (PDFs, do inglés probability density functions)
dos sinais disponiveis.

No entanto, uma vez que, em muitos cendrios, nao se tem conhecimento sobre estas
PDFs, é necessario lancar mao de técnicas que realizem uma estimacao diretamente
a partir de dados amostrados. Neste contexto, a fim de nao impor a priori um
modelo para a PDF, a preferéncia em ITL ¢ pelo uso de métodos nao-paramétricos

de estimacdo. Em especial, destacamos o método da janela de Parzen.

2.1. Estimador nao-parameétrico de densidade

Considere que temos a disposicao N amostras independentes e identicamente
distribuidas (i.i.d.) {x;}}-;". A estimativa de Parzen da PDF da variavel aleatdria X,

utilizando uma funcgao kernel arbitraria, € dada por:
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parametro de suavizagao conhecido como largura do kernel (em inglés, kernel size ou
bandwidth).

A funcgao k(x) deve satisfazer as condi¢oes definidas pelo teorema de Mercer e,
além disso, obedecer as seguintes propriedades para que px(x) seja uma PDF
valida:

1)k(x) = 0.

2) [ k()dx = 1.

3) lim,_, . |xx(x)| = 0.

Na literatura, existem varios exemplos de funcOes kernel, tais como: uniforme,

triangular, Epanechnikov e Gaussiana.
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Figura 1. Exemplos de diferentes fungoes kernel.

Exemplo:
Considere uma variavel aleatéria X~N(0,1). Foram obtidas N = 40 amostras
(observagoes) desta variavel, a partir das quais realizamos a estimacao da PDF por

meio do método da janela de Parzen.
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Figura 2. Componentes Gaussianas e PDF estimada utilizando o, = v0,1
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Figura 3. Componentes Gaussianas e PDF estimada utilizando o, = /0,01.
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2.2. Entropia de Rényi

A definicao que Alfred Rényi da ao conceito de entropia € particularmente
interessante em virtude da maior facilidade de se estimar seu valor com o auxilio de
meétodos de estimacao de PDFs.

Seja px(x) a PDF de uma varidvel aleatdria continua X. A entropia de Rényi para

esta variavel, denotada por H, (X), é definida como (RENYI, 1961):

Ho(X) & ——

log j px (x)dx, (2)
onde @ = 0. No caso limite em que a — 1, a entropia de Rényi se torna equivalente a
entropia de Shannon (COVER & THOMAS, 2006). O argumento do logaritmo na
definicdo da entropia de Rényi € chamado de potencial de informacao (IP, do inglés

information potential).

Tépico 12: Aprendizado Baseado na Teoria da Informagdo Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP



2.21. Entropia quadratica

Um caso de particular interesse da entropia de Reényi ocorre para a = 2, quando

temos a chamada entropia quadratica:

H,(X) = — log f P2 (x)dx. G)

Neste caso, o valor do potencial de informacao é dado por:

V200 = [ p3COdx = Exlpx ), @
e corresponde ao valor esperado (média) da PDF de X.
Se substituirmos py(x) por sua estimativa dada pela janela de Parzen, conforme

indicado em (1), obtemos um estimador (amostral) para a entropia quadratica. No

caso em que a fungao kernel € gaussiana, temos que:
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H,(X) Gg, (x — x,;)) dx

N

N-

i=0
1N-
= — logN2 Z Z f Gg, (x — xi)GJK(x — xj)dx,

()

em que G, (x —x;) = \/%ax exp (%)
Propriedade: [ G, (x — x;)G,, (x — x;)dx = Ga,c\/i(xi - x;).

Assim, chegamos a expressao final do estimador da entropia quadratica:

N-1N-
H,(X) = —log Z Z o ﬁ(xi —xj) : (6)
i=0 j=0

Observacgoes:
e O argumento do logaritmo, que corresponde ao potencial de informacao, € um
valor escalar que pode ser diretamente estimado a partir das amostras, a

semelhanca dos estimadores de média e variancia (PRINCIPE, 2010). Isto significa
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que € possivel evitar o calculo explicito da entropia de Rényi, o qual exigiria a
estimacao da PDF e uma integracdo numeérica no dominio da variavel aleatoria,
através da estimacao do IP.

e O desvio padrao da funcao kernel Gaussiana, denotado por o,, € um parametro
livre que afeta o processo implicito de estimacao da PDF (SILVERMAN, 1986) e,
consequentemente, a estimagao da prdpria entropia de Rényi.

O estimador mostrado em (6) apresenta algumas propriedades interessantes

(ERDOGMUS & PRINCIPE, 2002; PRINCIPE, 2010):

» Invariancia com respeito a média da densidade subjacente as amostras;
» Valor minimo ocorre quando todas as amostras da varidvel aleatdria sao iguais;
» O minimo global é suave, i.e., tem gradiente nulo e matriz hessiana semi-

definida positiva.
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A luz destas caracteristicas, bem como da possibilidade de implicitamente explorar
o conteudo estatistico da propria PDF, surge a ideia de se utilizar o estimador da
entropia de Rényi referente ao sinal de erro entre a saida gerada por um modelo e

um sinal de referéncia como um criterio alternativo de aprendizado.

2.3. Medidas de divergéncia e informacao mutua

A divergéncia de ordem «a entre duas PDFs p(x) e q(x) é definida como (RENY]J,

1970):

a—1

D i) = —1og [ p0 (5)

Lembrando que a informag¢ao mutua € um caso especial da divergéncia de

Killback-Leibler, quando se considera a “distancia” entre a PDF conjunta e o
produto das marginais, temos que a informagao mutua de ordem a entre duas

variaveis aleatorias X e Y pode ser escrita como:
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lo C61) = =108 | [ parCey) (RE225)  dy.

3. Principais critérios de aprendizado

3.1. Entropia do erro

Explorando os conceitos de entropia de Rényi e estimacao de PDF baseada em
fungoes kernel, o critério de minima entropia do erro (MEE, do inglés minimum error
entropy) € definido como (ERDOGMUS & PRINCIPE, 2002; PRINCIPE, 2010):
min H(e(n)) (7)
s.a. E{fe(n)} =0
O objetivo do critério MEE é remover o maximo possivel de incerteza do sinal de
erro. Neste sentido, a PDF do erro se tornaria, idealmente, uma funcao delta de
Dirac, o que indicaria que toda a informacdo contida nos dados disponiveis

{x(0); y(D}L, foi assimilada pelo modelo em seus parametros livres.
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3.2. Correntropia

Outra entidade de grande relevancia em ITL ¢ a medida conhecida como
correntropia (SANTAMARIA, POHKAREL & PRINCIPE, 2006; LIU, POHKAREL & PRINCIPE,
2007; PRINCIPE, 2010), a qual pode ser vista como uma generalizacao da nocao de
correlacao, capaz de quantificar a similaridade entre duas variaveis aleatorias.

Definic¢ao:

() = Bur{ikn, (X0} = | [ Ko Gy Ipay G )y, ®)
em que K, (-) denota uma fungao kernel com parametro o, e pyy(x,y) representa a
funcao densidade de probabilidade conjunta das variaveis X e Y.
Em cenarios praticos, nos quais a PDF conjunta € desconhecida, uma média
amostral pode ser empregada para aproximar o calculo da esperanga, resultando

em:
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N-1
2 Y) =2 K 0. ©)
i=0
Considerando o uso de kernels Gaussianos, o estimador da correntropia é dado por:
=
LYY = ) Go G = 3. (10)
i=0

Seja E = X — Y a variavel aleatoria de erro entre X e Y. Sua PDF pode ser estimada

com o0 auxilio do método da janela de Parzen:

N-1
1
pe(@) =+ ) Gole—e) 1)
i=0

Calculando o valor da PDF de E na origem (e = 0) e explorando a simetria da

funcao gaussiana, viz., G, _(e) = G4 (—e), obtemos:

N-1
1
pe(0) == > Golen. (12
i=0
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Comparando (10) com (12), podemos constatar que a correntropia (cruzada) entre as

variaveis X e Y corresponde ao valor estimado da PDF do erro E = X — Y na origem.

3.2.1.  Propriedades

e Usando a expansao em série de Taylor do kernel Gaussiano em torno da origem, a

correntropia pode ser reescrita como:

1 <o D"
V210, 2"g, 2" n!
n=0

Esta expressao revela que, implicitamente, a correntropia engloba todos os

cX;Y) = E{llx; — yill*"}. (13)

momentos estatisticos de ordem par da variavel aleatoria E = X — Y.
e Para kernels simétricos, a correntropia c(X;Y) é uma funcao simétrica.

e Adotando o kernel Gaussiano, a correntropia € positiva e limitada, 0 < c(X;Y) <

1

V2mno,’

sendo que o maximo valor ocorre quando X =Y.
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e Quando consideramos que as variaveis aleatorias estao associadas a um mesmo
processo aleatdrio, porém em instantes de tempo diferentes, temos a chamada

funcao de autocorrentropia®

c(m) = Eyy,_, {Ko, (Y, Ynem)} = f f Ko, Vs Ynem) Py ¥ O Ynem)AYn@Yn s (14)
Nesta versao, a medida de correntropia incorpora nao somente informacgoes da
distribuicao estatistica das variaveis, mas também a estrutura temporal do
processo aleatorio, o que pode ser particularmente util quando se lida com sinais

estatisticamente dependentes.

* . o . . 7.
Neste caso, estamos considerando um processo aleatorio discreto no tempo e estacionario.
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Exemplo:
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Figura 4. Perfis da funcdo de autocorrentropia e de autocorrelagao de trés processos aleatdrios brancos
associados a diferentes PDFs, todos com meédia nula e variancia unitaria.

Tépico 12: Aprendizado Baseado na Teoria da Informagdo Profs. Levy Boccato e Romis Attux — DCA/FEEC/UNICAMP




3.2.2.  Critério baseado em correntropia

No ambito de aprendizado supervisionado, foi proposto o critério da maxima
correntropia (MC, do inglés maximum correntropy), o qual é definido da seguinte
forma (PRINCIPE, 2010):

max ¢(y(n); y(n)) (15)
Neste caso, o objetivo do processo de aprendizado ¢ maximizar o valor da PDF do
erro entre a saida produzida pelo modelo ((n)) e o sinal de referéencia (y(n)) na
origem, o que significa maximizar o numero de amostras com pequenos desvios

entre y(n) e y(n).
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3.3. Ilustracao de alguns resultados

e Previsao da série de Mackey-Glass.
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Figura 5. Densidade de probabilidade das amostras da série de Mackey-Glass (MG30) e as aproximagoes
geradas por uma rede neural treinada com os critérios MEE e MSE (ERDOGMUS & PRINCIPE, 2006).
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e Regressao nao-linear com dados ruidosos e outliers.
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Figura 6. Distribuicao do erro residual de regressao. Em (a), os parametros foram obtidos com base no
critério MEE, enquanto em (b) foi utilizado o MSE. A linha pontilhada exibe a distribuicao original das 100
amostras corrompidas com ruido Laplaciano. No conjunto de dados, também havia 40 outliers gerados a
partir de uma distribuicao N(10,4).
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