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1-CondicOes de otimalidade

minc'x
sa Ax=b
x=0

Forma padréao

A=l =]+ o E[A

P={xO0O"|AX = b, x>0}

o Apl, p(A)=m
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Algoritmo de busca local

= vizinhanca: é uma funcdio V: S - 2°que atribui a cada sOSum
conjunto de vizinhos V(s) O Schamado de vizinhanca
de s.

= minimo local: de f com relacdo a uma vizinhanca V(s) € uma solucéo
s* tal que f(s*) <f(s), UsLIV(sY).
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AlgoritmoBuscalocal( yetorna um 6timo local
entrada: um modelo de otimizacéao

S « GerarSolucaoFactivellnicial()
repetir =
S « Melhorar{/(s))
ate quemelhorarf(s) ndo seja possivel

retornar s

= Melhorar{/(s)) sao funcoes do tipo:

1. retorna a primeira solucao encontrada que € melhor do que s,
2. explora N(s) exaustivamente e retorna a melhor solucéao,
3. combinacoes de (1) e (2).
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Programacao linear

= Otimo local é 6timo global: func&o convexa sobre conjunto convexo
= Busca ao longo de direcOes que decrescem o valor da funcéo objetivo

= Considera vizinhancas de solucdes basicas factiveis

Seja
xXP
dog”

Definicdo 3.1 Seja x um elemento de um poliedro P. Um vetor dOO"
€ uma direcao factivel em x se existe um escalar positivo
@ paraoqualx+ &d 0 P.
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DirecOes factiveis em diferentes pontos de um poliedro



= Considerando

X solucé«basici factive

B@®.,...,B(m) indicesdasvariaveisbasicas
B=[Ag@)---Agm)] matrizbasica

Xg = (Xg@) »--+Xp(m)) Variaveisbasicas

X, = 0 paratodavariavelndobasica

= Temos xz=B™1b

= Busca de um novo vetor X + éd

1. selecionar uma variavel nao basica X (inicialmente x = 0)
2. aumentar valor de x até um valor > 0, mantndo as variaveis
ndo basicas x, i #], restantes nulas.
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= Algebricamente

d=1
J
d = O LN, i#j (N é o conjunto de indices das variaveis ndo basicas)

Xg + 8dg
dg = (dgy) s---:0ggmy)

= RestricOes de igualdade: x + &d factivel
A(x+8d)=b

X é factivel = Ax =Db
j-ésima direcao basica
ou
direcéo simplex

/

n m
0=Ad :ZAidi :ZAB(i)dB(i) '|‘/A\J :BdB '|‘/A\J — dB :—B_lAj
i=1 i=1

6>0=Ad=0

comod =1ed =O0LiLN, i#]
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= RestricOes de nao negatividade de variaveis nao basicas
X — @ >0
X, = O UIDN, i#]

[1 variaveis nao basicas OK

= RestricGes de nao negatividade de variaveis basicas: dois casos

1. x n&o é solucédo basica factivel degenerada

Xg > 0= Xz + 8d; >0 para & suficientemente
pequeno d € uma direcao
factivel

2. X é solucao basica factivel degenerada
d nem sempre é uma direcao factivel
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= Efeito da busca na direcao basica sobre funcao objetivo
d - j-ésima direcao basica
c'd - variacao do valor da funcéo objetivo ao longo de d

cd =cydgt ¢ =¢—CgBTA, Cs = (Cgyy ++++:Cam)

—n _~p1p
Cj_cj CBB A]

Definicdo 3.2 Seja x uma solucao basica, B uma matriz basica associada
e Cg 0 vetor de coeficientes associado as variaveis basicas.
Para cada j, definimos o custo reduzido @? variavel x pela
formula

—n~ _~ p1p
CJ‘—CJ' CBB Aj

12

ODCA-FEEC-Unicamp



Exemplo

MIiN Cy X +CoXo + CaXz +CyXy

sa Xt Xot+ X3+ X4=2
2% +3Xg +4X, =2
X1, X0,%3,%42 0

A =(1,2) A,=(1,0)séo LI = x, ex,sdao variaveis basicas

1 1
B= {2 0 matriz basica correspondente as variaveis basicas x; e X,

fazendox;= x,=0=>x,=1ex,=1

direcéo d correspondente a variavel ndo basica x;possuid; =1 ed,=0

o} _ dB(l) —d. =-Bla =_0 1/2 |1 _ -3/2
d2 dB(Z) ® > 1 _1/ 2 3 1/ 2 DDC]AﬁEEC—Unicamp



= Custo reduzido das variaveis basicas
B = [Agqy - Agm)]
B Agquy - Agml =1, | (mxm)
BAg; =€

portanto, para toda variavel basica Xaqi)

(_:B(i) = CB(i) B C’BB_lA B(i) ~ CB(i) - C'Bq - CB(i) - CB(i) =0
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Teorema 3.1 Considere uma solucao basica factivel x associada com
a matriz basica B, e seja c o0 vetor de custo reduzido
correspondente.

(a) Se c=0, entdo x uma e solucao otima.
(b) Se x é solucdo otima n&o degenerada, entdo c = 0.

Prova:

(8) Seje t=0ey ume solucé factive arbitraric. Definir d =y —x.
Factibilicade= Ax = Ay =b.Logo Ad =0.
Ad = BdB + ZAidi =0

ICN
dB :_B_l ZAidi — ZB_lAidi
I\, ICIN
¢d=cgdg + YGd; = X(G ~CzgB'A|)d; = X.Gd
iI0ON ICN ICON

X =00i 0N, yfactivel= y; 20.Logod; 20 e gd; 20 Ui UN.

Concluimosquec'(y —x) =c'd =0 ecomoy é arbitrarig x éo6timo.
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(b) Supor que x € uma solucao basica factivel ndo degenerada e ¢, <0
para algum j. Como o custo reduzido de uma variavel basica € nulo,
X € nao basica, e ¢ € a variacao do valor da funcao objetivo ao
longo da j-ésima direcéo basica.

X N&o degenerada - j-ésima direcéo basica € factivel e valor da
funcao objetivo melhora ao longo desta direcéo

Movendo nesta direcao obtemos solucdes factiveis que sdo melhores
gue X; portanto, x ndo pode ser solucao 6tima. =

Definicdo 3.3 Uma matriz basica B € 6tima se

@) B=0
(b) ¢ =c-cxgBlA20
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2-Desenvolvimento do método simplex

AlgoritmoSimplexBasico( jetorna uma solucéo 6tima
entrada: um modelo linear de otimizacao

X « GerarSolucaoFactivellnicial( )

c — CalcularCustoReduzido(A, B)

sec 200 U{1,...,n} entao retornar X

senao
repetir
d=1,d=00j#{B1),..BM} j#i
dg =—-B™A,
X « X+ 6d
ate quec; =20 L U{1,...,n}
retornar x

Obs: supondo (a) minimizacéo, (b) [solucéo 6tima, (c) toda solucéo basica factivel € ndo degenerada
17
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= Busca ao longo da direcao d: x + &d

valor da funcéo objetivo melhora ao longo da direcéo d

desejavel mover (dar o maior passo) o maximo possivel
g* =max{f 20| x +6d 1P}

= Variacao da funcéao objetivo

0* cd =0* c;
= Obtencéo de 8"

Ad=0 - A(x+6d)=Ax=b, 10 restrices de igualdade nunca violadas
X+ @d infactivel somente se uma de suas componentes torna-se negativa
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= Dois casos a serem considerados
1.Sed=0,entdox+ dd =0 J8 : escolhemos 8" =

2. Se d <0 para algum i, entao restricao x. + #d. =0 torna-se 8 < - x/d,
como esta restricao tem que ser satisfeita para todo i com d <0

0 maior valor de @ é;

g = min [—ﬁj
{ild<0}{ |

se x. € uma variavel nao basica, entdooud =1ou d =0

portanto, precisamos somente considerar as variaveis basicas

o* = min _@ (3 2)
{i=1...,mdg;,<0} dB(i) |

0* >0, pois xg;; > 0 (nao degenerada) N
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Exemplo

min X +CoXp +CaXg +CaXy

sa Xt Xt Xgt+ Xq4=2
2% +3X3 +4x4 =2
X1, X0,%3,%42 0

solucaobasicafactivelx = (1,1,0,0)
custoreduzidoparandobasicaxs: C3 =c3 —CgB A3 =-3¢;/2_cy/2+Cy
supondac = (2,0,0,0), &3 =-3
comoc; <0, diregéobasicacorrespondntea x3:d = (-3/ 2,1/ 2,1,0)
componentajuediminui é X (d; <0)
gt _2

d 3
y=x+60*d=x+2d/3=(0,4/ 3,2/ 3,0)
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Exemplo (cont.)

= colunas correspondentes as variaveis nao nulas: A, = (1, 0),A;= (1, 3)
A, e A;sao LI = formam uma base
y € a (nova) solucao basica factivel

=X, =0 (saida base)

X3 = 2/3 (entra na base)
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= Uma vez escolhido @5 se este for finito movemos paray + 64d
x=0ed=1= y=6">0

= Seja | o0 indice minimizador em (3.2), isto é

XB(j X
= min - B0 |- B0
{I=l,...,rT1dB(i)<O} dB(i) dB(l)

= Em particular, temos que
dggy <O

22
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= Observar que ocorre mudanca de base pois

xj:O_, x]->0—> X entra na base

Xgay > 0 — Xggy = 0 - Xy Sai base da base

= Mudanca de base

§=[AB(1) o Agg-y A Ay AB(m)J

{B®....,.B(m)} -{BQ@),...,B(m)}

g(i):{B(i) i %1

j 1=l

23
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Teorema 3.2

(@) Ascolunas Ag;, i1 #1, e A;sao Ll e B € uma matriz basica.
(b) O vetory=x+ 8*d € uma solucéo basica factivel associada a B.

Prova:

(@ SeAgy.i=1,...,msécLD, entéc 4 ,nac todos nulos tal que

m B m 1 _ 1 ) .
El)‘iAB(i) —El)\iB AE(i) =0- B Ag(i)tamberrsaoLD.

Contudcestendoéo casopois B ™A B #1. € B'lAj saolLl.
B™'B=1 - B"Agg) =i #|,excetoo | —ésimovetor unitario
B~lA B(i) S@0LI e suad —esimagomponentssaonulas.

B™'A; =-dg e dg) # 0 (definicdodel).

LogoB™A; éLI dosvetoresB"Agy i 1.
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(b) Temosy=0,Ay =b ey, =0 parai # B(),...,B(m).

Agq)--Ag(m)SaoLl.Logoy esolucadasica

factivelassociadamatrizbésicaB. g

= Detalhes de uma iteracdo do método simplex
por conveniéncia (dos autores), seja u = (Uy,...,u.)
A, = coluna de A que entra na base

U = — dy
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Uma iteracao do método simplex

1. Iniciar com uma solucao factivel e a base Ag,,...,Ag, associada.

2. Calcular o custo reduzido ¢ = ¢, —c'gB~'A,; , LJjUN
se ¢ 20, Jj0N, entdo a solucao basica factivel € o6tima; fim.
senao escolher algum | para o qual ¢; <0.

3. Calcularu=B-A;.Seu<0,i=1,..m entdo &*= 1 e o valor
funcao da funcao objetivo & — [; fim.

4. Se alguma componente de u € positiva, fazer

XR(i X
R
{i=1,..mu >0} U dg()

5. Sejaltal que 8* = Xz, /u;. Formar nova base trocando Ag, porA,
Se y é a nova solucao basica factivel, entdo os valores das novas
variaveis basicas sao Yy, = 0* e yg;) = Xgq ~ 6 U, i 1.
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Teorema 3.3 Suponha que o conjunto de solucdes factiveis € nao vazio
e que toda solucéao factivel basica é ndo degenerada. Entéao
0 método simplex termina depois de um numero finito de
iteracdes. No término existem as seguintes possibilidades:

(a) Temos uma base 6tima B e uma solucéo basica factivel que é 6tima.
(b) Encontramos d = 0tal que Ad =0, c'd <0, valor da funcéo objetivo —L1.

Prova: Se o algoritmo para no passo 2, entdo Teor. 3.1 é satisfeito. B € uma base 6tima
e a solucao basica factivel corrente é otima.

Se o algoritmo termina no passo 3, entdo & € arbitrariamente grande e valor da funcao

objetivo é -[.

A cada iteracao o algoritmo move de uma quantidade &* > 0 ao longo de uma direcao d tal
que c¢'d <0.Logo o valor da fungéo objetivo em cada solucéo basica diminui a cada iteracao.
Nenhuma solucéo basica factivel é visitada mais do que uma vez. Como o0 numero de

solucdes basicas factiveis é finito, o algoritmo para. =
27
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Metodo simplex para problemas degenerados

= Simplex para problemas degenerados: dois casos

1. Se solucao basica factivel corrente x € degenerada, entdo 8* =0
e a nova solucao factivel basica'y = x porque Xg;, = 0€e dg;, <O0.
Trocar Agyy por A, para criar nova base B e Teor. 3.2 permanece valido.

2. Mesmo se @* >0 é possivel que mais de uma solucao basica
factivel original sejam nulas no novo ponto x + 8*d. Como so
uma delas sai da base, as outras permanecem nulas e a nova

solucédo também é degenerada.

= Troca de bases com permanéncia da mesma solucao basica
factivel pode causar ciclagem

28
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n=06
n—-m=2
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Selecao do pivo

= Selecionar pivo: escolha de j e 8* nos passos 2 e 5 do algoritmo.

1. Escolher a coluna A, cujo custo reduzido € o mais negativo.

2. Escolher a coluna com custo reduzido negativo e o maior
valor de & |c; | .

3. Escolher a coluna com custo reduzido negativo e menor j
(smallest subscript rule).
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3-Implementacoes do método simplex

= Ponto chave do algoritmo: conhecendo B*A, determinamos
1. custos reduzidos
2. direcao de busca

3. passo na direcao

= Diferencas de implementacao estao
1. na forma de calcular B-A,

2. informacéo que é passada de uma iteracao a outra

= Resolver Bx =b: O(md)
= Computar Bb: o)

= Calcular p’b: om)
31
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Implementacao ingénua

= Nenhuma informacéao de iteracao para iteracao

indices das variaveis basicas B(1),...,B(m)

formacao da matriz basica

calculo de p’ = c'zB-1resolvendo p'B = c'; (multiplicadores simplex)
calculo dos custos reduzidos ¢ = ¢, —C'gBA; = ¢, —p'A|

. selecéo do pivo

coluna A, e selecionada equacao Bu = A, resolvida para determinar u
determinar 8*, a variavel que sai da base e nova solucao basica factivel

NOoOOkWNE

= Complexidade

1.pB=cy O(md)
2. Bu=A, O(m3)
3. p'A, O(mn) € para cadg)

Total: O(m3+ mn) - Ineficiente
32
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Simplex revisado

= Utiliza informacao de uma iteracao para a proxima

= Método ingénuo requer solucéo de dois sistemas de equacoes

= Implementacao alternativa: B-1 disponivel no inicio de cada iteracao
= Calculo de c';B~' e B-'A;: vetor x matriz — O(n¥)

= Necessario método eficiente de atualizar a matriz B-1

= Matriz basica de uma iteracao para a proxima

B =[Agyy---Agra) | Army Aear1) - Asm) no inicio de uma iteragao

B=[Agy)-Agan| A [Asary) - Arm) inicio da proxima iteragao
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Definicao 3.4 Dada uma matriz, ndo necessariamente quadrada, a operacao
de adicionar uma constante vezes uma linha a mesma ou outra
linha é chamada de operacao elementar com linhas.

Exemplo
(1 0 2 (1 2] (11 14|
Q=0 1 0|, C=|3 4| -~ QC=|3 4
0 0 1] 5 6] |5 6|

Multiplica a 32 linha de C por 2 e soma a primeira linha

Em geral

i
Q=1+ Di' dlj = p 7] . detiQ) =1
J 0 casocontrario

multiplica j-ésima linha por fe soma com a i-ésima linha
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= SequUéncia de K operacdes elementares

QQy.1--- Q,Q; = pre-multiplicagdo por uma matriz inversivel

BBl=| = BlA=¢e

BB =[e,64 UGy el = y u=B7A,

= Sequéncia de operacdes elementares para transformar BB-1 em identidade ?

35
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= Considerar a seguinte sequéncia de operacdes elementares

(a) Para cada i # j, somar I-ésima linha vezes —u/u, a i-esima linha
(u, > 0); troca u, por zero.

(b) Dividir a I-ésima linha por u; troca u, por um.

= Esta sequiéncia é equivalente a multiplicar BB-! a esquerda por Q

oBB=I = oB*'=B"

= Para obter B-1, tomamos B-! e aplicamos a seqiéncia de operacoes (a) e (b).
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Exemplo

1 2 3]
Bl=|-2 3 1|
4 -3 -2
o
|=3 =u=e3=|0
_1_
9 -4 -1

B1l=|-6 6 3
2 -15 -1




Uma iteracéo do método simplex revisado

1. Iniciar com uma solugdo factivel x, a base Agy),..., Ay, € B~ associada

2. Calcular p' =c'gB™ e o custo reduzido ¢ =¢—p'A, 0ON
se ¢ 20, [j0N, entao a solucao basica factivel € 6tima; fim
senao escolher algum j para o qual ¢ <0

3. Calcularu=B~A;.Sey;<0,i=1,...m, entdo 6* = e o valor
funcao da funcéo objetivo é — [J; fim

4. Se alguma componente de u € positiva, fazer

XB(i X
G = min [ B(I)J:— B(1)
{i=l,..mu>0} U da)

5. Sejaltal que 8* = xg, /u;. Formar nova base trocando Agy por A,
Se y é a nova solucédo basica factivel, entdo os valores das novas variaveis
basicas sao y, = 6 e Yg;y = Xgj) — 0*U; , i Z 1.

6. Formar a matriz mx(m+ 1) [B71| u]. Efetuar operacdes elementares para fazer
u =g. As primeiras m colunas da matriz é B™
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Tableau simplex

= Ao invés de manter e atualizar B-1, mantém e atualiza a matriz mx (n + 1)

- C’B B _1b C’ - C’B B _lb

B YblAl=[Bo BA, - BIA,| —

B B~IA
coluna zero coluna pivd
v v
linha zero»| ~CBXg G Ci - GCnm
XB(1)

inhapive »|  Xsg) |B'Ay-+ BTA; - BA,

XB(m)
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Exemplo

min —10x —12%, —12x3
sa X+ 2%+ 2X%3<20
2%+ Xot 2%3 <20
2%+ 2%+ X3<20
X1, X0, X320

min _1OX1 _12)(2 _12)(3

sa X+t 2%+ 2X3+ Xy =20
2%+t Xot 2X3 +x =20
2%+ 2%+ X3 + X5 = 20

X, %,%g, X4 X6, %6 2 0

x = (0, 0, 0, 20, 20, 2®olucao basica factivel inicial

B(1) = 4,B(2) = 5,B(3) = 6 40



-12 12

-10

2*

20

-0.5

1*

1.5
0.5

0.5

100
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Xy . X3 X4 X5 Xs
120 0 -4 0 0 0 0
10 0 1.5 1 1 —0.5 0
0 1 -1 0 -1 1 0
10 0 2.5* 0 1 -1.5 1
Xy . X3 X4 X5 Xs
136 0 0 0 3.6 1.6 1.6
4 0 0 1 0.4 04 -0.6
4 1 0 0 —-0.6 0.4 0.4
4 0 1 0 04 -0.6 0.4
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Simplex revisado x tableau

= Tableau: calculos dependem do tamanho do tableau

= Simplex revisado:

O(mn)

» célculos similares ao tableau para computar Bt e c';B™1 O(nv)

» calculo dos custos reduzidos p'A; para todo |

e total:

e em geralm<n

Tableau Simplex revisado
Memoria O(mn) O(n¥)
Tempo (pior caso) O(mn) O(mn)
Tempo (melhor caso) O(mn) O(n?)

O(mn)
O(Mmé+ mn)
O(mn)
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Aumento de desempenho (pratica)

= Re-inverséo
= Mecanismo para representar matriz basica
e armazena Q, matriz tal que QB-1=B"1

= Nao representar B~ explicitamente: utilizar decomposicéao LU
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4-Anticiclagem: regras lexicografica e de Bland

Definicdo 3.5 Um vetor u " é lexicograficamente maior (menor) que outro
vetor v 1" se u # v e a primeira componente nao nula de u—-v
é positiva (negativa). Simbolicamente:

u>tv ou u<tv.

Exemplo
0, 2,3,0r-(0,2,1, 4

0,4,5,0x-(1, 2,1, 2)
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Regra lexicografica

= Escolher coluna A; que entra na base arbitrariamente, com ¢, <0.

Seja u=QB1aj-ésima coluna do tableau

= Para cada i com u, >0, dividir a i-ésima linha do tableau por u, e escolher
a linha lexicograficamente menor. Se esta linha € a i-ésima , entao a

variavel basica Xz, sai da base.

1 0 5 3 1/3| 0 | 5/3] 1
Xg(1y Up = 1/3

X u, = 1/3
BEV TS 1/3] 0 |79 1

7/9<5/3=> xg5, sai da base?d



Teorema 3.4 Suponha que o algoritmo simplex inicie com todas as linhas do
tableau, exceto a primeira, lexicograficamente positiva. Suponha
gue a regra lexicografica é utilizada. Entao:

(a) Toda linha do tableau, exceto a primeira, permanece lexicograficamente
positiva.

(b) A linha zero aumenta lexicograficamente a cada iteracao, estritamente.

(c) O meétodo simplex termina depois de um numero finito de iteracoes.

Prova: pagina 110 do livro texto
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Regra de Bland

= Smallest subscript rule
* Encontrar o menor j para o qual ¢, <0 e A, que entra na base.

* Entre todas as variaveis x, que estiverem empatadas no teste

para escolher a que sai da base, selecionar aguela com menor i.
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5-Solucao basica factivel inicial

min c'x
sa Ax=Db
x=0

= Assumir, sem perda de generalidade, b =0
= Introduzir variaveis artificiais y 0Jm

= Criar problema auxiliar

min yy + yp +--+ Yy,
sa AXx+y=Db
x>0 modelo artificial

y=>0

Inicializacdo: x=0,y=Db, B=1
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Problema auxiliar

= Existe solucao factivel 6tima e y = 0 (funcao objetivo é nula): x é factivel
= Valor da funcao objetivo na solucéo otima # 0. modelo é infactivel
= Variavel artificial que terminar na base: deve ser colocada fora da base

* se p(A) =me a |-ésima variavel basica é artificial, entdao examinar linha

|, encontrar j tal que I-ésimo elemento de B-'A, # 0, trazer A, para base.

* se a |-eésima linha de B~'A é nula, a restricao é redundante, eliminar

|-ésima linha
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Exemplo

min x+ X+ X3
sa X+ 2% +3X3 =
—X+2% +6X; =
4Xo +9X3 =
3X3+x4 =1
X1, X0,X%3,%42= 0

min X5+ X6+ X7+
Sa X +2%+3X3 X5 =
— X +2X +6X3 + Xg =
4Xy +9X%3 + X7 =
33Xz + X4 +xg =1

X1’”°’X82 0
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Metodo simplex de duas fases

Fase |

1. Iniciarcomb =0

2. Introduzir variaveis artificiais yy,....y,, € aplicar método simplex com objetivo % v,

3. Se valor 6timo da funcéo objetivo € positivo, entdo problema original infactivel; fim

4.  Se o valor 6timo da funcéo objetivo é nulo, entdo uma solucéo factivel para o
problema original encontrado. Se nao tem variaveis artificiais na base, eliminar
as variaveis artificiais e colunas correspondentes; solucéo factivel disponivel.

5. Se al-ésima variavel basica ¢ artificial, examinar a I-ésima posicao das colunas
B- 1Aj, j =1, ...n. Se todos estes valores forem nulos, entdo restricao
correspondente a |I-ésima coluna é redundante e eliminar.Senao, mudar base

(com a |-ésima como piv0). Repetir esta operacao ate eliminar variaveis artificiais
da base.
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Fase Il

1. Considerar a base final da fase | e o tableau como inicializacao da fase II.

2. Computar custos reduzidos para todas variaveis da base inicial.

3. Aplicar o método simplex ao problema original.

Fase |
detecta infactibilidade do modelo

detecta e elimina restricGes de igualdade redundantes

Fase Il
detecta modelos ilimitados.

obtém solucéo 6tima
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Metodo big-M
= Utiliza funcao objetivo na forma

n m
2.CixjtMYy
j=1 i=1
= M é um valor suficientemente grande
= y. variaveis artificiais como na Fase |
= Explicita-se custos reduzidos em funcéo de M
= Combina duas fases em uma unica.
= Se problema original é factivel e valor funcao objetivo é finito

entdo y - 0 e solucao obtida x é otima para problema original
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6-Geometria de colunas do metodo simplex

= Alternativa de visualizar o simplex
= Considera o problema
min c'x
sa Ax=Db
ex=1
x=0

e=(1,1,..,2d0"
ex =1 restricao de convexidade

= Problema: minimizar z sujeito a x = 0, restricdo de convexidade, e a restricao

N N K
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Geometria de colunas

(A

, Cy)

)

(A, C,)

(As:p C3)

/

/

T

IA2

linha requisito

»/<A4, c)

/'
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Definicdo 3.6

(@) Um colecao de vetores yi,...,yk*1 no 0" é afim independente se os vetores
yl—ykel yl—ykel | yk —ykt1 s§o linearmente independentes. (k< n).

(b) A envoltoria convexa de k + 1 vetores afim independentes no " é um
simplex de dimenséo k.

afim dependentes afim independentes
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= Solucao basica factivel associada com m+ 1 restricbes de igualdade
= Pontos (A;, ¢;) associados as m+ 1colunas LI (A;, 1) pontos basicos
= Pontos restantes: n&o basicos
= m+ 1 pontos basicos sao afim independentes
= envoltdria convexa pontos basicos é um simplex de dimensao m
= este simplex € o simplex basico
= (b, 2 € uma combinacéo convexa de pontos basicos (expresso via X)

= Plano que passa pelos pontos basicos é o plano dual

Exemplo

C, D, F sao pontos basicos (ver proxima transparéncia)
triangulo CDF simplex basico

H é uma solucao basica factivel associada aos pontos basicos
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Factibilidade e otimalidade na geometria de colunas
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= Distancia vertical do ponto (A, ¢)) ao plano dual € o custo reduzido (Ex. 3.30)

= Ponto basico abaixo do plano dual é candidato a entrar na base

= Novo simplex basico € onde linha requisito “sai” do simplex m-dimensional

Exemplo

C, D, F sao pontos basicos (figura transparéncia anterior)
triangulo CDF simplex basico

CDEF piramide associada aos pontos basicos C, D, F e candidato E
E candidato a entrar na base

DEF é o novo simplex basico (E entra na base e C sai da base)

63



Exemplo

m=1

pivoteamento: ponto (A, ¢) com maior distancia vertical ao plano dual
base inicial (A, c;), (Ag Co)

proxima base (A;, c;), (A, C)

base 6tima (A, C;), (A, Cg) .4 base inicial

total: 2 pivoteamentos l

/26

&— proxima base
8 ‘\

se otima
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/-Eficiéncia computacional do simplex

= Eficiéncia computacional do simplex é determinado por
= esforco computacioal por iteracao (item 3)

= nimero de iteracdes

= Considerar o problema

min — X,
sa €<x<1 (P)
1<% <l-gx_4 1=1...,n
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Trajetoria geradora (spanning path): visita cada vertice do poliedro

Exemplo hipercubo unitario

O<x<1
:]_ N

n=2 n=3

66



Teorema 3.5 Considere o problema de programacéao linear (P). Ent&o:

(@) O conjunto de solucdes factiveis possui 2" vértices.

(b) Os vértices podem ser ordenados tal que eles sejam adjacentes e que
possuam menor valor da funcéo objetivo que o anterior.

(c) Existe uma regra de pivoteamento sob a qual o simplex requer 2" -1
mudancas de base antes de terminar.

OBS: notar que, na figura do exemplo, o primeiro e ultimo vértices sao adjacentes!
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Diametro de um poliedro

= Distancia entre vertices d(x,y) = nUmero minimo de passos parirde x ay
atraves de veértices adjacentes

= Diametro poliedro D(P) = max {d(x,y)} sobre todos pares de vértices (X,y)

= A(n,m) = maximo de D(P) sobre todos poliedros limitados no 1"

= A (n,m) = maximo de D(P) sobre todos poliedros, mesmo ilimitados, no 0"

3 -
1 1|
o N

A(Z,m):tr_ZnJ=4 A,(2m)=m-2=6
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= Didmetro no pior caso
e cresce mais lentamente do que exponencialmente

e limite superior cresce mais rapido do que polinomialmente

A(n,m) < A, (n,m) < mEte%2" = (2n)!092m

= Conjectura de Hirsch: A(n,m) <m-—n

= Méedia de Haimovich: n/2 iteracdes
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Observacao

Este material refere-se as notas de aula do curso IA 881 Otimizacéo
Linear da Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computacdo da
Unicamp. Nao substitui o livro texto, as referéncias recomendadas e
nem as aulas expositivas. Este material ndo pode ser reproduzido
sem autorizacao prévia dos autores. Quando autorizado, seu uso e
exclusivo para atividades de ensino e pesquisa em instituicoes sem

fins lucrativos.
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