n

i |A 881 Otimizacao Linear

UNICAIVIP

1-Introducao

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Conteudo

o0k wWNE

Problemas de PL e variacoes
Exemplos de problemas de PL
Funcdes convexas lineares por partes
Representacao grafica e solucao
Reviséo de algebra linear e notacéao
Complexidade de algoritmos

2

ODCA-FEEC-Unicamp



1-Problemas de PL e variacoes

minimizar2x; — X, +4xs
sujeitoa X +Xo+ +X, <2
3X2 — X3 tXy = 5

X3+ X4 23
X1 >0
X3 <0

X1, X, X3, X, S80 Variaveis escolhidas para minimizar 2x, — X, + 4X,
sujeitas as restricOes de desigualdade e igualdade

[} < [} — [} > o 4
axshb,ax=b,ax=b ax=y" ax
X = (X1 ,X2,X%3,X4), 8= (8,2 ,83,84) 3
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Modelo geral de programacao linear

min c'X

sa ax=h,iOM;
ax<b,iOM, XX
, . e C
aix=b,i0UMj b

. C’X: _n_ . Y.

Xj 20,j 0Ny 2i=1G %
Xj < O, J [] N2
aix<b, ajx=b, ajx=b resticdes principais
Xj <0,x; 20 restricdes de sinal
ax =YL X produto escalar

variaveis de decisao

coeficientes

funcao objetivo
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solucéo factivel: vetor x que satisfaz todas restricbes

conjunto solucdes factiveis: vetores x que satisfazem todas restricoes

solucéo otima: x* solucéao factivel que minimiza funcao objetivo
Cc'X* < cx para todo x factivel
c'x* valor 6timo da funcao objetivo

variavel livre:  se JLIN; ou N, entao x; livre, sem restricao de sinal

problema ilimitado: se kO, [k factivel tal que c'x < k entao valor
otimo da funcao objetivo é - «, isto €, ilimitado
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dix<h edjx=h = a;x=b
aix<h =(-a)x=-h
Xj 20 e x; <0: casogarticulaesded; x2 b ed; X<h

maxc'x = min—c'x
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Forma compacta

minc'x
sa Ax=Db

>
I
I
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Exemplo

Min 2x; — X, +4X3
Sa —X _X2+ _X42_2
3X2_ X3 > 5

\Y
I

_3X2 + X3
X3+ X4 >
X

\Y/
o O w O

IN

X3

c=(2,-1,4,0)

b =(-2,5,-5,3,0,0)

O - O O O
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Forma canonica

minc'x
sa Ax=>Db
x>0

>
I
I
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Exemplo

Min 2x; — X5 +4X3 c=(2,-1,4,0)
Sa —X _X2+ _X42_2
3X2_ X3 > 5 b=(-25,-5,3)
_3X2+ X3 2_5
+ > —_ -
X3t Xz 3 -1 -1 0 -1
X1 2 0 0 3 -1 0
A =
X3 > 0 0 -3 1 0
0 0 1 1
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Forma padrao

minc'x
sa AX=Db
Xx=>0
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n
2Ai% =b
i=1

A, : vetor de recursos

b: vetor de metas

X:: quantidade i-ésimo recurso

Exemplo: problema da dieta

alimento 1 alimenton
nutriente 1 ay, ay,
nutrientem Ay A
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Reducéao a forma padrao

1-Eliminagao de variaveis livres: x variavel irrestrita

= X7 i xsze Xj 20

j_X

2-Eliminacéao de restricoes de desiguladade:

n n
> gixj<h, X axj+§=h, §=20 variaveis de folga
J=1 j=1

n n
g xj 2y, aXx;—s=h, §=20 variaveis de excesso
j:]_ J:l
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Exemplo

min 2x; +4x%,
sa Xt X=3
3% +2x,=14
Xq >0

é equivalente a

min 2x; +4%; —4X,

sa X+t Xy —Xp —X3=3
3% +2X5 — 2%, =14
XXy Xo Xg= 0
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Principails etapas da modelagem

1. Formular problema

2. Observar sistema

3. Formular modelo matematico
- escolher variaveis de decisao
- definir funcao objetivo
- construir restricoes

4. Verificar modelo

5. Selecionar alternativa apropriada

6. Apresentar resultados
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Processo de Modelagem

Analise
Modelo » Resultados

Mundo A
Simbdlico

racao
etac

Abst
Interp

Mundo
Real

_ - Intuicao .
Situacao » Decisoes

16

ODCA-FEEC-Unicamp




Modelos sao utilizados pelos seguintes motivos, entr e outros:

— Forcam a explicitacéo dos objetivos

— Forcam a identificacao dos tipos de decisGes que influenciam os objetivos
— Forcam a identificacao das interacOes e trade-offs entre as decisoes

— Forcam raciocinio criterioso sobre variaveis e definicoes quantificaveis

— Forcam a consideracgao de dados que sao pertinentes para quantificagéo das
variaveis e a determinacao de interacdes entre elas

— Forcam a identificacéo de restricdes ou limitacdes dos valores das variaveis
— Facilitam comunicacéao e trabalho em grupo

— Podem ser ajustados e melhorados com a experiéncia e a historica, isto €,
proporcionam uma forma de aprendizagem adaptativa
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Modelos sao um meio para analises logicas consistentes

Modelos proporcionam um veiculo efetivo para o uso de
técnicas analiticas, programas de computador e sistemas de
computacao no processamento e armazenagem de dados

Escolha de um grau de abstracao adequado a ser adotado na
modelagem €& essencial para se obter modelos
representativos da situacéao de deciséo e computacionalmente
trataveis
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2-Exemplos de problemas de PL

Programacao de producao

n produtos

m matérias primas distintas

b, quantidade de matéria prima disponivel

a; quantidade de materia prima i para produzir produto |

¢, receita por unidade do produto |

X guantidade do produto j a ser produzido (variavel de deciséo)

min Cy % +---+ChXy
sa a4t tapXa<b 1=1....m

XjZO j:1,...,n
19
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Expansao de capacidade producao de energia elétrica

T horizonte planejamento (anos)

d, previsdo de demanda parat=1,....T

e capacidade das usinas de 0leo existentes em t
Alternativas de usinas de geracao

- carvao: custo de capital c, ($/MW), 20 anos de vida util
- nuclear: custo de capital n, ($/MW), 15 anos de vida util

Politica e seguranca: nuclear < 20% da capacidade total

Deseja-se plano de expanséo de capacidade de menor custo.
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X, quantidade de energia no inicio do ano t (usina carvao)
Y, quantidade de energia no inicio do ano t (usina nuclear)
W, quantidade total de energia em t (usina carvao)
X, quantidade total de energia em t (usina nuclear)

)
min X(@X + )

t
sa W = > Xs  Lt=1...T
s=max(,t-19)
t
Z = >Ys Lt=1...T
s=max(l, t-14)

Ww+z+e2d, t=1...,T

. +Zztt o <02t=1..T

X Yt W 4 20 21
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Programacao de escala de trabalho

Turno de trabalho: noturno (0:00 — 8:00), 5 dias consecutivos/semana
d demanda de pessoal turno noturno no dia j, j = 1,...,7

NUumero minimo de pessoas para atender a demanda de trabalho?

numero de pessoas que trabalham no diaj, j =1,...,7

esta escolha de variavel de decisdo complica modelagem da
restricao de que cada pessoa deve trabalhar 5 dias consecutivos

numero de pessoas iniciam trabalho no diaj, j=1,...,7
escolha mais apropriada para a variavel de decisao

Exemplo: iniciar no dia 5 - trabalha nos dias 5, 6, 7, 1, 2
22
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MIN Xq + Xo + X3 + X4 + X5 + Xg + X7

Sa

X+ Xyt X5+ Xg t X7 2y
X+ X + X5+ Xg + X720
X +Xp + X3+ +Xg +X72d3
X1+ Xo + X3+ Xy +X72dy
X+ X + X3+ Xg X5 2 ds
X+tXp Xzt X+ X5+Xs  2dg
X +tXp X3+ X4+ X5+ X5 + X7 27
Xj2 0, Xjinteiro, J=1,...,7
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Planejamento de redes de comunicacao

u; capacidade do arco ij (bits/segundo)

C; Custo transmissao no arco ij ($/bit)

bX  dados gerados no né k com destino ao né | (bits/segundo)

xi'fI dados gerados no né k com destino ao né | que utilizam arco (i, j)

24
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_ n n Kl

(i,j) OAKk=1l=1
sa T ox- %
{110, )OA; {J1C).DUA;
nn
k=1l=1
xi‘j<I >0,
(bk' sei =k
b ={-p" sei=|
0 casaontrario

ki
in

=p¥, ikl=1..n

0, )OA

06, )0 Ak, =1,...,n

fluxo dados resultante no |

25

ODCA-FEEC-Unicamp



3-Funcoes convexas lineares por partes

Definicao 1.1

(a) funcdo f: 0" - O é convexa se Ox,yO0" e OAO[0,1]
(A + (1=N)y) < A F(X) + (1=A) £ (y)

(b) funcdo f: O" - O é concava se Ox,yO0" e OAO[0,1]

f X + (1=N)y) 2 A F(x) + (1-A) F(y)

AX + (1-A)y

X Z y
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convexa cOncava

f(2)

f(y) t(y)

f (X)
f(2)

f (X)
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min (max) f(x)

sa xOopoo"

* MiNimo
—local: f(x*) <f(x) Ux ON(x*e) D
—global: f(x*) <f(x) UxUD

* maximo
—local: f(x*) =f(x) Ux ON(x*e) D
—global: f(x*) =f(x) UxUD
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f (X)

29
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Teorema 1.1: Sef.,...f_: 0" - [0 sdo convexas, entdo a funcao
1 m

f(x)= max, . f(x)também é convexa.

Prova: seja x,y1 0" eA O[0,1].

fAX+(1-N)y) = mab fi Ax+(1L-A)y)
i=1,..m
< Tax (Af; (x) + @-A) fi (y))
< max Afij(x)+ max (1 M) fi(y)
i=1...m 1=1,.

=AMt (x)+ (- 7\)f(y)

Linear por partes: f(x)= rlnax (Cix+d;)

Exemplo: f (X) 9 x|= max(x,—x)
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CX +d,

CX + d;

c,X+d,

v
v

min maxgix +d;)
sa Ax=Db

“max (cjx+d;) - menorztalquez=cjx +d; i

1=1,....m

min z

sa z=cx+d,i=1....m
AX=>Db
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n
min >¢ [x| , =0

=1 soma funcbes convexas - funcao convexa
sa Ax=Db (Exercicio 1.2)

|| =menor z tal que X, <z e—-x <z

min 3.6z . 620

i=1
sa Ax=b
X <z,1=1...n
-% <z,i=1...n
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Exemplo: regressao linear

Dados: (a, b),i=1,...m,a,00"% b OO
Construir modelo para prever valor de b a partir de a
Modelo linear: b = a'x, parametro x € estimado para minimizar residuos

Exemplo: minimizar o maior residuo

min z
min max | —ajx| — sa b-ax=<zi=1...,m
[
- +ajx<z,i=1....m
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4-Representacao grafica e solucao

min =X~ X —Xl—x)‘(2=Z
Sa X+ 2X2 <3 \
2X1+ Xo <3 5T
X1 ,X2 >0 —%—%=0 ‘
Xy + 2X%,< 3
34
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_X1+X2£1

X1 ,X9 >0

c=(1,1)

min /

(a) Existe uma solucéo otima unica (c= (1, 1))
(b) Existem multiplas solu¢cdes 6timas, limitadas ou néo (c = (1, 0),c= (0, 1)
(c) Valor 6timo é -0 e nunhuma solucéo factivel é 6tima (c = (-1, —1))

(d) Conjunto solucdes factiveis é vazio
35
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Visualizacao na forma padrao

X1 +Xo +X3=1,

X1, X2, X3 2 0,
A
X3
X2
>
X1
espaco dimens&o n espaco dimensao (n-m)
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5-Revisao de algebra linear e notacao

1 X2 -

a a ces a
A= :21 22 2n :[aij], aj 00, A matrizmxn

8ml @m2 0 Amn

gj =[Aljj, (,])—esimoelementade A

xO0", X, Xp,..., %, componentsdex

L 0
X1 .
X . .
X = :2 =(¥,%,...,X%), & =|1| - I —ésimacomponentévetorunitario)
| X 0
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A'=| - 7, A'matriznxm

Hn n 0 Gmn|

[ATi =[Al}

n
x,yOO", xy=y'x=3Yxy produtoescaladex ey
=1

X'y =0, x ey ortogonais x'x =0 [Ix

x| =+x'x, normaEuclidianadex

X'y [£|X||y|, desigualdde de Cauchy-Schwarz
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A:[Al A2 An]:

A] =(a1j ,azj go oo ,amj)

3 = (31,82, an)

A (mxn), B(nxk) - produtoAB (mxk)
[A.Bl; :é[A]" [Bjj]=aiB;

(AB)C =A(BC) associatio

AB # BA emgerahaocomutativo

39
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A(mxn), A=[A;--Aj--A]

AX

, 81,...,8y linhasde A
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X20(x>0) - x =20 (x>0) Ui, =1...,n

A=0(A >0) - [A]; 20 ([Al; >0) O, j),i =1...,m, j=1...,n

1 O 0
0O 1 --- 0

| = : : identidade
0 0 1]

|A =A, Bl =B, (dimensdeslel compatives comA e B)
AB=BA =1 - B=A"!_ inversadeA (seexistir)
(AB) 1=-pa (se AlteB™ existirem)
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x1,... xX 00" sdolinearmene dependen&s(LD) se

K
Zakxk =0, @&,...,a4 nhaotodosnulos
k=1

casocontrariosadinearmeneindependetes(LI)

Teorema 1.2: Seja A uma matriz quadrada. As seguintes afirmacoes
sao equivalentes:

(a) A é inversivel

(b) A’ é inversivel

(c) Determinante de A nao é nulo

(d) Linhas de A séo linearmente independentes

(e) Colunas de A séo linearmente independentes

(f) Para todo vetor b, Ax = b possui solucao unica
(g) Existe um vetor b que € solucéo unica de Ax = b.
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Ax=Db, A inversivel- x = A

o = detA))
I det(A)

Al =[A1- A 0A 41, ,Ap] (Cramer)

SOO" Sz, éumsubespacded" < Ox,ydS - ax+byO S,ab00

Sz0" - subespacprépio; vetornuloéum elementale S

Espacogeradd span porumnumerdinito devetoresct,... xX emO"

Span- subespacded" - colecdadosvetoresy = fozlakxk a0 Uk

y = combinac&dineardex?,... x<
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Observacao:

Combinacéadinear y = Z{Ql)\ixi é
combinacdaonvexae) L A; =1, A; 20,i =1,--,m
combinacaafimse} ;L A, =1

combinacaaonicaseA; 20,i =1,...,m

44
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Basedeum subespac& 0 0" S#{0} - conjuntode vetored.| quegeraS

S subespaceropiod" - Caz0lax=00x0S - aortogonala S

dim(S) =m<n - [{n—-m) vetoresL| ortogonaisa S

Teorema 1.3: Se 0 espaco gerado pelos vetores x4,... xX tem
dimensao m, entao:

(a) Existe uma base de Scomposta por m dos vetores x1,... xK
(b) Se ks me x1,... x<sdo LI, podemos formar uma base para
Stomando x4,...,xk e escolhendo m - k vetores entre x1,... xK
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Prove:

(a)casagparticularde(b) parak = O.

(b) setodovetomk+1,. . xK podeserexpress@omocombinacao

lineardex?,... ,xk ,entéocadavetordosubespac;geradqoorxl,. L xK

tambéméumacombinagédjneardexl,. .. x" eestesvetoredormam
umabasdemparticulaym = K);

casocontrélriopelomenosumdosvetore9<k+1,...,xK éLl dex?, .. xK,

tomandcestevetor,teremok +1dosvetores<,... x" LI
repetindaesteprocessi-mvezesiosobtemosimabaseparas.
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Espacacolunade A(mxn) — subespacde™

Espacdinhade A(mxn) — subespacde"

DimensacespacaolunaA = dimensacespacdinhaA = postode A =p(A)
P(A) <min{m,n} =rank(A)

A postopleno - p(A) =min{m,n} =rank(A)

EspaconulodeA - {xO0O"|Ax =0}

Dimenséacespaconulo=n-rank(A)
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0

S, subespacded" e x” um vetor

S=5+ x° ={X +xY | xSy} subespacafim

dim(S) = dim(Sp)

1. xfvetoresO" = s={y00" |y =x%+ At +... + A x}
Kk

Exemplo; xo,x
S =subespacggeradopor X, X
Sext,... x¥ soLl dim(S) = dim(S, ) =k

|:|2

L 4
.
v
L4
L4
L4
L4
L 4
L4
v
L4
L4
L4
L4
4
L4
.
*
-
L 4
L 4
.b
L d

v
L4
L4
L 4
L 4
L 4
v
L4
L4
L 4
*
v
L4
L4
.O
rs
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6-Complexidade de algoritmos

Problemas otimizacao (computacionais): resolvidos com algoritmos

Algoritmo: conjunto finito de instrucdes similares as de uma linguagem
de programacao (operacdes aritméticas, condicionais, etc.)

Tempo execucao: depende eficiéncia programacéao, hardware, etc.
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Analise de complexidade: interesse no desempenho do algoritmos sem

entrar em detalhes de uma implementacao particular

Abordagem: aproximacao via contagem de operacdes aritmeéticas

Exemplo: multiplicacdo matrizes A e B (nxn) - (2n—-1)n? operacdes

Contagem exata muito dificil — ordem de magnitude suficiente

Exemplo: multiplicacdo de matrizes (nxn) — varia com n3

50
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Definicdo 1.2: Sejam f,g: 0" - O funcdes.
(a) f(n) = O (g(n) ) se [Lh,>0 e c>0 tal que f(n)< cg(n) Un= n,.
(b) f(n) = Q (g(n) ) se (>0 e c>0 tal que f(n)= cg(n) LIn= n,,

(€)f(n) = ©(g(n) ) se f(n) = O (g(n) ) e (n) = Q (g(n) ).

Exemplo: 3n*+n?+ 10 =0 (n%), nlogn=0(n%), nlogn=Q (n)

Complexidade polinomial: O (nk)

Complexidade exponencial: Q (2°")

51

ODCA-FEEC-Unical

mp



Observacao

Este material refere-se as notas de aula do curso IA 881 Otimizacéo
Linear da Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computacdo da
Unicamp. Nao substitui o livro texto, as referéncias recomendadas e
nem as aulas expositivas. Este material ndo pode ser reproduzido
sem autorizacao prévia dos autores. Quando autorizado, seu uso e
exclusivo para atividades de ensino e pesquisa em instituicoes sem

fins lucrativos.
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