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1-Poliedros e conjuntos convexos

Definicdo 2.1 Um poliedro € um conjunto que pode ser descrito por
{xOO"|Ax = b}, A é uma matriz (mxn), b um vetor do
g™,

RestricOes de igualdade Ax = b, x = 0 (forma padréao) € um poliedro

Definicdo 2.2 Um conjunto SO 0" é limitado se existe uma constante

K tal que o valor absoluto de toda componente de todo
elemento de Sé menor que ou igual a K.

Definicdo 2.3 Seja aum vetor Z 0do 0" | e b um escalar.

(@) O conjunto {x O 0O"|a'x = b} é um hiperplano.
(b) O conjunto {x O O"|a'x = b} é um semiespaco.

Um poliedro € a intersecao de um numero finito de semiespacos
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ag' X = bg /

Poliedro P={x00%|a'x 2b,i=1,...,5}

a0H, = {x 0 0°| gx =b}

Hiperplano H e dois semiespacos Se S,
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Definicdo 2.4 Um conjunto SO O" é convexo se para qualquer x, y 0S

e qualquer ALJ[0,1] temos Ax + (1 -A) y LIS,

--------------- . °
X °
[ ] o ©
Q . .
....... i o .-
y S e
convexo Nao convexo convexo ??
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Definicédo 2.5 Sejam x1,..., x<vetores em 0" e A,,.., A,, escalares nédo
negativos cuja soma é a unidade.

K .
| s . ~
(@) Ovetor > AjX € acombinacdo convexa de x1,..., xk
(b) A envoltérialconvexa (convex hull) dos vetores x1,..., xké o conjunto
de todas as combinacdes convexas destes vetores

envoltdria convexa de x%,..., xK
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Teorema 2.1

(@)
(b)
()

(d)

Intersecao de conjunto convexos é convexa.

Poliedros s&o conjuntos convexos.

Combinacao convexa de um numero finito de elementos de um conjunto
convexo pertence a este mesmo conjunto

Envoltoria convexa de um ndamero finito de vetores € um conjunto convexo.

Prove:

(a)SejamS ,i 1, conjuntosconvexosesuponhajuex,y U S.
SejaA [I[01]. ComocadaS éconvexoeconténx ey, temos
AXx+ (1-A)y IS oquemostragqueestepontotambénpertence
aintersecaaosconjuntosy . Portantd ), § € convexo.

(b,c,d) EPC.
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2-Pontos extremos, vertices, solucoes
basicas factiveis

Definicdo 2.6 Seja P um poliedro. Um vetor x [JP € um ponto extremo de P
se nao podemos encontrar dois vetores y, z [P, diferentes
de x, e um escalar AJ[0,1] tal que x =Ay + (1-A) z
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Definicao 2.7 Seja P um poliedro. Um vetor x [IP € um vértice de P
se existe algum c tal que c'x < c'y para todo y satisfaz

y[lPey#X.

C

1ylc'y =c'x}
9

ODCA-FEEC-Unicamp



Poliedro definido pelas seguintes restricoes de desigualdade e igualdade

ax=hb,ilM;
ax<hb,ilOM,
ax=h,i10Mj
a; 10", b escalares

Definicdo 2.8 Se um vetor x* satisfaz & x* = b, para algum i M, M,, M,
entao a restricao correspondente esta ativa em x*.

X3

A
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Teorema 2.2 Seja x* um elemento do 0" e | ={i |a,x* = b} o conjunto de
indices das restricGes ativas. As seguintes afirmacdes sao
equivalentes:

(a) Existem nvetores no conjunto {a | il } que sao LlI.

(b) O espacgo gerado pelos vetores a, il, € o 0", isto é, todo elemento do 00"
pode ser expresso como uma combinacéo linear dos vetores a;, illl.

(c) O sistema de equagdes a;x = b, ilJl, possui solucdo Unica.
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Prove:
(- ) Suponhajuevetores ,i 01, geremo O".Entdo,0 espac@eradqora; ,i (1

temdimensam, dim (span({a;,i J1})) =n endestesetoreformamumabase]”
e saoLl (Teoremal.3).

(<) Suponhauendosvetores ,i L1l sejamLl. Osubespacgeradgorestes
vetoregem dim(span{a;,i J1}) =nedeveserigualaod". Logo,todoelemento

dod" éuma combinacadineardosvetoresy i 1 .(equivaléria(a)e(b)).

Equivalén@aentre(b,c) EPC. =

a, linearmente independentes - “restricoes correspondentes sao LI”

Teorema 2.2(a): temos n restricoes LI ativas em x* .

12

ODCA-FEEC-Unicamp



Definicao 2.9 Considere um poliedro P definido por restricoes de igualdade e
desigualdade, e seja x* um elemento de O".

(a) O vetor x* € uma solucao basica se
(i) todas as restricoes de igualdade estéo ativas,
(ii) entre as restricoes que estao ativas em x*, ndelas séo LI,
(b) Se x* € uma solucéo basica que satisfaz todas as restricbes, entao
ela € uma solucao basica factivel.
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Teorema 2.3 Seja P um poliedro nao vazio e x*[IP. As seguintes afirmacoes
sao equivalentes:

(a) x* é um vértice.
(b) x* é um ponto extremo.
(c) x* é uma solucao basica factivel.

ProvacAssumeP representdo porax=h eax=h.

Vértice= PontoextremoSuponhaquex* 1 Péum vértice.
Definicd02.7 - [(e00O" tal quec'x* <cy,OyOP, y # x* .
SeyOP,zOP,y#x*,z£x* e0<A <]l entaoc’x* <cy e

c'X* <c'zimplicaquec'’x* <c'(Ay + (L-\)z). Portanto

X* £ Ay + (1—A)z e ndopodeserrepresent@o por umacombinacao
convexade dois outros elementosdeP.Logo,x *épontoextremo.

Pontoextremo=> solucaobasicafactivel EPC

Solucadbasicafactivel= verticeEPC =
14
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Corolario 2.1 Dado um namero finito de restricbes desigualdade lineares,
existe somente um namero finito de solucdes basicas ou
solucdes basicas factiveis.

Prove:

Consideram restricesinearesiedesigualddeimpostasa x 00 ".
Existemn restricdesativaslinearmente indepentes emtodasassolucéedasicas.
n restricOestivaslinearmente indepentes - definemum unico ponto.

Logo,solucbedbasicaslistintascorrespondmaconjuntoslen restricoesle
igualdaddinearmengindependetesdistintos — numerodesolucdedbasicas
temumlimite superiorque €o numeradecombinacésquepodemogscolher
nrestricoesmototaldem. =

OBS: numero finito, mas pode ser muito grande! Exemplo: cubo unitario

{xOO"|0<sx <1,i=1...,nt -~ 2nrestricdes— 2" solugbedbasicasactiveis.
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solucOes basicas adjacentes: duas solucfes basicas distintas de um conjunto
de restrices lineares no 0" sdo adjacentes se podemos encontrar n—1
restricoes linearmente independentes que estao ativas em ambas.

D e E sao adjacentes a B
A e Csao adjacentesaD

Se duas solucdes basicas adjacentes também sao factiveis, entdao o segmento
de reta que as conecta e chamado de uma aresta do conjunto de solucdes
factiveis. Exemplo: DE, DC, etc.
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3-Poliedros na forma padrao

Poliedro {x OO"|Ax =b, x =0}, A matriz (mxn), b vetor do O".

Hipotese: mlinhas de A sdo LI = m<n (LD = redundancia)

Solucdes basicas = nrestricbes ativas LI em todas elas

Solucgdes basicas satisfazem Ax = b = mrestricdes ativas

Para obter nrestricdes ativas LI — (n—m) das variaveis x = 0 (x. = O ativas)

Escolha das (n—m) variaveis ndo pode ser arbitraria
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Teorema 2.4 Considere as restricbes Ax =b e x =0, e assuma que a matriz
A (mxn) tem linhas linearmente independentes. Um vetor x 0O"
€ uma solucado basica se e somente se Ax = b e existem indices

B(1),...,B(m) tais que

(@) Ascolunas Agy,..., Ag, sao linearmente independentes
(b) Sei#B(1),...B(m) entdo x, = 0.

Prove:

(- ) Considerex 00 "esuponhajueexistemindicesB(1),...,.B(m) quesatisfacam
(a)e(b).asrestricoestivasx; =0 e Ax =b implicamque

m n
_ZlA B()) XB(i) :_ZlAiXi =Ax =b
= =

ComoaascolunasAgjy,i =1...,n sdoLl, Xggy. .., Xg(m) SAoUnicamenteleterminads.

Logo,osistemaleequacbe®rmadopelagestricdestivaspossusolucaainica.Pelo
Teorema2.2,existermn restricoestivasL| eissosignificaquex éumasolucadasica.

(~)EPC -
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Procedimento para construcao de solucdes basicas

1. EscolhemcolunasLl Agy,...,Ag(m)-

2. Sejax =0 paratodoi # B(),....B(m).

3. Resolvero sistemade mequacbe8x =b
cujasincognitassaoXg iy .- - s Xg(m) -

solucéo é ndo negativa = solucao basica factivel

solucéo basica e factivel = pode ser obtida pelo procedimento

(a) Sex € umasolugaadbasica— Xggy .-, Xg(m) Variaveisbasicas

variaveisrestantesvariaveisnaobasicas

(b) Ag)---,Ag(m) colunashasicas- baseparao0™
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XB(1)
B:[AB(l) Agip) - Agml XB=|

| XB(m) |
XB = B_lb

B = matrizbasica(mx m)

1121000 8
016010 0] |12
1000010/ |4
010000 1| |6

A,,A5,Ag,A; basicasx =(0,0,0,812,4,6) basicafactivel

A3,A5,Ag,A basicas x = (0,0,4,8,-12,4,6) basicanaofactivel
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Interpretacao geometrica

X5

A
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1. solucdes basicas diferentes correspondem a bases diferentes

2. bases diferentes = podem prover a mesma solucao basica
Exemplos: b = 0 e solugcdes degeneradas

3. Solucdes basicas adjacentes - bases adjacentes

Forma padrdo: matrizes basicas possuem as
mesmas colunas, exceto uma

1121000 8
016010 0 |12
1000010/ |4
0100001 |6]

As Az AgAs: x=(00,081246) e AsAsAg A7 x=(0,0,48-1246)

n=7,seisresticoed.| ativasem comum 22
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Hipotese p (A) posto pleno (A full rank)

Teorema 2.5 Seja um poliedro P = {x 00" | Ax = b, x = 0} néo vazio,e A uma
matriz (mxn) cujas linhas séo &', ..& . Suponha que p (A) = k<me que
as linhas ail ,...,aik sejam linearmente independentes. Considere o poliedro

Q={x|aix=h .....ai x=h x=0}
Entao Q=P.
Prove:

(a)P O Q poisqualquerlementale P satisfazasrestricoegjuedefinemQ.
(b)QUP EPC
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SolucOes degeneradas

Definicdo 2.10 Uma solugéo basica x 00"é degenerada se o nimero de restricées
ativas em x € maior do que n.
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Peguenas mudancas nas restricoes de desigualdade
podem evitar solucoes degeneradas

N/
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Solucoes degeneradas na forma padrao

Definicdo 2.11 Considere um poliedro na forma padrdo P = {x OO" | Ax = b, x = 0}
e seja X uma solucao basica. Seja mo numero de linhas de A. O
vetor X € uma solucao basica degenerada se o nimero de compo-
nentes nulas de x € maior do que (n—m) .

A nao degenerada

B degenerada

26

ODCA-FEEC-Unicamp



Degeneracédo ndao € uma propriedade geomeétrica, isto €,
nao e independente da representacao

0, 0, 1)

1,1,

0)

P={ (X1, Xp Xa) [ X7 X = 0, X + X + 2X3.= 2, Xy, Xp, X3 > 0}
P na forma padréo

(1, 1, O)ndo degenerada

(0, 0, 1)degenerada

P={(Xy, X5, X3) | X3— %= 0,%X; + X5 + 2X3= 2, %y, X3 > 0}

P = forma n&o padrao

(1, 1, O)ndo degenerada
(0, 0, 1)ndo degenerada
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5-Existéncia de pontos extremos

Definicdo 2.12 Um poliedro P O 0" contém uma linha (reta) se existe um vetor
x OP e um vetor d 0O" tal que x + Ad OP para todo escalar A.

Nao contém uma reta
Possui pontos extremos

Contém uma reta
N&o possui pontos extremos
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Teorema 2.6 Considere um poliedro P={x 00" |a‘x = b, i = 1,...m} ndo vazio.
As seguintes afirmacdes sao equivalentes:

(a) O poliedro P possui no minimo um ponto extremo
(b) O poliedro P ndo contém uma linha reta
(c) Entre os mvetores a,,...,g, existem n deles que sao LlI.

Prova:

(@) = (b)

xOP, | ={i|lax=b} ]
) ot g x+Ad
Seg; LI - x ésolugadactivelbasica

pordefinicdo. Send@; 01 estdcemumsubespacgpropiodod”
eexisteumvetord Z 0 talqueaid =0Li OI. y=x+Ad - ay =ax+Aad=b

todasrestricOesativasaolongodaretay =x + Ad atéA = A
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(b) = (a) Se P tem um ponto extremo X, X & solucao factivel basica (Teor. 2.3)
e existem nrestricbes que estao ativas em x, com 0s respectivos
vetores a, LI.

(c) = (b) EPC

Corolario 2.2 Todo poliedro néo vazio e limitado e todo poliedro na forma padréo
possui no minimo uma solugao basica factivel.

Prova:
Poliedro limitado ndo contém uma reta.

Foma padrao esta no primeiro quadrante {x | x = 0} e este ndo contém uma reta.
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6-Otimalidade de pontos extremos

Teorema 2.7 Considere um problema de programacao linear de minimizar c'x
sobre um poliedro P. Suponha que P tenha no minimo um ponto
extremo e que exista uma solucéo otima. Entao existe uma
solucéo otima que € um ponto extremo de P.

Prova:

Seje Q conjuntc detodas a< solucbe otimas
SejaP = {xOO"J/Ax =b} evo valorétimodec'x.

Q = {xOO"Ax=b,cx=v} éumpoliedro.

X @

QU P e P ndocontémumareta(Teor2.6) Q
logoQ tambénmmaocontémumaretae possui
umpontoextremo. 31
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Seje x* pontc extremcde Q. Vamos mostra que x* tambén é pontc extremcde P

Sex* naoéponto extremode P, entaolly,zOP, y,zZx*,AO[01] | xX* =Ay +(1—A)z

v=Ccx* =ACy + (L—-A)c'z. Comov éo valorotimo,cy=vecz=v,.

Logocy=cz=veylQez[Q,o guecontradizo fatode x* é pontoextremodeP.

Além dissccomox* JQ, x* € umasolucaodtima.
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Teorema 2.8 Considere um problema de programacao linear de minimizar c'x
sobre um poliedro P. Suponha que P tenha no minimo um ponto
extremo. Ent&o, ou o valor da funcao objetivo € -1 ou existe
um ponto extremo que é a solucao otima.

Prova:EPC

Corolario 2.3 Considere um problema de programacao linear de minimizar c'x
sobre um poliedro ndo vazio. Entao, ou o valor da fungcao objetivo
é —L] ou existe uma solucéo otima.
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/-Representacao de poliedros limitados

Poliedros: representados por desigualdades

Poliedros: envoltéria convexa de seus pontos extremos

Teorema 2.9 Um poliedro nédo vazio e limitado € a envoltéria convexa de
Seus pontos extremos.

Prova:EPC

u ai*X :h*

0 34
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8-Projecao de poliedros e eliminacao F-M

X=(X,.., %) OO, k<n
Projecao 1 (X) = T4 (Xq,. .. Xn) = (4., Xg)

M (S) ={T () [xT &}

SZQ = i (SZ@

Verificar POO" 2@ — My4(P),...,M1(P)

n
DadoP ={xO0O"| 2.&; 2h, 1 =1,...,m}, eliminarx, econstruirll,41(P)
=1
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Algoritmo de eliminacao Fourier-Motzkin

1-Reescrever cada restricao 2., ,&; X 2, naforma

n-1
inXn Z_Zlaijxj +h,i=1....m
J:

se a,, # 0, dividir ambos lados por a,.. Fazendo x = (x,,...,X, ;) obtemos
uma representacao de P envolvendo as seguintes restricoes

X, 2d +fix se g,>0
d; +fix=x, se a;,;<0 ?i dj,flkescalares

s s oo”
Ozdk+ka se aj, =0 | ‘

2-Seja Q o poliedro no 0™ 'definido pelas restices

d; +f;x=d; +fix se a,>0ea;; <0
0=>d, +fx se aj, =0
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Exemplo algoritmo de eliminacao

X+ X 21 0=21-x —X%

X+ Xo+2%322 X321-(%/2)—(X/2)
2% +3%3 =3 reescrevendo - X3 21— (2% /3

X —4X324 =1+ (X /4)= X3

—2X X —X325 —9—2X + X = X3

Poliedro Q em [12

0=21-x—X%
=1+ (X% /4)21-(X%/2)— (X1 2)
=1+ (% /4)21- (2% /3
—5-2%+ X% 21-(X%/2)—(X/2)
=5-2%+%21- (2% /3)
37
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Teorema 2.10 O poliedro Q construido pelo algoritmo de eliminacao € igual
a projecéo IN_,(P) de P.

Corolario 2.4 Seja P O O™k um poliedro. Entéo, o conjunto
{xOOn | existeyO tal que &,y)0P}
tambéem é um poliedro.

Corolario 2.5 Seja P O O™k um poliedro e A uma matriz (mxn). Entdo, o
conjunto Q = { Ax | xOP} também & um poliedro.

Corolario 2.6 A envoltoria convexa de um numero finito de vetores é um
poliedro.
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Observacao

Este material refere-se as notas de aula do curso IA 881 Otimizacéo
Linear da Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computacdo da
Unicamp. Nao substitui o livro texto, as referéncias recomendadas e
nem as aulas expositivas. Este material ndo pode ser reproduzido
sem autorizacao prévia dos autores. Quando autorizado, seu uso e
exclusivo para atividades de ensino e pesquisa em instituicoes sem

fins lucrativos.
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