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Pros

1-Introducao
= Geometria da programacao nao linear

min z= (¥ —3)% + (X, — 4)°
sa S—X —X220
—25+X %<0
X1, X0 20
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= Solucao otima na fronteira das restricoes

S—X;—% =0

%k
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= Solucao 6tima no interior das restricoes

S—X;—% =0

%k
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= Otimo local devido a funcéo objetivo

S—X;—% =0

%k

—25+X =% =0
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= Otimo local devido as restricdes

fFernandoGomide

ODCA-FEEC-Unicamp



2-Convexidade

Definicao 1:um conjunto é convexo se, dados dois pontos quaigga X,
do conjunto, 0 segmento que 0s une também peréencenjunto.

S={x|x= A+ (1-A)X,0sA<1}

>

convexo Nao convexo
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Definicdo 2:A funcaof (x) € convexa se 0 segmento de reta que une dois
pontos quaisquer de seu grafo nunca esta abaigoafim(cOncava se nunca
esta acima).

FAX,+ (1-A) X)) SAF(X) + (1-A)f(X) (= cOncava)

f (Xl) i

F(X) r

X, X X%
convexa cOncava
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= Teoremas basicos da programacao nao linear
Teorema lqualquer minimo local de um modelo de otimizacao/ero
€ um minimo global.

Teorema 2Sef (X) € convexa, entdo o conjurfR={ x[f (X) <k} é
convexo para todo escalar

Teorema 3a interseccao de conjuntos convexos € um ConjuImzeso.
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Teorema 2

funcéo convexa

f (%)
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Teorema 4sef (X) possui a primeira e a segunda derivadas continuas
entao as seguintes afirmacoes séao equivalentes:

(a)f (x) é convexa

(b) f (x,) 2 T (%) + Of (%) (%, —%,)
(c) a matriz derivada segundafd®) € positiva definida para todas

A

f(x) r
f (%)

(b)
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Teorema 5Suma forma quadratica semi positiva definida € crave
Teorema 6uma combinacao linear positiva de funcdes convéxamvexa.

Teorema 7a funcad (x) € convexa se se somente se a funcdo unidimehsiona
g(a) =f (x + as) é convexa para todaofixo e s.
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Pro

= Problemas com restricOes de igualdade

min f(Xx)
sa gi(x)<0, 1=1,...,m
hj(x)=0, J=1...,r<n

R={ x| h(x) =0} nao necessariamente convexo
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3-Condicoes Karush-Kuhn-Tucker

Cone:um conjuntdR € um cone sg ] R, entdoAx [ R paraA = 0.

R={x|xOR= AxXUOR,A =0}

R N W b~ O
T

cone convexo cone nao convexo
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Sexi, x?, ....,Xx™é um conjunto finito de vetores, entao o conjlRto
de todas combinacdes lineares nao negativas cdesttess € um
cone convexo.

R={ X|X=A X+ A, X%+ .. +A X" A =20, =1,...m}

X1, X?, ...., X" sdo0 0s vetores geradores do cone
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= Teorema de KKT: interpretacao geometrica

min f(x,%) = (% —2)% +(xp =1)°

sa gy(X1.X) = X ~ X <0

02(X,X2) =X + X2 —=2<0
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_y 2
Xo =X

()= 207 (091 (<)

UiOZO, | 11
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= Condicoes de Karush-Kuhn-Tucker

Of (X7) = %l u; (—-0g;j (X)) (5)
Uio >0

u'gi(x’)=0

gi(x')<0 ©)

1=1...,m
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= Condicoes de KKT e multiplicadores de Lagrange

L(xu) = £ (X)+ 3 Ui (¥)
=1

(5) e (6)= L(X, u) estacionario enxf, u°), comu® satisfazendo (6)
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= Derivacao das condicoes de Karush-Kuhn-Tucker

min f(x)

sa ¢g(x)<0, 1=1,...,m (®)

f,g :diferenciaveis
X° . minimo local
X° + Y. perturbacao no entorno ge

B” ={i|g;(x") =0}

x° +y factivel (admissivel) sg(x°+y) <0, i0B°
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gi(xX’+y)<0,i0B"

i (X)) +0gi (x)y+O(y)<0, iOB’ Taylor
i0B° = g;(x°)=0

'g;(x°)y<0, iOdB" (12)

y admissivel= satisfaz (12)

satisfazer (12}4 admissivel (a ndo ser qu@&steja qualificada)
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Exemplo

g1(x) = =% <0
92(X) =-x2 =0

g3(x) =—(L-x)3+x, <0
x° = (L0), B°={23}

0'ga(X)y=-y2<0

O'g3(x7)y= y,<0
y = (1,0) satisfazmasnao é admissivel

y nao qualificada

ODCA-FEEC-Unicamp



= Minimo local

— nenhuma perturbacao local factiyel
O'g;(x°)y<0, iOB"
— diminui funcao objetivd

O0f(x°)y=0

Zy ={y|0'gi(x)y<0, i0B", Of'(x")y<0}=¢
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= |Lema de Farkas

Seja {P,, P;, ..P,} um conjunto arbitrario de vetores. Entéo exisfgm 0
tal que:

%:iﬁﬂ
i=1

se e somente sy = 0 paratodo y que satisfaB'y = 0,i =1,...,r

Prova
I
~ Sse Ry=)>[R entao
=1
4 r I
Poy=2.BiRY.B; =0

i=1
[y quesatisfazR'y >0
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~ se Ry=0 e Ry=>0, i=1...,r entdooPL

min Byy
sa Ry=0,i=1,...,r

tem solucéo otimg = 0. Logo o problema dual e factivel e tem

solugéo otima finita. Este dual, com variagjs.. 3, tem as
restricoes (que sao factiveis):

Ro= YRR B 20
=1
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Teorema 8sef e g sao diferenciaveis® é um minimo local, entao existem
multiplicadoresuy; =0 tal que

n

Of (x°)+ 3 U7 Og; (x°) =0
=1

uigi(x°) =0,i=1,...,m

se e somente Sg5 = @
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Pro

Prova

se escolhermos vetore$(x°) e +1g;(x°), iUB° como {P,,...P,} no
lema de Farkas, entdo existem1 = 0, i 1B° tal que

n
Of (x°) = Y u’ (-0Og;i (X)) =0 se e somente se
=1

Of'(x°)y=0 paratodoy que satisfaz (g; (x°)y <0, i IB°
Se definirmos ui =0 parai [J B entéo

0 (<) + 3 uf gy (x°) = 0
=1

urgi(x°) =0,i=1,...,m
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» Classe de problemas onde KKT s&o necessarias
—minimo local quand@; = ¢

1. todas restricoes séo lineares
2. todas as restricOes sao convexas e interiougtinfestricac ¢
3. gradientes de todas as restricOes ativas sgariirente independentes
4. qualificacao de restricao e satisfeita
sex? satisfazg(x) < 0,i = 1,...m, g, diferenciaveis, entao a qualificacao
de restricao é satisfeita ethse todoy tal queg’;(X)y<0,i [IB° e

tangente a um arco diferenciavel que emanaldeesta contido no
conjunto restricao.
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Pro

= Teorema de Karush-Kuhn-Tucker

Se

a) todas funcdefse g, sao diferenciaveis
b) x° € um minimo local para (8)
c) qualificacao de restricao € verificada ¥m

entao existe um veter = (u°,, W°,,...,u°,) = 0 tal que as condicoes de KKT
n
OfF (X)) + 2y 0g;i (x7) =0
=1
Uingi (Xo) =0,1=1...,m

sao satisfeitas ems.
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4-Pontos de sela e condicoes suficientes

— CondicOes de KKT
e necessarias problemas convexos e nao convexos

» supdem funcao objetivo e restricoes diferenciaveis

— CondicOes baseadas na funcédo Lagrangeana
« verificadas sem necessidade de diferenciabilidade
* suficientes para quase todos modelos de programmagtBmatica
* se 0 modelo é convexo e satisfaz qualificacao dag&s entao

condicOes de ponto de sela sao necessarias eBtdii

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



= Problema primal

min f(Xx)
sa gi(x)<0, 1=1,...,m
xS

f,g :funcoes arbitrarias definidas €n
X  :vetorndimensional
S :subconjunto arbitrario d&"

* Funcao Lagrangeana associada

L(xu) = F()+ X g (3, 4 20
=1
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Definicdo 3:0 ponto &°, u°) comu° = 0 ex°JSé um ponto de sela d€x,u) se

L(x°, u®) < L(x, u®) [IxOS
L(x°, u®) = L(x°,u) [Ou=0

L(X,u)

TIPS T,

: Gipln L
5. I
0-)
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Pro

Teorema 9sejau° = 0 ex°JS. Entao £°, u®) € um ponto de sela dé€x, u)
se e somente se

(a)x’minimiza L(x,u”) em S
(0)gi (x°)<0, i=1...,m
(©uigi(x’)=0,i=1,...,m

Prova
- L(x°, u®) < L(x, w°) [xS = (a)
L(x°, u®) = L(x°,u) [Ou=0
(¢] m (¢] (¢] o m (¢]
FOC)+2ugi(x) = F(X)+ 2 ugi(x),u; =0
=1 i=1
> (U —u)gi(x") <0, Ouy; 20 (11)
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Se (b) §(x) <0,i=1,...m) é violada, entag, pode ser escolhido
suficientemente grande tal que (11) seja violadéade(b) tem que
ser satisfeita.

Se todosi = 0, entdo (11)= Zuf’gi (x)=0
mas U =20eg(X)<0= Z_I:ufgi (x°)<0
logo uigi(x°)=0, i :1,...,rln
(a) xX® minimizaL(x, u°) e (c)u®, g(x) = 0,i = 1,...m= L(x°, w°) =f (x°)
por definigéo L(x" ,u) = f (x°) + gui gi (X°)
=1

comogi(X) <0, o termau; g;(X) € nao positivo para todo=0 e

L(x*,u)< f(x°)=L(x",u”),du=0
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Teorema 10(suficiéncia do ponto de sela)

Se {&°, u®) € um ponto de sela d€x, u), entdox°® é solucdo do primal

Prova

como &°, u°) € um ponto de sela, entdo as condicoes (a), ¢)) '6rema 9
sdo satisfeitas. Fazendgx) = (9,(X),....,g(X))' a condicéo (a) torna-se

f (x°) + ueg(x°) < f(x) + ueg(x), OxOS (18)
Condicao (c)= ug(x°) = 0 e (18) torna-se

f (x°) < f(X) + ueg(x), UxdSque satisfag(x) <0 (19)
e Ox primal factivel, o terma°g(x) € nao positivo; isto é

f (x°) < f(x), OxOS, g(X) < 0= x° é solucdo do primal
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= Comentarios sobre suficiéncia do ponto de sela

— Teorema 10 se aplica a qualquer modelo de otimizagéuindo
e Sé um conjunto finito

e f eg ndo convexas
— Ponto de sela pode nao existir

 existéncia garantida somente para modelos convexos

* mesmo assim minimizacao déx, u) pode ser atrativa
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= Exemplo da nao existéncia ponto de sela

min{—x|1-2x =0, 0< x <1}

FazendoS ={0< x<1} oproblemademinizaroLagrangeaio &

min{ L(x,u) = —x? + u(L- 2x)}
xS

[Tu | minL(x,u) ocorreemx’ :%
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5-Metodos de programacao nao linear

= Categorias principais
—metodos das direcOes factiveis

—meétodos das funcbes de penalizacao
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= Metodos das direcOes factiveis

— Principio dos métodos das direcdes factiveis

1. escolher uma solucéo inicial factivel
2. determinar uma direcao que
2.1 pequeno movimento nesta direcdo nao violagess (factivel)

2.2 valor da funcao objetivo melhora nesta diregg&avel)
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= Metodos das direcOes factiveis
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Pro

= Algoritmo de Zoutendijk

min f(x)
sa gi(x)=0, 1=1,...,m

R={x]|g(x)=20,i=1,..m} conjunto restricao
X, : solucao inicial factivel
escolher vetos cuja direcéo seja simultaneamente factivel e usavel

supor g;(x,) = 0,1 U
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* Direcéo factivel

d ,
o] (X tas)  =0gj(%)s=0

a a=0
= Direcéo usavel

d ,
— (X tas)  =Ufi(x)s<0
da a=0

= Melhor diregéo: vetor factivel quein Uf '(x.) S

= Projecao de £If (x,) no plano tangente exy
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plano tangente

»
>

= Melhor direcaog, ¢) deve ser tal que
—diminui funcéo objetivo
— se afasta da fronteira do conjunto restricao
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min ¢
sa 'gi(x)s+6;¢=0, i0Jl,0<06; <1

f (X5)s—¢<0
sSs=1

* Problema quase linear
— pode ser resolvido eficientemente

—se min > 0 entdcs nao factivel; para

* Determinacao do passo

min f(xy +as)
sa X, +aslIR
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= Algoritmo do gradiente projetado de Rosen

Xq

P=1-A( A’A)_l A Restricoes lineares
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= Resumo algoritmo do gradiente projetado

1. calculardf (x)

2. associar &_ as restricoes ativas (planos que passanmy.em

3. projetar £If (x,) na interseccao dos planos que passam em
sex, & um ponto interior, entdo a projecao é o propib(x,)

4. se a projecao nao € nula, entao minimizar amloagorojecao,
sujeitas as restricOes; fazer k+ 1 e ir para 0 passo 1

5. Se a projecéo é nula, entab(x,) pode ser escrito comdf (x,) = 2. ua
5.1 seu, = 0 [Ji, entédo é solucdo otima (satisfaz KKT); senao

5.2 definir novo conjunto de planos associadg eemovendo do conjunto
corrente de planos aqueles cam O; ir para passo 3
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= Metodos das funcdes de penalizacéao

min f(x)
sa gi(x)=0, 1=1,...,m

0O y=0
o y<O0

qm:{
min 109+ 3.6(6: 00
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= Algoritmo de Filacco-McCormick

r>0

P(x,r) = f(x)+rz
i=19i (X)

1. escolher, > 0 e x, interior ao conjunto restricdo

2. min R(x, r,) iniciando enx, existex(r,) dentro conjunto restricao

3.r;>r,>...>r, >0, cada solugéx(r,) sera um ponto interior

4. efeito de : reduzir influéncia do terno adicional



= Modelo dual de Wolfe

— Primal

min f(x)
sa ¢g(x)=0, 1=1,...,m

— Dual

max L(x) = f ()~ 3 i (¥
=1

m
sa Uf(x) = 2 uilg;(x)
i=1
u 20,1 =1,...,m



= Propriedades do modelo dual de Wolfe

1. se primal tem soluc&q entaoll tal que &, u) resolve o dual
2. valores das funcdes objetivos primal e dual sédaisg
3. para cada primal factivel e X, u) dual factiveF (x) = L(x, u)

4.1 (x) imitante superior &(x, u) limitante inferior



>
f(x)+r
r)=

P(X,

r>0
)
19; (X
| =

0
) =
(r
(X
Lg;
lk
> 2 (x(rk))
Ji
(x(r)) + 2
LIf
) —
)Tk
(re
(X
LIP

0
y ) ”
2 (X(r

Ui () = "




Se

1. se interior conjunto restricdo nao vazio

2. fungbed e g sao Xcontinuamente diferenciaveis

3. conjunto ponto no conjunto restricao tal u&) < k é limitado Lk <
4.1 (xX) limitada inferiormente parano conjunto restricao

5.f(X) convexa

6.9 concavas

7. P(x, r) estritamente convexa no interior do conjuntorigd [Ir >0

entao



m 1
L(x,u) = f(x(r))—rne > <v, < f(x(ry))
S0P () ‘

V,: P-minimo

{(x(ry), u(r,))} converge para a solugao dual )



Observacao

Este material refere-se as notas de aula do cérs®l0d Otimizacdo de
Sistemas de Grande da Faculdade de Engenhariac&letde Computacao
da Unicamp. Nao substitui o livro texto, as referés recomendadas e nem
as aulas expositivas. Este material nao pode gsdezido sem autorizacao
prévia dos autores. Quando autorizado, seu ugoléseso para atividades
de ensino e pesquisa em instituicoes sem finativos.
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