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Pros

1-Algoritmo simplex

= Geometria da programacao linear

max z = Xq +3X»
sa —XtX»<1
X]+ Xo <2
X1, X0 20
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= Solucao otima finita

@/ (112, 3/2)
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@ c= O®X "

X;+ 3X, = constante €
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= Solucao ilimitada

—X1+X2=1

X+ X, =2



= Modelo infactivel (sem solucao)

X2

\ X+ X, =—1



* Problema de programacao linear
— nao tem solucao
— solucao ilimitada
— solucéo otima unica
— namero infinito de solucdes 6timas

* Propriedade
— solucao 6tima € um ponto extremo



= Forma canodnica

min Cx
sa AX<b
Xx=>0

xOR", Xx=(X{,X2,... . Xp)

A(mxn), bOR™, cOR"

rank(A) =m



= Forma padrao

min Cx
sa AX=Db
x>0

= Variaveis nao negativas

Xk = Xie = Xy XX =20



= Variaveis de folga

n n
2 a4 Xjsh - 2 gjXj tXn4i =0, Xp4i 20
| =1 J:]_

o

= Variaveis de excesso

n n
Zaijszlq 5 Zaijxj—xmi:b, Xp+i 20
j:]_ J:]_



= Teoremas basicos da programacao linear

Definicdo 1:uma solucéao factivel para um problema de programiagéar
é um vetox[JR" que satisfaz as restricbes principais e nao negadies.

Definicdo 2:matriz basica € uma matmzxm formada poim colunas deéA.

Definicao 3:solucdo basica € o unico vetor determinado pelalles de
uma matriz basica, fazendoras mvariaveis associadas as colunas que
Nao estao na matriz basica iguais a zero, e restivesistema (nao
singular) de equacdes paranagariaveis restantes.



Definicdo 4:uma solucéo basica factivel € uma solucao basicaegutiva.

Definicao 5:uma solucéo basica factivel ndo degenerada é Uogieo
basica factivel com exatamembeeomponentes > 0.

Definicdo 6:uma solucéo 6tima é uma solucéo basica factivehquienizaz.



= Exemplos

- X1+ Xo + X3 =1
X1+ Xo + +Xg4 =2
X 20,1=1... 4
B 10 =0,%=0, X3=1,%x,=2
= — = =
O 1 2 3 4

B -10 1,x,=0, X,=0,x,=3
= p— — =
0O 1 & oo



Teorema la funcao objetiva tem o seu minimo em um ponto extremo do
conjunto de restricbes. Se a funcéo objetivo tanms@imo em mais de um

ponto extremo, entéao ela possui 0 mesmo valortpdoaponto do segmento
gue conecta estes pontos extremos.

Teorema 2um vetorx[JR" € um ponto extremo do conjunto de restricoes se
e somente seé uma solucéo basica factivsb).

nsbfg(nj: "
m/, (n—-m'm



= Sistema de equacoes

81X 810Xy *...taXy =y
ap1X +axyXp +...tagX, =y

S={x0OR"| Ax=h} conjunto solugéo



= Sistemas equivalentes
S ={xOR"| Axx=ly}
S; ={x0OR"| Apx = by}

S

conjuntos solucao iguais



= Transformacao de um sistema em outro equivalente

Operacao elementares com linhas

1 — multiplicar qualquer equac&por uma constante # O.

2 —trocar qualquer equagkppela equacag, + k E ondeE, é
gualquer outra equacadez 0.



= Exemplo

- X1+ Xo + X3 =1
X1+ Xo + +Xg4 =2

E, - E,—1E,

- X1 + Xo + X3 =1
2% —X3 tX4=1



= Plvoteamento

Definicdo 7:uma sequéncia particular de operacfes elementarebnd@ms
gue substitui um sistema linear por outro equival@o qual uma variavel
especificada tem o coeficiente unitario em uma edm& nulo nas restantes.

1 — selecionar um term@x, na linha (equagaa) colunas, coma, # 0.

2 — substituir a-ésima equacao peteésima equacao multiplicada por
1/ a..

3 — para cada= 1,...mexceto para=r, substituir a-ésima equacah,
por Ei _ a15/ars Er'



= Exemplo

@3X2_4X3+X4:1

Xl_X2+ +5X4:6

3% + Xo + X3 — 9
X +§X — 2X +1x _1
1 2 2 3 5 Y >

X— Xot +5 X4:6
3X1+ Xo + X3 )



x+§x — 2X +1x =1
122 3242

—EX+2X+9X_E_
22 324

3X1+ Xo+ X3 =2



= Sistemas canonicos

M1X T HY2Xo o T X T M XM+ T T Y Xy = b_l_

Ao1X1 taooXo ...+ AomXm F om+1Xm+1 t------ T aonXp = b2

B - Bl o Xg= (X, X %)



= Sistema canonico

X1 + §1m+1Xm+1 +...... + Eln X = b]_

X2 + 52m+1Xm+1 +...... + §2n Xn — b2

Xm*8mm+1Xm+1t - +8mnXn = by

X =0y, X =by,... =b, variaveis basicas
Xm+1 = Xma2 = --- = xn 0  variaveis ndo basicas
b >0,i=1...,m = solucdo basica factivel

Db =0 = solucidodegenerada



= Algoritmo simplex

— Método simplex
o fase |: solucéo basica factivel inicial
modelo infactivel
o fase Il: solucéo otima
solucao ilimitada
—Fase | e |l
e usam o algoritmo simplex



= Sistema canonico aumentado (tableau simplex)

— Reescrever a funcao objetivo

Z=C X tCoXo *+...+ChX,
—Z+CX +CoXo +...+C Xy =0

— Incluir no sistema candnico

X1 + §1m+1Xm+1 +...... + éln Xp = b_l_
X2 taometXmer oo + 80Xy =Dy
Xm +amm+1Xm+1t - Fa8mnXn = Oy

~ZHCprimitXmert .o FCpXy =2



= Teste de otimalidade

Teorema 3uma solucao basica factivel € uma solucéo otima) (se os
custos relativos (custo reduzido) séo todos naatives.

Cj20 J=m+1...,n

Z : valor otimo da funcaoobjetivo
Prova:

= z+6m+1Xm+1+... +6an

Xm+1,Xm+2,... ,Xn = O
X1,X2,... X 20

Cj 20,] =m+1,...,n :>Cij >0



AlgoritmoSimplexBasico( jetorna uma solucéo otima
entrada: um modelo linear de otimizacéao
X « GerarSolucaoFactivellnicial( )
¢ ~ CalcularCustoReduzido(A, B)
sec; 200 U{1,...,n} entao retornar x
senao
repetir
determinar a variavel nao basica que entra na(bakaa pivas)
determinar a variavel basica que sai da base (firni@er)
fazer o pivoteamento
até quec =0 UJj U {1,...,n}
retornar X



= Variavel ndo basica que entra na base

Cs = mln{CJ | Cj <0}
J

= Variavel basica que sai da base



Corolario 1:uma solucao basica factivel 6tima é unica se s®suU
reduzidos de todas as variaveis nao basicas sawvgms

Ci >0 j=m+1,...,n

Teorema 5:se, para alguma columado sistema canonico, todos 0s
elementos sao nao positivos e 0 custo reduzidoesmondente é
negativo, entdo o modelo é ilimitado.

Prova.:
X = by —aygXg
as<0 1=12,.M = Xg - ©

Xm = Bm = amsXs
Z=7Z+CgXg Cs <0



= Exemplo

— Forma canoénica

min —-10x —12x, —12x3
sa X+ 2%+ 2X3<20
2X1+ Xo+ 2X3 <20
2X+ 2%+ x3<20

X1, X2 ,%3,%X42 0



— Forma padréao

min —10x —12x, —12x3

sa X1+ 22X+ 2X3+ Xy =20
2X +  Xo+ 2X3 + X5 =20
2X1+ 2%+ X3 +Xg = 20

X1,%0,%3,%4, %5, %6 2 O

x=(0, 0, 0, 20, 20, 20) solucao basica factiveliahi
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-10
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Xy . X3 X4 X5 X
120 0 -4 0 0 0 0
10 0 1.5 1 1 -0.5 0
0 1 -1 0 -1 1 0
10 0 2.5% 0 1 -1.5 1
Xy . X3 X4 Xs5 X
136 0 0 0 3.6 1.6 1.6
4 0 0 1 0.4 04 -0.6
4 1 0 0 —-0.6 0.4 0.4
4 0 1 0 04 -06 04




= Solucao basica factivel inicial (Fase |)

min cx
sa AxX=Db
x>0

— Assumir, sem perda de generalidanz,0
— Introduzir variaveis artificiaiy [1 R™

— Criar problema auxiliar (modelo artificial)



= Modelo artificial

min y; +yo +---+yny
sa Ax+y=Db

x=0

y=0

Inicializacdo: x=0,y=Db, B=1



= Exemplo

min X+ X+ X3

sa X1 +2Xy +3X3 =3
— X1 +2X5 +6X3 =2
4Xo +9X%3 =5
X3+ X4 =1

X1,X2,%3,X4 = 0



= Modelo artificial

min y; +y,+y3+yy

Sa X+ 2Xo +3X3 +V1 =3
—X 2%y +6X3 +Y2 =
4xo +9X3 tY3 =

3X3 + X4 tys =1

X1y s X4, Y1002 Y42 0
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Pros

2-Algoritmo simplex revisado
— Cada iteracao simplex computa o sequinte:

1. custos reduzidos para calcular colana
Cs = Min{T; | Cj <0}
J

2. Suponda-ésimo custo reduzido negativo, os elementos danasle
das variaveis basicas para determinar o pivo

Ps=(&s,... @ms) X = (El’ ’Em)

b, | b _
—— = min _& - Ars
drs qs>0( s
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Pro

= Modelo de programacao linear na forma coluna

fFernandoGomide

MiN CyXq +...+CyXn
X 20,1=1,...,n

Pj = (alj yo oo ,amj)'
A:[Pl,... ’Pj yo oo Pn]
rank(A) = m

= Assumir modelo factivel

ODCA-FEEC-Unicamp



= Definindo

B:[le,... ’sz ,ij]
XB :(le’”' ’Xj2 ""ij) XB = B_lb:t_)

Cp :(le’”"CjZ""ij) XBZO

= Sistema canonico aumentado (tableau)

ael

j :(alj - ,amj,Cj)', J =1, ....n
h+1 = (0,... 0,1y
= (by.... b O)

o O



Bx +...+BX, =D n . - -
N, > R +Phua(-2) =b
CiXg+...TC Xy =Z i=1

~ B O
i <2 7] s

Modelo factivel = g  matriz basica factivel

| B o}
B _ -1
CB B 1

o>
I
=



Definicdo 8:77é o vetor de multiplicadores simplex associado a Base

7 = (71,..., ) = CBB_1

Nota: multiplicando a primeira equacéao por da restrigéacpal por 7z, a
segunda porz, e am-ésima porrz,, somar e subtrair da funcao objetivo:

cj—zP; =0 | basica = 7r:c:BB_1

A -1 A -1
BL B S 0 N BL B 0
—CBB 1 -7 1



BYY Bx +Bra(-2)]=BH

=1
ET an Of x
az1 aon X2
5! -
Aml a8mn O Xy
| C Ch, 1l|-z




Yy F
P
1% T :
Pre1(-2)] =B7D

1=1



P. = B 1p. atualiza coluna

Cj =C;j —7er atualiza custo reduzido

Nota:dadaB'e 77 as quantidadeéj ﬁ? necessarias para uma
iteracao simplex sao obtidas a partir dos dadgsaiisc, e P,



* X, entra na basee sai da base
* Psentra na basef®, sai da base
» Gerar inversa da nova matriz basica



= |nversa da nova base

-_U>

1

o>
iR
X

-_U>

Jm

Uy

Um+1




Uy

U - ad Uy
r_

Um+1

s

a, ~— pivo

Ars P

ams

Cs |
I
Bhew : Uy



= Simplex revisado: resumo

e N

Br+1 = (-7, — @2, .., — )

m
Cj :Cj —_Zniaij =Cj —71'Pj

1=1

Cs =MmINn C;
J
Cs =2 0, solucaootima

Ps| ~_4|P
C. <0, calcular { S}: B 1{ >
Cs



1 Ps| o i
7 {B 1= 7S] pivo as,colunasl---m+1 novainversa
. CS

(Xg)i « (Xg)i —0&s, 17T

(xg)i < ©



= Simplex revisado: forma produto da inversa

Tm+1

colunar

M =9




B l=EB;?!

_1 _
Bl =EExq...E
r=(..((cEk)Ek-1).-)E1

P, =B 7P, = Ex (... (Ex(E4PY))...)



3-Dualidade em programacao linear

Primal Dual
min CX max T
sa Ax=Db sa ATI<cC

x=0 =0

ProfFernandoGomide



Teorema 6seX €N sao solucdes primal e dual factiveisioen

Z=CX=>Tib=V
Prova.:

X=20, AX=Db, An'<c
Logo
CX = 7IAX = T

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Teorema 7se o dual e o primal possuem solucdes factiveiapearnbos
tem solucao otima min z= max v.

Prova:

Teorema 6:z°> v¢ = primal e dual tem solucao otima
X" solucao primal

X" basica(primal tem solucaodétima)

B°xg =b xg =0

n° =cg(B°) "

Cj=cj—TP; 20; [Jj

A(T) <c

v’ =1'b=cg(B°) th=cpxp = 2°

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



= Interpretacao teoremas6 e/

Z
\
7 ........... T ..................
l min z=max v
V.
A




= Pontos importantes

— restricOes duais = condicdes otimalidade primal
e custos relativos aparecem como variaveis de folga

— multiplicadorm® associado com base otima primal é solucao dual
— algoritmo simplex automaticamente fornece solugé d

— resolver problemas lineares: primal ou dual, o @uarfais simplex
— multiplicadores simplex (variaveis duais): precosgtos marginais

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Corolario 2:se ou o primal ou o dual tem solucao 6tima, entédotm
também tem e o valores 6timos das funcoes objet&osguais.

Teorema 8se ou o primal ou o dual tem solucao ilimitada, emautro
é infactivel.

Prova:

Assumindo o primal ilimitado, pelo T2
b < — [ parasrdual factivel

existéncia solucao dual factiveb contradicao

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Teorema 90 par &°, °) comx°® primal factivel ere dual factivel possui®
e 1° primal e dual 6timo, respectivamente, se e somenig sTPA)x° =0

Prova:

—

X solucao primalfactivelqualquer

AX=b: X=2Z
CX—TIAX = Z—-Tib
Th=V

(C—mAX=Z-V

(x°,10) primal e dual 6timo=2z"-v°  =0=(c—-n A)X

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Pro

(x°,10) satisfaz (c—z"A)x =z -v° =0

Tl=> z°<zev 2v= (X, )édtimo

= condicdo ¢ —A)x°=0 folga complementar
(c'—mPA); x°=0 0

¢ =0 i (G =¢ —-1R)

fFernandoGomide
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Classes de algoritmos de programacao linear

Algoritmo Factibilidade Factibilidade Folga
primal dual complementar
Simplex satisfeita relaxada satisfeita
Dual simplex relaxada satisfeita satisfeita
Primal dual relaxada satisfeita satisfeita




4-Algoritmo dual simplex

= Algoritmo dual simplex
— simplex aplicado ao dual
— Inicialmente:

Cj 2 O factibilidade dual

Cj =0 folga complemenar

b #0 factibilidadeprimal relaxada



= Algoritmo dual simplex

1-b, =minb <0 linha pivé r

colunapivd s

3-Se &; 20 U], entaoprimal infactivel
4— Pivotearsobrea,

5—-Seb >0, i entdosoluciodtima. Sendopassal



= Exemplo

min 2x4 + Xg
sa X +3x4+ X5 =1
X2 — X4+t 9X5= 2
X3 —2X4 —6X5=-1
X1ye.. X520



—6*

5/3
8/3
8/3

1/6
1/6
-1/6
-1/6

0

1
0

1/3

—-19/6




5-Algoritmo branch-and-bound

min CX
sa AX<Db
x {10}
= Exemplo
Gerador
1 2 3 4
custo operacao 7 12 5 14
poténcia 300 600 500 1600




‘= 1 segeradorj éligado
0 casocontrario
min 7X1 +12X2 + 5X3 +14X4
sa 300x +600x, +500x3 +1600x, = 700
X1, X2, X3,%4 {01}



= Definicoes

1 — solucdes parciais: algumas das variaveis fowsas livres (notacés)
X=(1,# 0,#) solucéo parciat, = 1,x; = 0O fixos, X,, X, livres

2 — completamento de solucao parcial: solucoes caagbensistentes com
a solucao parcial e todas as componentes fixas

x=(1,#,#0)- (1,0,0,0), (1,0,2,0), (1,1,0,01,12,1,0)

— _
—

factivels



3 — nos: solucdes parciais

4 — arcos: variaveis fixas de solucdes parciais
5 —raiz: solucao parciat©® = (#, ....,#)

6 — NOs ativossolucdes parciais nao terminadas

7 — solucéo incumbentenelhor solucéo factivel encontrada até entao



= Algoritmo branch-and-bound

—termina solucao parcial quando identifica melhanplementamento
—termina solucéo parcial quando esta nao produz&olatima
—solucéo parcial ndo terminada é ramificdol@ich
— cria novas solucdes parciais a partir da solucémgdatual e das
variaveis livres correspondentes
— para quando todas solucdes parciais foram ramifscadderminadas
* solucdo incumbente, se existir, € otimo global

e caso contrario modelo é infactivel



* Problema candidato associado a uma solucao parcial

— versao restrita do modelo, com variaveis fixasaoman solucéo parcial
— completamentos factiveis sao solucdes factivemallema candidato
correspondente

— valor da funcéo objetivo do melhor completamenttiyal é o valor
Otimo da funcao objetivo do problema candidato

" Exemplo x=(#1#0)

Min 7x +12X5 +5x3 +14x4

sa 300x +600x, +500x3 +1600x4 = 700
X1, X3, {01}
Xo =1, X4 =0



= se uma relaxacdo de um problema candidato é wéhatintao
a solucéo parcial associada pode ser terminada@oisxistem
completamentos factiveis.

* se uma relaxacédo de um problema candidato podsuidafuncao
objetivo pior do que o valor da solucao incumbeait¢do a solucéo
parcial pode ser terminada porque nehum complememnita factivel
tera valor melhor do que o da solucao incumberaar{d.

= se uma solucéo 6tima de uma relaxacéo do problantidato é
factivel para o modelo original, entao ela € o metompletamento
associado a solucao parcial

= esta solucéo, apos comparacdo com a incumberdristie, pode ser
terminada



AlgoritmoBranchBoundBasico(rgtorna solucéao
entrada: modelo otimizacéao discreta
inicializacao: X0 = (#,...,#) owlincumbente com valorPyt ~ 0
repetir
seexiste solucao partigntaoselecionar uma delas
senao
seexiste solucao incumbente entao ela é otiei@myrnar (X, V)
senaomodelo infactivelretornar
ResolveRelaxacaoProblemaCandidagp(
serelaxacao infactivedntdaoteminarxt,t — t+1
senao
sesolucao 6tima relaxacao pior do que solucao incmtebeorrenteentaoterminar
t=t+1
senao
sesolucao oOtima relaxacao satisfaz restrigg®fo solucao incumbente
candidata; terminat ;t=t+ 1

senaoescolher variavel livre fracionaria modelo relaxatao;
criar dois novos arcos;=t+ 1



» Exemplo

Xx© = (0,0,0,044)

X@ = (0,033,10)
v

) x® = (0,0,0,1)
v=14 0 V=14 =9

por solucéo Xy =

x© = (067,01,0)

x® = (01,02,0)
vV V=967

v =13

X3=0

x@ = (011,0) x® = (033,1,0,0) X = (1,0,08,0)
V=17 V =14.33 V=11
por limite por limite infactivel

x® = (1,010)
V=12
por solucéo infactivel




= arredondamento de solucdes relaxadas parciais:
—quando aplicavel, ajuda a encontrar incumbentes
—arredondamento feito antes de ramificar
— pode fornecer 6timo aproximado

= arredondamento n&o garante obtencao de novas iectesh

= valor otimo relaxacéo associado a no pai de sofugaeciais € um limitante
— superior para problemas de maximizacao
— inferior para problemas de minimizacao

= sempre gue branch-and-bound obtém nova solucao benim
— solucdes parciais ativas cujos limitantes do n@paor que a nova
solucéo podem ser terminada



= Estratégias de busca e de desempate

— primeiro em profundidadelépth fis}
e maior numero componentes solucéo parcial fixos

— primeiro melhor lgest firs)
» solugao ativa com melhor limitante estabelecido pai

— depth forward best back
« profundidade; primeiro melhor quando termina uwmlagio parcial

— desempate: regra do filho mais proximo



Observacao

Este material refere-se as notas de aula do cérs®l0d Otimizacdo de
Sistemas de Grande da Faculdade de Engenhariac&letde Computacao
da Unicamp. Nao substitui o livro texto, as referés recomendadas e nem
as aulas expositivas. Este material nao pode gsdezido sem autorizacao
prévia dos autores. Quando autorizado, seu ugoléseso para atividades
de ensino e pesquisa em instituicoes sem finativos.
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