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3-Funcao e métodos de barreira

4-Direcoes factiveis e gradiente reduzido
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1-Introducao

= Forma geral PNL diferenciaveis

min(max) f(x)
sa g(x)=zb, VieG

/, g; : fungdes diferenciaveis

g.(x)=b, VieL

G, L, E : conjuntos de indices

g.(x)=b, ViEE

Métodos de PNL restrita

— métodos de transformacao: penalizacao, barreira, ...

— meétodos de direcdes factiveis: gradiente reduzido, ...

3

©DCA-FEEC-Unic

amp



2-Funcoes e métodos de penalizacao

min f(X)
sa g(x)=5b

transformacao em um PNL irrestrito, uw > 0 e grande

min f(x) + u[g(x)-b]’
sa x € R”

na solucdo 6tima [g(x) — b]* = 0
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min f(X)
sa g(x) =b

transformagao em um PNL irrestrito, uw > 0 e grande
u[g(x) — b]? penalizaigualmente g(x) - b<0eg(x)— b >0
penalizacao é desejavel somente quando x é infactivel

min f(x)+ uwmax[0, g(x)-b]
sa x € R”

na solug¢ao 6tima max|[0, g(x) = b] =0
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Transformacao:

min f(x)+u Y p,(x) = F(x)

= (0 se x ¢é factivel
p.(X) =+

> () caso contrario

p; (x) fungdo de penalizagdo, u > 0

ldeia: iniciar com uma solicao candidata x qualquer e forcar
o otimo irrestrito do modelo transformado para factibilidade
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Funcoes de penalizacao

= > <
g,(x) — b/ max[0, b, — g(x)] = max[0, g(x)—b,]
g(x) —b,J? max?[0, b, — g(x)] max?[0, g(x)—b]

= Diferenciabilidade x exatidao da penalizacao
— alternativas [.]? sdo diferenciaveis, mas ndo exatas em geral

— alternativas ndo [.]? sdo exatas se u—s oo induz factibilidade
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Resultados importantes

Se uma solucao 6tima x™* do modelo transformado é factivel

para o modelo original restrito, entao ela é 6tima para este
modelo.

Se alternativas nao quadradas da funcao de penalizacao sao
usadas com um PNL restrito que possui solucao 6tima, entao
existe um multiplicador finito u suficientemente grande tal

gue um otimo irrestrito da transformacao € 6timo para o
modelo original restrito.
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Exemplo

min x> + x,’
sa x;, +x, =1

F(X)=x> T x2+u(x; +x, = 1)

min F(X)

VF(x)=0

X;=x,=u/QRu+t+1l) Lo e D

v
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Multiplicador de penalizacao

min Xx
sa 3<x<5

100 100
equeno rande
80 |- nped 80 |- ne
50 | 60}
= R
= LY
40 40
20 —\ / 20
0 | | — | | | | 0 | | - | | | |
0 1 2 3 4 5 6 71 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
X X

u > 0 iniciar pequeno, aumentar durante as iteragdes
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Algoritmo SUMT (Sequential Unconstrained Min/Max Technique)

Passo 0 Inicializagdo: formar F(x), escolher solucgdo inicial x°,
u, > 0 e pequeno, fator p > 1; # < 0;

Passo 1 Otimizagao irrestrita: resolver min F(X) iniciando com
x! e u! para obter 6timo x**!;

Passo 2 Parada: se x! é suficientemente factivel para o modelo
restrito original, entao parar; x’ € 6timo;

Passo 3 Aumenta multiplicador: w,,, =Pu,; t=¢+1;irparao
Passo 1;
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Funcodes de barreira

= =
— In[g,(x) —b,] — In[b; — g(x)]
1/[g(x) —b/] 1/[b; — g(x)]

fungdes barreira— oo quando > ( <) se aproxima da =
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Transformacao
min f(x)+u > q,(x) = F(x)
g.(x) = amedida que g, se torna ativa

g.(x) fungao de barreira, u > 0

inicia com uma solucao candidata x factivel
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Resultados importantes

A solucao otima do modelo transformado nunca é igual a
solugcao 6tima do modelo original restritose u> 0, ese o
otimo do modelo original ocorre na fronteira da restricao.

A sequéncia dos 6timos de F(x) converge para uma solugao
otima do modelo PNL restrito original quando u — 0
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Multiplicador de barreira

min Xx
sa 3<x<5

u grande

0 ] ] | | | | | ] ]

3 32 34 36 38 4 42 44 46 438
X

5

25

20

F(x)

10

0
3

W pequeno

| | ] | | | | ] ]

32 34 36 38 4 42 44 46 438
X

w > 0 iniciar grande, diminuir durante as iteracoes
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Algoritmo SUBT (Sequential Unconstrained Barrier Technique)

Passo 0 Inicializagdo: formar F(x), escolher solugdo inicial x°
factivel e interior, u,> 0 e grande, fator p <1; # <= 0;

Passo 1 Otimizacgao irrestrita: resolver min F(X) iniciando com
x! e u! para obter étimo x**!;

Passo 2 Parada: se u é suficientemente pequeno, entao parar;
x! é otimo local;

Passo 3 Diminui multiplicador: u,,.; = pw,; t=¢+1;ir parao
Passo 1;
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Exemplo

min x> + x,’
sa x; tx,>1

min F(x)

VF(x)=0

1x1+4 . \
pex=UTH g

v
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4-Direcoes factiveis e gradiente reduzido

Forma padrao para PNL com restricoes lineares

min(max) f(x)
sa Ax=b
x>0

linhas de A sao LI
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Exemplo

min (x; - 5)* - 2x;x, + (x, — 10)?
sa x;Tx,=<6
O<x,=<3

O<x,<5

min (x; - 5)* - 2xx, + (x, — 10)?

sa  x; Tx,+tx; =06
X, + + X, =3
+x, +Xx5=5

X1y Xny X3, Xy, X5 > 0

modelo original

forma padrao
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x* = (1.75, 4.25)
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Direcdes factiveis

AAx =0

Ax;>0 paratodojcomux; =0

x0=(25,0,3.5,0.5,5)

Ax, + Ax, + Ax, =

Ax, + + Ax, -
+ Ax, + + Axs =

Ax, >0
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Variaveis basicas, nao basicas e super basicas

basicas: x;>0
nao basicas: X; = 0
super basicas: nao basica x;>0

min (x, - 5)* - 2xx, + (x, — 10)?

sa  x; Tx,+tx; =06
x; + + X, =3
+ X, + +x5=5

X1y Xy X3, Xy, X5 >0
nao basica super basica

basicas: x,, x5, xs e solugdo inicial x»= (2.5, 0, 3.5, 0.5, 5)
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Factibilidade da direcao de busca Ax

A=[B,N] Ax = [AxB), Ax(N]
AAx = BAX® + NAxM™ = ()
AxB) = — BT INAx®™)

Ax®) mantém factibilidade restricdes igualdade forma padrio
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Direcao factivel que melhora

V f(x)Ax > 0 para max (<0 para min)
V fx) = [V AP, V fix)N]
eliminando as basicas para ver impacto nas nao basicas
Vx)Ax =V fix)B Ax®) + V f[x)N AxN)
=V AX)B)(= B INAXxM) + V AAx)N Ax™)
= (V fX)N =V fx)BBIN)Ax™N)
\ J

Y
gradiente reduzido associado a B em x

r® = 0
rMN =V fx)M -V fix) BB IN
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Ax™ =+ 1™ +max, —min ajustado para evitar x; <0

)
x + > > ~ .
Ay = - rose x7,>00ux >0 x; n&o basicas em N
J .
0 caso contrario
Ax'"™ = -B'NAx"" basicas em B

se Ax =0 = x é um ponto KKT e o algoritmo para; senao

VIx)Ax =t™MAx™M = 3 (r)(2r)
Ax .=xr.=0 / /
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Passo A na direcao Ax

busca unidimensional

min(max) f(X+AAX)
sa O<sA=A

X

A =mini—~L—:x <0
max —A_x ]

Y

26

©DCA-FEEC-Unicamp



Algoritmo gradiente reduzido

Passo O Inicializacdo: escolher tolerdncia € > 0, solucdo inicial x°
factivel, construir uma base B correspondente com numero
de X; > 0 maior possivel; t < 0;

Passo 1 Direcao gradiente reduzido: determinarr em x’ e usarr
para gerar a direcdo Ax'*1;

Passo 2 Parada: se ||Ax"*!||< ¢, entdo parar; x’ é 6timo local;

A =o0se Axt1 > 0;

max’ max

Passo 3 Limite factibilidade: calcular A

Passo 4 Busca unidimensional: min(max) fix + Ax*"!), 0 <A <A,

Passo 5 Nova solucdo: x/"! = x/ + AAx*1:

X

Passo 6 Mudanca de base: se uma basica x]f+1 = (), troca-la por uma

super basicaj:t=t¢+ 1;ir para o Passo 1;
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Exemplo

n ] X3 X4 s
min f(x) (¥ = 5)° = 2005 + (x2 = 10)° b
1 1 1 0 0 6
A 1 0 0 1 0 3
0 1 0 0 1 5
t=20 B N B N B
x(® 25 0.0 35 05 50 f(x'9) = 106.25
v f(x(ﬂ) ) -50 -25.0 0.0 0.0 0.0
r 0.0 -25.0 0.0 50 0.0
Ax 5.0 250 =300 -50 ~25.0 Apa = 01,4 = 0.1
r=1 B N B N B
xV 3.0 25 05 0.0 25 fixM) = 4225
vf(‘(l)) -9.0 =210 0.0 0.0 0.0
r 0.0 =210 0.0 9.0 0.0
Ax 0.0 210 -21.0 0.0 =210 Agpa = 0.0238, 4 = 0.0238
t=2 B B N N B
x? 3.0 30 0.0 0.0 20 f(x'?) = 3500
vf(‘(l) ) =100 =20.0 0.0 0.0 0.0
r 0.0 0.0 200 ~100 0.0
Ax -10.0 100 0.0 10.0 -10.0 Ama = 02,4 = 0125
=3 B B N N B
x¥ 1.75 425 0.0 1.25 0.75 f(x¥) = 2875
vi(x'™¥) ~150 ~150 0.0 0.0 0.0
r 0.0 0.0 150 0.0 0.0 78
Ax 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 Stop

©DCA-FEEC-Unicamp



Observacao

Este material refere-se as notas de aula do curso EA 044 Planejamento e
Analise de Sistemas de Producao da Faculdade de Engenharia Elétrica e de
Computacao da Unicamp. Nao substitui o livro texto, as referéncias
recomendadas e nem as aulas expositivas. Este material nao pode ser
reproduzido sem autorizacao prévia dos autores. Quando autorizado, seu
uso é exclusivo para atividades de ensino e pesquisa em instituicdes sem
fins lucrativos.
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