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1-Introducao

= Modelos de programacao nao linear

max (min) f(X) irrestritos
sa XD =R
max (min) f(X) restritos

sa XD [ R"
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Exemplo: localizacao e alocacao

o r r"|‘-'_"]"“' (-'
i dr:

Distribuidores: 17
Regides: 650 agrupando 24.000 clientes
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| = distribuidor,1=1,....,17
regido, | =1,...,650

L
[

dj = numero de viagens por ano para entregas a j-ésima regido
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ldeia: minimizar custo de transporte
— minimizar numero de viagens (w;) de | > |

— minimizar distancia entrei e |

17 650

min ZZVVij\/(Xi _hj)2 +(yi _hj)2

i=1 j=1

17
sa > w =d;, j=1...,650
=1

w2 0,1=1...17; j=1...,650

modelo PNL
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2-Modelos convexos

min f(x)

sa g(x)=za, 1=1...,
h,(X)<b,, ]=1...,J
. (X)=c, k=1...,K

f(x) convexa, gi(Xx) concava Ui, h(x) convexa [, 1(x) linear [k
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Exemplo

A
X5

e 1(X)

-‘____________ r---"'--

min
sa

2X)

(x=3F + (X%,

— 3¥

3¥ + 9% = 15

5)(1 + 2X2 =

10
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max f(x)

sa g((x)=za,I1=1...,1
h/(X)<b, j=1...,J
. (X)=c, k=1,...,K

f(x) concava, g(x) cdncava Ui, h(x) convexa U], | (x) linear [k
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Exemplo

max 3w, —w, + 8 Inw;
w,+w,=4

Wy, W, =20
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Funcao objetivo

35 wl 4

2.5

15

0.5
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Restricoes principais

h(wy, W,) =4w;2—w,w, +wW,> < 100
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[(Wy, Wo) =Wy + W, =

wl

3.5

2.5
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max 3w, —w, +8 Inw,
sa  Av-ww,tw,® < 100
w, +w, =4
Wy, W, = 0
4 ‘
W2 \
351 |
3L ]
el =100
2¢ |
1.5 |
1 |
\
0.5 |
0
1 2 4 wl
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Modelos separaveis
= Funcgdo f(Xy,...X,) separavel se f(x,...,Xx )= Z f(x;)
j=1

= Modelo separavel

max f(X)

sa g((x)=za,i1=1...,1
hi(X)<b;, ] =1...,J
. (X)=c, k=1...,K

f, 0, hj, |, sdo fungdes separaveis
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Propriedade de modelos convexos

Se a funcao objetivo do modelo é convexa e as restricoes
produzem um conjunto convexo factivel, entao toda solucao
otima local € uma solucao 6tima global.

gi(X) concava L
h(x) convexa [J] conjunto convexo

| (X) linear [k

f convexa (concava) funcao unimodal
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3-Método dos multiplicadores de Lagrange

min(max) f(x)

Sa oF (X) = b| restricdes ativas
1=1....m
m
L(X,v) = f(X)+ X[ —gi(X)] funcdo Lagrangeana
1=1

V; = multiplicador de Lagrange associado a restri¢do I
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Pontos estacionarios da funcao Lagrangeana

(x*, v¥) é um ponto estacionario de L(X,v) se OL(x*,v*) =0

0 .
Df(x*>-2v.mg.(x*)] L399, 9
i=1 ,_1axj aXJ

gi (X*) =, i

Se (X*, v¥) é um ponto estaciondrio de L(X,v) e X* é uma solucdo 6tima
irrestrita de L(X,v), entdo X* é uma solucdo 6tima do modelo com
restricoes de igualdade correspondente.
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Exemplo

min = 6x° + 4x5 +X¢
sa 24x +24x, =360
X; =1

L(X,V) = 6X. + 4X5 + X2 +V,[360—24x, —24X,] +V,[1- X,]

Lf (x) = @2%,8x%,,2X%,)
[g,(x) = (24,24,0)
1g,(x) = (0,0,1)
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24v, =12x,

24v, = 8X,
v, = 2X,

24x, + 24x, = 360

1%, =1

(X, %, X;,\0,V,) = (6,9132)

L(X,V) = 6X’ +4xX; + X5 — 72X, — 72X, — 2X, +1082
U

convexa

U
(X, %, X,V,,V,) = (6,91,32) = minimo de L(X,v)
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Multiplicadores de Lagrange: interpretacao

V; = variagdo valor 6timo f quando b, aumenta de uma unidade

Vv, = variavel dual

« _aL
Vi —a

= Limitacoes
— condicOes de estacionariedade dificeis de resolver
— restricOes de desigualdade aumenta a complexidade

— solucodes otimas globais somente para modelos trataveis
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4-Condicoes de Karush-Kuhn-Tucker

= Forma geral PNL diferenciaveis

min(max) f(x)

sa g(xX)=b, LUiUG
g(x)<hb, OiOL
g,()=b, OiDE

f, g : fungBes diferencidveis

G, L, E : conjuntos de indices
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Condicdes das folgas complementares

Vil —g;(x)] =0 para todas desigualdades |

Restricoes nos sinais dos multiplicadores

objetivo 1é< | é 2> | é =

min v,<0 v,=>0 irrestrito

max v,;=20 v, <0 irrestrito
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Condicoes de Karush-Kuhn-Tucker

Solugdes (X, V) satisfazem as condicGes de KKT se
1. f, g sdo fungdes diferenciadveis
2. condicOes das folgas complementares
3. restricoes no sinais dos multiplicadores
4. restricoes primais
5. equacdo dos gradientes Z Lg, (x)v, =Uf (x)
i

Ponto de KKT: qualquer X para o qual existe um Vv que satisfaca
as condicoes de KKT
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Caracteristica da direcao de busca AX

objetivo Of (X)Ax >0 Of (X)Ax <0
min nao melhora melhora (14.23)

max melhora nao melhora

[If (X)AX = 0= necessitamos de mais informacao

Factibilidade da direcao de busca AX

(>0 restricbes> ativas
(g, (X)Ax 3 <0 restricdes< ativas (14.24)
| =0 todasrestricoes =
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Condicoes suficientes de KKT

= As condicoes de KKT fornecem um teste de primeira ordem para
determinar a auséncia de direcoes factiveis que melhoram o valor
da funcao objetivo

" |sto &, X & um ponto de KKT se e somente se nao existe uma direcao

AX em X que satisfaz as condicoes de primeira ordem (14.23) e (14.24)

U

= Condi¢cdes KKT sao suficientes para otimo local: X ponto KKT = X étimo local

" PNL convexo = condicdes de KKT sao suficientes para 6timo global
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Condicoes necessarias de KKT

= Necessidade: se X € uma solucao otima, entao X satisfaz KKT

= Solucao 6tima local € um ponto de KKT se
— todas as restricdes sao lineares
— os gradientes de todas as restricoes ativas no ponto 6timo local

sao linearmente independentes (qualificacao de restricao)
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Exemplo

\ min (X~ 3>+ (X, - 3)

sa X, + 5X, < 15

01(X)

X, + 2%, < 10

, X;, X, 20
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Exemplo

A
X5
A 2
+ 4
. 00 min X, %)
| sa (x,— 1P+ x,2< 1
(x+1f+ %% < 1
| >
3 %1
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Observacao

Este material refere-se as notas de aula do curso EA 044 Planejamento e
Analise de Sistemas de Producao da Faculdade de Engenharia Elétrica e de
Computacdao da Unicamp. Nao substitui o livro texto, as referéncias
recomendadas e nem as aulas expositivas. Este material nao pode ser
reproduzido sem autorizacao prévia dos autores. Quando autorizado, seu
uso é exclusivo para atividades de ensino e pesquisa em instituicoes sem
fins lucrativos.
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