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1-Introducao

" Modelos de programacao nao linear (PNL)

max (min) f(x) restrito
sa XD [0 R"
max (min) f(x) irrestrito

sa XD =R
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Exemplo: regressao nao linear

ndmero custo ndmero custo numero custo
i P qi i Pi qi i Pi qi
1 19 7.9 5 5 19.5 9 14 9.2
2 2 25 6 6 13 10 17 6.3
3 9 13.1 7 3 17.8 11 1 42.0
4 4 17.4 8 11 8.0 12 20 6.6
Numero de unidades x Custo unitario
50
o401 °
\E 30 _
g .
B 20 N o 0 [ ]
[7)]
210 Ot e e, .
0
0 5 10 15 20
numero
4
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Hipotese: g =r(p) = X (p)”2

m
Modelo PNL: min f(Xq,X2) = > [qj =% (p;)

1=1

Numero de Unidades x Custo Unitdrio

50

2 40 -
30 -
o 20
o 10

10 15
numero

X2]2

m=12

l

x{ = 4069; X5 = -0.6024

l

q=r(p) = 4069p 06024
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Funcoes suaves e derivadas

A

f ()t f

N\

> > >
X X X

suave nao continua nao diferenciavel

f(X)
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= f (X) suave = continua e diferencidvel no domimio D [J R"
®" Modelos PNL com funcdes suaves sao mais trataveis
" Funcdes suaves: possuem derivadas — busca mais eficiente

= Derivada: forma analitica pode ser dificil/impossivel de ser

obtida
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2-Busca unidimensional

f (%)

Xl — Xhi —a (Xhi _ XlO)
X2 — X|0 +Q (Xhi _ XlO)
a =0.618

» X

f (%)

f (X) unimodal
[X, X°] contém x*

numero de ouro g
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Busca unidimensional com numero de ouro

Passo O Inicializacdo: escolher xl°, X" e tolerdncia € > 0; a = 0.618 determinar

x1 o xhi — o (xhi — x0)
X2 xhi 4+ o (X — xo)

calcular valor da funcdo f (X) para os quatro pontos;

t — O;

Passo 1 Parada: se (X"— X°) < g,parar: solugdo étima aproximada x* = 1/2(x"— X°);

sendo ir para Passo 2, se f (x!) é superior a f (X?); caso contrario ir

para o Passo 3;
Passo 2 Esquerdo: estreitar lado esquerdo do intervalo;

XXz X2 o Xt

x1 o xhi — o (XM= X°)

avaliar f(x1); t — t+ 1;ir paraPasso 1;
Passo 3 Direito: estreitar lado direito do intervalo;

Xlo - Xl; xl X2

X2  Xo + o (X0 —x0)

avaliar f (x?); t — t+ 1;ir para Passo 1;
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Intervalo inicial para busca unidimensional

= |Intervalo inicial deve ser tal que x* O [ X°, X"'] - padrdo 3 pontos
= Padrdo 3 pontos: {x°, xMd xhi}1 = xo < xmid< xhi - f (xMid) melhor que f(X™) e f(x)

{X|O’Xmid’xhi} N X* D[Xhl, )dO]

A

f(x)

f(XIO)

f(xhi)

f(Xmid)

» X
X|O Xmid X* Xhl
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Algoritmo padrao trés pontos

Passo O Inicializa: escolher limitante inferior X para x* e passo 0 > 0;

Passo 1 Esquerda ou Direita: se f (X°+ O) é superiora f (X°) entdo xMd  xo + 9,
ir para o Passo 2 para busca a direita; caso contrario 6timo esta a
esquerda; fazer X" — x° + Q; ir para Passo 3;

Passo 2 Expande: amentar & « 2 §; se f (xMd) é superior a f (xM™d + d) entdo
Xt xmid + & e parar; {Xlo, xmid  xhi} fornece padrdo 3 pontos;
sendo X0 ~ xmid: ymid _ ymid + &. repetir Passo 2;

Passo 3 Reduz: diminuir  « &/2; se f(X°+9d) é superiora f (X°) entdo
xmid . xlo + & e parar; {Xlo, xmid  xhi} fornece padrio

3 pontos; sendo XM — X° + §; repetir Passo 3;
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3-Condicoes de otimalidade

= Vetor gradiente

X = (Xqy Xop00. X0)

f: R - Rdiferenciavel em X

Of () = (0f/0x,...Of/0x, .. oF/dx,)

® Matriz Hessiana

- 92f 92 f
2 O,
Hx)=| @ '
9% f 9% 1
0Xn0%q ﬁ
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Exemplo: regressao nao linear
X = (X1, X2)

f (4, %0) = Y16 - % (p)"212

=1
of m
% ==2> (0 —x pixz) piX2
1 i=1
of m
— =22 (¢ - >(1I3iX2)><1F)iX2 In(p;)
0X i=1
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9%f .

—- =2y pi2X2

02 f m

2 ‘szz(pi)[(qi —leixz)(xlpixz)—(xlpiXZ)Z]
9%f _ 9°f m

Ox0%y  OXp0% i _zigl[(qi =X P ) (P ) In(py) = (P72 )Oa ) In(pi)]
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X = (%, %) = (33 —0.5)

0f (33, - 0.5) = (8f/0%q, 0f/d%,) ¢ = (~2307, —17423)

0%f  9°f

oxZ  0%0%) {5.77 179.65}
2

H 33,-05 — =
( ) 0%f  0°f 17965 110031

0%20% x5

N
x>
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Aproximacao via série de Taylor

f (X + A AX) = f(x1) +ADf (x')AX

- 12 ordem
fl(x +AAX) = f(X') +A > (ax JAXJ
|

j=1

2
fo(x'+AAX) = f(x') +ADf (x')Ax +%AXH (x1)Ax

22 ordem

f (x +AAX) = f(x )+)\Z il jA )\2 an Zn‘( i ij,Ax
5 = AN AX
j=1 GXJ 2 i=1j=1 6)(,6XJ J
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Gradientes e 6timos locais

* Ponto estaciondrio de fem x%: Of (x) =0
® Ponto estacionario: 6timo local de uma func¢ao objetivo suave

» Condicao necessaria de 12 ordem

f (x'+AAX) = f(x1) +ADF (x)AX

Ax =+0f (x') [+ max,— min]

f(x'+AAX) = f(xY) £ ADf (XD OF (x1)
!

funcdo objetivo melhora (a ndo ser que Uf (xt) = Q)
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Hessianas e otimos locais

" Condicdes de 22 ordem

se X! é um ponto estaciondrio de f entdo LI f (X!) = O, logo
2
f(xX'+AAX) = f(x') +AOf (x})Ax +)\7AXH (xH)Ax AX direcio que

melhora em Xt
2

= f(x')+ 0 +%AXH (xH)Ax
" Condicao necessaria
Xt minimo localde f - H(X!) semi-positiva definida
Xt maximo localdef - H(X!Y) semi-negativa definida

= Condicao suficiente
X! ponto estacionario de f e H(X!) positiva definida — X! minimo local de f

X! ponto estacionario de f e H(X!) negativa definida — X' maximo local de f
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Exemplos de pontos estacionarios

10 -
B
s
5. L ]
:
5., §
o ""O“."‘
nnl".'.‘“"“:i“’l“!’ ]
ety inar gt o byt A :
-10 = el ll\\“““““““‘“““‘ 1
4 R ! ‘t“’, “, - :
AR ]
3
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4-Convexidade e otimalidade global

= Funcoes convexas

A f(X)A
f(x?) \
f(xY)
f(x)
x1 X X2 " X

O+ AX-XD)) € FOO+AF(XD) - T (D] x4 x20D;  A0[04]
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" Funcoes concavas

A ) A
f(x)
f(x2) /
fxt)
NG X X2 " X

f XM+ AXC=-x)) = f(xXD+A[f(x?) - f(xD)]; x',x*OD; A0O[0]]
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Funcdes convexas e cOncavas

1- Se f(X) é convexa entdo —f(X) é cOncava
2- f(X) com segundas derivadas continuas é convexa se e somente se
a matriz Hessiana H(X) é semi-positiva definida em um dominio convexo
(aberto); f(x) é concava se e somente se H(X) é semi-negativa definida.
3- Fungdes lineares sdao convexas e concavas
4- Se f(X) é concava, g(x) = 1/f(x) é convexa [ x |f(x) >0
se f(X) é convexa, g(X) = 1/f(x) é concava O x [f(X) <O
5- Se g (Yy) é uma funcdo convexa nao decrescente e h (X) é convexa, entdo
f(x) =g(h(x)) é convexa; se g(y) é uma funcdo concava ndo decrescente

e h(X) é concava, entdo f(x) = g(h(x)) é concava
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6- f(X) é convexa se, para 0; 2 0e g(X) convexa, i =1, ..,k

kK
f(x)= _leo( 1 9i (%)

7- f(x) formada a partir de maximos de fun¢des convexas é convexa
f(x) formada a partir do minimo de fun¢des concavas é cOncava

f (x) = max,{g; (x);i =1+, K}
f (x) = min,{g; ;i =1--,k}

8- Funcdes convexas (codncavas) sao unimodais (o contrario nao)
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Otimalidade global: condicdes suficientes

= Se f(X) é uma funcdo convexa, entdo todo minimo local é minimo global

= Se f(X) é uma funcdo cébncava, entdo todo maximo local é maximo global

Considerando o caso de minimo: seja X* minimo global e Xt # x*
f(x*) < f(x}) = A[f(x*)-f(x})]<0: OA>0
XA —xD] < (XD + ALF(x*) = F(xD] < F(xY); AD[0]

Ax = (Xt — x*) direcdo que melhora em x*,[Ix! 0 D

l

X* 6timo global
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" Todo ponto estacionario de uma funcao convexa suave é um minimo global

* Todo ponto estacionario de uma fungao concava suave € um maximo global

Por exemplo, se f (X) é convexa, entdo:

f[x* +A (x—x*)] <f (x*) +A[f(X)— f (X* )] AD(0]1] defini¢ao convexidade
fix +A(x=x )] = f(X)+A0f ()(x=X) Taylor
f(x)-f(x)=0f (X )(x=X )

Of(x)=0 = f(x)-f(x)=0 0Ox

l

X* & minimo global
25
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5-Algoritmos

Algoritmo do gradiente

Passo O Inicializacdo: com solucdo inicial X% tolerancia€>0;t — O;

Passo 1 Gradiente: calcular f (x!) em X
Passo 2 Ponto Estacionario: se |[Uf (X!)||< € entdo parar; Xt é
otimo;
Passo 3 Direcdo: AX'*1 — +[f (xY) [+ para max, — para min];
Passo 4 Busca Unidimensional: determinar A, ., resolvendo

max, (min) f(xt+ A A xt*1);
Passo 5 Atualiza: Xt+l=xt+ AA xt*1;

Passo 6 Incrementa: t=t+ 1 ir para Passo 1;
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Algoritmo do gradiente
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Algoritmo de Newton

= Utiliza informacao de segunda ordem

2
fo(x'+AAX) = f(x') +ADf (x!)Ax +%AXH (x)Ax

2 nn 2
fo 0 +AAX) = (X )+Az[a"xf ij, +Azz[ . JAxiij
J |

j=1

fazendo A = 1 e derivando com relagdo a Ax;

n 2
oy _ ot , o 0°f
ani aXi j=1 aXi 0X J

AXj , i =1-,n
Of,(AX) =0 — H(xY)Ax =-0f (x})
Of 5 (Ax) = Of (x') + H(x')A X
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Newton
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Gradiente
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= Algoritmo Newtoniano converge para o6timo local se inicializacao é
suficientemente préxima do 6timo local

= N3o ha garantia de que a matriz Hessiana seja nao singular em
todo dominio de interesse

= |deia: combinar gradiente + Newton

» Métodos quase Newtonianos: Ax'*1 = —D,[Jf (xY)
» Matriz D aproxima da inversa da Hessiana H ~1 durante a busca

= Hessiana: relacionada com a variacao do gradiente:

0f (xUD) - 0f (xb) = H(xH [T - x1)

33

ODCA-FEEC-Unicamp



Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno: BFGS

Axt* o -, Of (x!)

x o xte g axtt
T T T, T
Dysq < Dy +|1+9 TDtg d? _ Digd :dg Dy
dg )dg d g

d=x'"-xt  g=ofx"*YH-0f (x') Dy ==l

(— min, + max)
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Algoritmo de Nelder-Mead

= N3o utiliza derivadas
* Mantém (n +1) solucdes candidatas
= Baseia-se nos conceitos de:

— reflexao

— expansao

— contracao

— encolhimento

AX = X! _y”+1 y”+1 pior solucao entre as (N + 1) candidatas
1 &
X'== Zy' centroide dos n melhores
n =
N .
y :E(y -y) i=2...,n+l encolhimento
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%‘areflexﬁo A :1

expa ngﬁp A =2

yn+1(_ Xt +)\AX .................................
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y encolhimento
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Observacao

Este material refere-se as notas de aula do curso EA 044 Planejamento e
Analise de Sistemas de Producao da Faculdade de Engenharia Elétrica e de
Computacdao da Unicamp. Nao substitui o livro texto, as referéncias
recomendadas e nem as aulas expositivas. Este material nao pode ser
reproduzido sem autorizacao prévia dos autores. Quando autorizado, seu
uso é exclusivo para atividades de ensino e pesquisa em instituicoes sem

fins lucrativos.
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