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1-Introducao

" Modelos de programacao dinamica (PD)
— resolvem modelos lineares/nao lineares, discretos/continuos

— requerem separabilidade

— computacionalmente exigente em problemas complexos
" Maioria dos problemas
— nao possuem estrutura conveniente para PD

= Neste capitulo

— exemplos e classes de problemas de otimizacao discreta
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2-Carga 6tima de alto forno (blending)

Composicao(%) Disponibilidade Custo

Carbono = Niquel Cromo | Molibidénio (kg) ($/kg)
Escéria primaria 0.80 18 12 - 75 16
Escdria secundaria 0.70 3.2 1.1 0.1 250 10
Escdria terciaria 0.85 - - - ilimitada 8
Escdria quaternaria 0.40 - - - ilimitada 9
Niquel - 100 - - ilimitado 48
Cromo - - 100 - ilimitado 60
Molibidénio - - - 100 ilimitado 53
Minimo 0.65 3.0 1.0 1.1
Maximo 0.75 3.5 1.2 1.3
= Cargas de 1000 kg
= RestricOes de composicao quimica
" Escorias primaria e secundaria: utilizar o total disponivel se for o caso
= Carga de custo minimo ?
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= Requisitos do tipo “tudo ou nada” de uma grandeza
X =uoux =0
1-introduzir uma variavel (binaria) y, = 0 ou 1
2-fazer X = Uy,

= Custo de setup/cargas fixas

{1 se x;>0

0(x) A .
0O casocontrario

1-introduzir variavel Y, com coeficiente = custo fixo de X
{1 se x;>0

y. j— o
10 casocontrario

2-restricoes de switching para X 2 0)
% = UY,

U = valor dado ou limitante superior de X

5

ODCA-FEEC-Unicamp



Exemplo: tudo ou nada

min 16(75)y, +10(250)y, + 8x%; + 9x, + 48X + 60X, + 53X,
sa /3y, + 250y, + X3+ X, + X5+ X5+ X, =1000
0.0080(79)y; +0.0070250 y, + 0.0085«; + 0.0040x, = 6.5
0.0080(79)y; +0.0070250 y, + 0.0085¢; + 0.0040x, < 7.5
0.180(79)y, +0.032250)y, + 1.0x; > 30

0.180(795)y; + 0.032250)y, + 1.0xs < 35
0.120(79y,; + 0.011250)y, + 1.0%, > 10
0.120(75y, + 0.011250)y, + 1.0%, <12
0.001(795)y, + 1.0x, > 11
0.001(79)y, +10x, < 13

1 escoriaj escolhida

O casocontrario

Xg1 X1 X5, Xg, X7 2 0
Y1, ¥,=0oul Y _{
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Exemplo: custo de setup

= Cargas de 1000 kg
= Restricoes de composicao quimica
= Custo de setup
—ingredientes 1, 2, 3 e 4 s6 podem ser usados
— depois de etapa de injecdo: custo $350,00 cada

= Carga de custo minimo considerando custo set-up?
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min 16x;, +10x, +8X%; +9X, + 48x; +60x; + 53, +
+350y; + 350y, +350y, +350ys
Sa X tX,+ X3+ X, + X+ X5+ X, =1000
0.0080x, +0.007(x, +0.0085¢; + 0.004x, = 6.5
0.0080x, + 0.0070x, + 0.0085¢; + 0.004x, < 7.5

0.180x; + 0.032x, + 1.0Xs > 30
0.180x, +0.032x, + 1.0 < 35
0.120x; + 0.011x, +1.0%4 > 10
0.120x + 0.011x, + 1.0, <12
0.001x, +1.0x, > 11
0.001x, +1.0x, < 13
X < 19y

X2 < 250y,

%, < 1000y, y, = {1 sesetup | N
X, < 1000y, O casocontrario
X geeenns X; =20 J=L
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3-Problema da mochila (knapsack)

" Problema da mochila
— modelos lineares inteiros puros
— uma unica restricao principal
" Problemas de orcamento (budgeting)

— knapsak multidimensional
— seleciona valor maximo de projetos/investimentos

— restricGes de orcamento e recursos consumidos
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Exemplo: knapsak

Caracteristica, j

1 2 3 4 5 6
Custo ($1000) 10.2 6.0 23.0 11.1 9.8 31.6
D (km/h) 8.0 3.0 15.0 7.0 10.0 12.0

max 8x; +3X, +15x; + 7X, +10x; +12X%, ganho

sa 10.2x + 6.0x, +23.0%; +11.1x, + 9.8%; +31.6X; <35 orgamento

X5y Xg =0oul

Alternativamente
min 10.2x + 6.0x, + 23.0%; +11.1%, + 9.8%; + 31.6X, custo

Sa 8)(1 + 3X2 +15X3 + 7X4 +1OX5 +12X6 > 30 ganhO

X,y Xg =0oul
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Exemplo: budgeting

Orcamento ($)

Missdo 2000/04 @ 2005/09 @ 2010/14 @ 2015/19 | 2020/24 Valor Ndo com  Depende de
1 satélite comunicacdo 6 - - - - 200 - -
2 microondas orbital 2 3 - - - 3 - -
3 lolander 3 5 - - - 20 - -
4 6rbita Urano 2020 - - - - 10 50 5 3
S érbita Urano 2010 - 5 8 - - 70 4 3
6 exploracdo Mercurio - - 1 8 4 20 - 3
7 exploracdo Saturno 1 8 - - - 5 - 3
8 imagem infravermelha - - - 5 - 10 11 -
9 basesatélite terrestre 4 5 - - - 200 14 -
10 estruturas orbitais - 8 4 - - 150 - -
11 imagem colorida - - 2 7 - 18 8 2
12 tecnologia médica 5 7 - - 8 - -
13 plataforma orbital polar - 1 4 1 1 300 - -
14 satélite geo-sincrono - 4 3 185 9 -
Or¢amento 10 12 14 14 14

Selecionar missOes (projetos, investimentos, etc.) que maximizem
o valor, respeitando a dotacao orcamentaria e limitacao de recursos,
se for o caso.
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= \/ariaveis de decisao

1 semissaoj e selecionad
X. = .
} 10 casocontréario

» Restricdes de orcamento

6X +2X, +3X3 +1X; +4Xy + 35X, <10 2000-2004
3X, +9X5 + 59X +8X; +5Xy +8X g+ /X, +1X3+4%, <12  2005-2009
8Xg +1X; +4X 5 +2X% 1 +4X3+ 5%, <14  2010-2014
8Xg +9Xg + %1 +1X 53+ 3%, <14  2015-2020

10x, +4Xs +1X 3+ 3%, <14 2020-2024
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= Exclusao mutua 2 X < 1

X, + X <1
Xg X%, =1
Xt X1

= Dependéncia X <X escolha de ] depende de |

X, < X
X5 < X3

Xe S X3
X; < Xq
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max 200x, +3X, +20X; + 50X, + 70X; + 20%5 +5X; +10%g
+200xy +150x;, +18x%; +8X%;, +300x,5 +185x;,

sa  6x +2X, +3X; +1X; +4Xy +5X, <10 2000-2004
3X, +9X3 +5X5 +8X; +5Xy +8X o+ 77X, +IX 3 +4%, <12  2005-2009
8Xg +1Xg + 4X o + 2% 1 + 4% 53 +5X%, <14 2010-2014
8Xg +9Xg + 7% +1X 5+ 3%, <14  2015-2020

10x, + 4Xs +1x 53 + 3%, <14  2020-2024

X, +% <1

Xg+%,<1 exclusdo mutua
Xt X4 =1

X1 S %

X, < X3

Xg < Xq dependéncia

X6 S %3

X7 < X3

Xyt Xq =0 oul
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4-Modelos de packing, cobertura e particao

Cobertura

ij >1
JJ

Particao

2% =1

i0d

Packing

_ij <1
j0J
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Exemplo: cobertura

18

15
H 19
16
3 8 10
4 m
3 17 20
5

= Alocacao de postos de atendimento médico de emergéncia (AME)

20 distritos

10 locagbes candidatas 16
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10
min > X, n° AME

sax, =21 D1 Xy + Xg >]1 DIl
X t+X, 21 D2 X, + X+ X5 21 D12
X tX321 D3 Xg+X+X%, 21 D13
X =21 D4 Xg + X >1 D14
X3 >1 D5 Xg + Xg =1 D15
X >1 D6 Xs + Xg >1 D16
Xo +X, 21 D7 Xg+ X, +X%o21 D17
Xg+ X, 21 D8 Xg + Xg >]1 D18
Xg =1 D9 Xg *+ X1 =1 D19
X+ X5 21 D10 X0 >1 D20
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Exemplo: particao

X5

Agrupamento (clustering)

Xq

Sa

Mo
=
I
-
I
H
>

ﬁ'
=

Mo
M=
=
I
>

Il
[ERY

I
[REY

1 sex; UG
u. = _
" 10 casocontrario

k-means
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5-Modelos de atribuicao

@\\»@ b,

AL
\'

@//v@ b,
X;=0oul
b, capacidade de |

§; quantidade de | consumida quando i € alocado a |
C; custo (beneficio) de atribuiri a |

y

19

ODCA-FEEC-Unicamp



Modelo de atribuicao generalizado

min(max) 2> C;X;
Sa ZJ:);J =1 DO (1)
2.§% <b O (2)
>I<ij:0,1 (i, )OS

5;=lem(2) = inj =1, (pairing)
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Exemplo: atribuicao generalizado

Distrito
Navio | 1 2 3 4 5 6
N1 Custo 130 30 510 30 340 20
Tempo 30 50 10 11 13 9
N2 Custo 460 150 20 40 30 450
Tempo 10 20 60 10 10 17
N3 Custo 40 370 120 390 40 30
Tempo 70 10 10 15 8 12

= Atribuicao de navios guarda-costa a distritos

= Navios tem bases distintas

= Cada navio disponivel 50 semanas/ano

"X;= 1lse Nj atribuido ao distrito I, x; = 0 caso contrario
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max 130%;; +460x,, + 40X, 5 +30X,; +150%,, + 370%,4
+510%;, + 20%;, +120%;5 + 30%,, +40X,, + 390X,

+340x;5, + 30X, + 40X, + 20X5, + 450X, + 30X

sa X tX,tX3=1 distrito 1
Xo1F Xop + X3 =1 distrito 2
Xg1+ Xgo + X353 =1 distrito 3
X1t Xt X3=1 distrito 4
X1 + X5 +X53=1 distrito 5
Xg1 +Xg2 T X3 =1 distrito 6
30%;; + 950Xy, +10%5, +11%,; +13%;; +9%5; <50 N1
10x,, + 20X,, + 60%;, +10x,, +10X5, +17%;, < 50 N2
70% 4 +10X,; +10%5, +15%,;, +8%5; +12%;; <50 N3

xj=0ouli=1..6 j=1..3
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6-Modelos de sequenciamento (scheduling)

|
|
t=0 J j

g instante em que a tarefa Tj esta pronta para processamento
P, tempo processamento de T,

dj data de entrega de T,
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Sequenciamento em processador unico

l T.,.k=1,.....n

=P Processador = flow shop

= X; instante de inicio de processamento da j-ésima tarefa
"X =max|[0,r]

" restrigdes disjuntivas: X + P < X, ou X + P < X

X;+p; <Xp+M@A-y;p) _ |1 sej precedgj’,j> |
X+ Py < X +My;; 10 casocontrario
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" Funcao objetivo: minimizar

1) max {x + p}

2) In{Z (x + p)}

3) max{x + p —r;}

4) In{z (x +p—r)}

5) max{x + p, —dj}

6) Un{Z (x + p,—d )}

7) max {max [0,x + p—d I}
8) 1n{% (max[0,x + p—d )}

tempo maximo de fabricacao
tempo de fabricacao médio
tempo maximo de permanéncia
tempo de permanéncia médio
lateness maximo

lateness médio

tardiness maximo

tardiness médio
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Exemplo: minimizar lateness

Tarefa |
1 2 3 4 5 6
tempo processamento  Pj 12 10 4 18
instante que esta pronta T -20 -15 -12 -10 3 2
data de entrega d; 10 2 72 -8 6 60
min f

min max{ (x; +12-10), (x, + 8 - 2), sa fz(x+ 2

(X3 + 3-72), (X4 +10+ 8), = f=(x,+ 6)

(x5 + 4+ 6), (Xg +18-60} f = (x;—69)

f >(x,+18)

f = (x5 +10)

f>(xs—42)
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min f

sa f=>(x+ 2 X +12< X, + M (1- Vi)
F2(x+ 6) Xs T18=X + M Y5
f=(x;-69) Xo t 8= Xg + M (1= Ya)
f =(x,+18) Xg +18< X, + M Y,
f2(%+10) s
f>(x;—42) X +12< X, +M (1-V;,)

Xp +8< X + My,
y; =0oul [ |
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Sequenciamento de multiplos processadores (job shop)

1)
L -/

] 1 C
wst | | ws2 | [ ws3 WS4
o | ; i
B
[ WS7 WS5 WS6
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Exemplo: job shop scheduling

Tempo Processamento
Job WS1 WS2 WS3 WS4 WS5 WS6 WS7
1 3 10 8 45 - 1 -
6 11 6 - - - 50
3 - 5 9 25 2 1

" Xy tempo inicio de processamento do job | no processador kK
= Objetivo: minimizar tempo maximo de fabricacao (makespan)

Funcao objetivo

min max{ (X +1), (Xo3+6), (X34 +23 }
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= Restricoes de precedéncia

Xijk +pjk < X

Job 1

X1+3 < X2
X120 +10< X3
X3+8 <X4q
X14 +45< X6

ik

Job 2

Xo7+950< X1
Xo1+6 < Xoo
Xoo +11< Xog

Jok 3

X302 +9< X33
X33+ 9< X35
X35+ 2 < X3g
X3 +1< X34
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= RestricOes para evitar conflitos entre jobs em um processador

Xig + Pk < Xjx ML= yii)

Xjk ¥ Pk < X + M Y

1 sej ésequenciadl antesj no processadok

Yiik = .
. 0 casocontrario
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Conflito entre jobs 1 e 2 no processador 1
X +3S %+ M (1~ Y,
Xy 76X, +M Yy

Conflito entre jobs 1 e 2 no processador 2
X12 +10< X0 + M (1= y12))

Xop +11< X120 + M Y120

Conflito entre jobs 1 e 3 no processador 2
X2 t10< X35 + M (1~ y139)

X32+5 =X2+M y35

Conflito entre jobs 2 e 3 no processador 2
Xp2 +11< X320 + M (1 y23))

X32 + 9= Xoo + M yo3o
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Observacao

Este material refere-se as notas de aula do curso EA 044 Planejamento e
Analise de Sistemas de Producao da Faculdade de Engenharia Elétrica e de
Computacdao da Unicamp. Nao substitui o livro texto, as referéncias
recomendadas e nem as aulas expositivas. Este material nao pode ser
reproduzido sem autorizacao prévia dos autores. Quando autorizado, seu
uso é exclusivo para atividades de ensino e pesquisa em instituicoes sem
fins lucrativos.
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