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1-Introducao

" Interpretacao de modelos de PL
— funcao objetivo: custo, beneficio
— restricoes = : demanda
— restricoes < : oferta
— restricoes = : oferta = demanda

— nao negatividade: natureza das variaveis
= | ado direito das restricoes

— nao negativo (mais natural)
= Variaveis de decisao

— nivel de atividade
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Modelo programacao linear geral

max (min) ¢ X

sa FXx =D
GXx<r
Hx >
X 2
x 0 R" clR"
nivel de beneficio (custo)/

atividade unidade de atividade

b OR™ riJR™ d 0 R

beneficio (custo)
oferta = demanda
oferta recursor
demanda recurso d

nao negatividade

FOR™ GQOR™™ H[QR™™

tecnologia
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Exemplo

max 1, + 24x, + 5x;+ 50, beneficio
sa X+ 3%, + 5%; + 50x, =89 demanda recurso 1
3X; + X, =260 demanda recurso 2
10x,+ 6x, + 8X; + 2Xx, <608 oferta recurso 3
1X, + 1Ix, <28 oferta recurso 4
X1y Xoy Xgy X, 2 0 ndo negatividade

cada unidade da atividade X, consome 10 unidades do recurso 3 para
produzir 1 unidade do recurso 1; cada unidade da atividade X,
consome 6 unidades do recurso 3 e 1 unidade do recurso 4 para
produzir 3 unidades do recurso 1; etc.
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Exemplo

Modelo da Refinaria de Petrolinea

min  2&; + 15, custo
sa 08 + 0.4, = 2.0 demanda gasolina
04x, + 0.%, = 1.5 demanda gas aviacao
0.2 + 0%, = 0.5 demanda lubrificantes
Xq < 9 oferta petroleo importado
X, < 6 oferta petréleo nacional
X;, X, 20 ndo negatividade

cada unidade da atividade X, requer 1 barril de petrdleo importado
para produzir 0.2 barril de lubrificante, 0.4 de gas de aviacao e 0.3

barril de gasolina.
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2-Analise de sensibilidade em PL

= Como variacoes nos parametros afetam a solucao 6tima

Exemplo: Modelo da Refinaria de Petrolinea

min 20, + 15

sa 0.% + 0.&, = 2.0 demanda gasolina
04, + 0.%, = 1.5 demanda gas aviacao
0.2 + 0.%, = 0.5 demanda lubrificantes
Xy < 9 oferta petréleo importado
X, < 6 oferta petroleo nacional
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Exemplo o

. 1 —
min N
X2 A X2 - 3-5
10 -
o oferta importado
8._vdemanda gas aviacao X, < 9 .
c(2, 3.5) :92_5\'-\,&__%0.4><1 + 0% 2 15
0.3, + 0.4, > 2.0[™
demanda gasolina
25
0.2, + 0.%, = 0.5
demanda lubrificantes |8 1'0 ;l
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Variacao de demanda: Exemplo

Xo 4
10 —
o oferta importado
demanda gas aviacao
8 X, <9
6 -
0.%, + 0.4, =2 2.0
demanda gasolina 4
2§
0.%, + 0.X%, = 0.5
demanda lubrificantes | | >
8 10 X
9

ODCA-FEEC-Unicamp



Variacao de demanda

valor
otimo

'
lado

direito 10
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Variacao de oferta: Exemplo

X4
10
oferta importado
g demanda gas aviacao X, < o)

L 04 + 02 = 15

0.3, + 0.4, = 2.0

demanda gasolina

0.2, + 0., = 0.5

demanda lubrificantes

2 4 N\ 6 8 10

'
X1
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Variacao de oferta: Exemplo

valor
otimo

>
lado

direito 12
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Em geral: Variacao de oferta ( <)

valor
otimo
max

min

'
lado

direito
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Em geral: Variacao de demanda ( =)

valor min

otimo

Mmax

lado
direito
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Variacao funcao objetivo: Exemplo (custo)

A
X5
10 -
oferta importado
demanda gas aviacao X, < o)

<«

0.4, + 0.%, = 1.5

6}
0.3 + 0.4, > 2.0

demanda gasolina 4

0.2x, + 0.%, = 0527

demanda lubrificantes
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Variagao no coeficiente C;: Exemplo

A
valor

otimo
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Em geral: Variacao coeficiente

A
valor

otimo

min

Max

>
coef. funcao objetivo
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3-Sensibilidade e dualidade

= Modelo primal: modela a aplicac3o de interesse

= Modelo dual : modelo auxiliar que caracteriza sensibilidade
dos resultados do modelo primal com relacao
a variacao nos parametros do modelo

= Variaveis duais
—uma (V;) para cada restri¢ao (i) do primal
— taxa de variacao do valor 6timo primal/unidade lado direito
— aumentando valor de um dos parametros (b))
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Tipo Aumenta Diminui
Restricao lado direito lado direito
Variavel dual v,
Oferta (<) Relaxa Aperta
Primal min max
Demanda (=) Aperta Relaxa
1é<s  v,<0 v, =20
= Relaxa restrigOes | é2 vv=0 v.<0
— valor 6timo melhora ou permanece o mesmo
e maior ( max) | é = irrestrita irrestrita

e menor ( min)
o I-ésima restricao
= Aperta restricoes
— valor 6timo piora ou permanece o0 mesmo
* menor ( max )
® maior ( min)
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Exemplo

min 20, + 15
sa 0.%, + 0.4,
0.4x, + 0.2
0.2, + 0.3

X1

2.0
1.5
0.5

AN IN IV OV
o O

X5

X;, X, 20

demanda gasolina
demanda gas aviacao
demanda lubrificantes
oferta petréleo importado

oferta petroleo nacional

v, (1000$/100Marris): custo implicito para produzir 1000 barris adicionais

de gasolina quando a demanda é de2000 barris (preco

marginal da gasolina)

V, (1000$/100arris): valor de 1000 barris adicionais de petréleo importado

quando o nivel oferta € 9000 barris 20
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Formulacao modelo dual

min > C;X; max > bv
J i
sa D .a;X;=h sa 2 &V <C;
] I
X; 20 v, 20
Primal Dual
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sa 0.% + 0.4, = 2.0 demanda gasolina
0.4x, + 0., = 1.5 demanda gas aviagao
0.2 + 0.%, = 0.5 demanda lubrificantes Primal
Xy < 9 oferta petréleo importado
X, <6 oferta petrdleo nacional
X;, X, 20

max 2v, + 15/, +0.5/; + 9, + 6V,

sa 0. + 04,+0.2; + 1v, <20
0.4y, + 0.2,+0.3r + 1 <15 Dual
Vi, Vo, V32 0; v, Ve <0
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Caracteristicas do modelo dual

— Variaveis duais: fornecem precos implicitos de uma unidade marginal do
recurso modelado por cada restricao quando o limite do
lado direito é atingido

— Valor marginal implicito (minimizacao) ou preco (maximizacao) de uma
unidade de atividade (varidvel primal) | devido a variavel
dual v; € 2,a,V;, onde a; € o coeficiente da atividade | no
lado esquerdo da i-ésima restricdo

— A cada atividade X corresponde a restricao dual
2 &V, ¢ minimizacdo

2V, 2¢  maximizagdo
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4-Relacdes entre modelo primal e dual

= Se primal possui solugdo 6tima entdo 2, X~ =2, b’

" Folga complementar primal

—ou a solugdo primal ativa a i-ésima restri¢ao primal, ou v, =0

" Folga complementar dual

— ou solugdo otima primal é X = 0, ou v, ativa J-ésima restri¢ao dual
[Z aijxj_bijvi =0 (Cj_zviaijjxj =0
j |

24

ODCA-FEEC-Unicamp



" Dualidade fraca: para qualquer valor factivel de X e Vv
2, C% = 2; by, primal é minimizar

2, C% < 2; by, primal é maximizar

;ijj —iZQvi :;cjxj (—;;viaijxj +iZ§viaijxjj—iZQVi

=(zex -Ezvan o £Evax 2w |-
J L) ] i

(Cj - 2.Vig jxj +2 Zj:aij j _Q)Vi

:(J C;X; —ZZa” +(iZ§aijxjvi—iZqVij:
=2
j
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" Dualidade forte: se o ou primal ou o dual possui uma solucao 6tima,
entao ambos possuem solucao 6tima e

2 6% = 2 b

vB = (Clst’ C2nd""Cmth)

Ej =C; _Zaiivi >0 (supondo minimizagao)
I

Se simplex revisado para com uma solucdo 6tima, entdov = cB?! é
solucao 6tima para o modelo dual correspondente
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1 - Se v satisfaz condicoes de otimalidade, entao é solucao factivel do dual

se (_3j = C; —Zaij\/i >0 [I varidveis | (forma padrao)
|

entdo » a;V; < C; (supondo minimizagao)
i

2 - Valor da funcao objetivo do modelo dual para v que satisfaz condicao
de otimalidade do modelo primal é idéntico ao valor da funcao objetivo

do modelo primal
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IN
O

IN

(+1 k=i ei édotipo
8y =1-1k=ieiedotipo = (para as varidveis de folga/excesso)

| 0 casocontrario
se< entao —(+1v,)=20 = v, <0

se> entao —(-1v,)=0 = v, =20
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2 — Yhbv= (Clst’Can’""Cmth)B_lb

|
(Xo» Xorgs - X)) = B0 (componentes ndo nulas sdo basicas)

g _ -1
ZCij = CgXg + Cong Xong ¥+ F CrnXiyn = (Clst’Can""’Cmth)B b
J

>c;X; =X by, (dualidade fraca) O Y.¢;X; =X hv,
J i j i
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Folga complementar 6timo primal e dual

0= Zj:cjx*j - iZhvf =
-5(c,-5ia 2 Zai -0
J ' ]

= (cj—vaaijjx’}:O e [Zaij’}—lqjvfzo
| J
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5-Modelos ilimitados e infactiveis

2.C;x; 22,y (dualidadefraca  min
J |
modelo primal ilimitado < modelo dual infactivel

modelo dual ilimitado <= modelo primal infactivel
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6-Analise de resultados computacionais

Modelo Petrolinea no solver Excel

Produto

Quantidades (1000 barris)

Custos ($)
RestricOes

Demanda Gasolina
Demanda Gas Aviagao
Demanda Lubrificante
Oferta Importado

Oferta Nacional

Importado Nacional Objetivo
2 3,5 92,5
20 15
Recursp Total
0,30 0,40 2
0,40 0,20 1,5
0,20 0,30 1,45
1,00 0,00 2
0,00 1,00 3,5

Tipo

INIA TV IV IV

Lado direito Folga

2
1,50
0,50

9

6

0

0
-0,95

7
2,5
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Microsoft Excel 8.0 Sensitivity Report
Worksheet: [PetrolineaSolver.xls]
Report Created: 07/09/03 22:37:52

Adjustable Cells

Final Reduced Objective

Allowable Allowable

Cell Name Value Cost Coefficient Increase Decrease
$B$3 Quantidades (1000 barris) Importado 2 0 20 10 8,75
$C$3 Quantidades (1000 barris) Nacional 3,5 0 15 11,66666667 5

Constraints

Final Shadow Constraint

Allowable Allowable

Cell Name Value Price R.H. Side Increase  Decrease
$D$9 Oferta Importado Total 2 0 9 1E+30 7
$D$10 Oferta Nacional Total 3,5 0 6 1E+30 2,5
$D$6 Demanda Gasolina Total 2 20 2 0,625 0,875
$D$7 Demanda Gas Aviagao Total 1,5 35 1,5 1,166666667 0,5
$D$8 Demanda Lubrificante Total 1,45 0 0,5 0,95 1E+30
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Observacao

Este material refere-se as notas de aula do curso EA 044 Planejamento e
Analise de Sistemas de Producao da Faculdade de Engenharia Elétrica e de
Computacdao da Unicamp. Nao substitui o livro texto, as referéncias
recomendadas e nem as aulas expositivas. Este material nao pode ser
reproduzido sem autorizacao prévia dos autores. Quando autorizado, seu
uso é exclusivo para atividades de ensino e pesquisa em instituicoes sem
fins lucrativos.
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