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Modelos de Caminhos Minimos
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Caminhos

@7

Caminho minimo:

menor caminho entre dois vértices de um grafo
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Nao sao caminhos
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Principio de Otimalidade de Bellman

Programacao Dinamica

caminho minimo 3 ® 10: 3-8-7-10
3
caminho minimo3® 7: 3-8-7
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e Ciclo: caminho que inicia e termina no mesmo veértice
— Ciclo positivo: ciclo com comprimento positivo
— Ciclo negativo: ciclo com comprimento negativo

* Ciclos negativos criam problemas para sub-caminhos

extendendo ® 3
Otimode 1® 3 Otimode 1® 2 Otimo de 1 ® 2

gﬁ.

>
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1-2-3 1-3-4-2 1-3-4-2-3 8
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Principio de Otimalidade de Bellman: caminhos 6timos em grafos sem ciclos
negativos possuem subcaminhos 6timos
Equacdes funcionais: s® k, "kt s
v[s]=0
VIKl=min {V[i]+c, : (i,k) existe } "k ! s
Se ;é (i,k) entdo min { nada } = +u
Valores v[k] de vertices em um grafo sem ciclos negativos séao

comprimentos dos caminhos minimos de um dado vértice s se
e somente se eles satisfazem as equacoes funcionais.

v[K] : valor do caminho minimo entre origem s e o vértice k

v[k] = +4 se néo existe caminho s ® k 9
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v[9]=246
v[6]=272

V[4]=623

v[10]=427
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2-v[4]=Vv[i]+c, (i=5minimiza) P v[4]=vV[5]+cC,

v[d]=V[]] +c5s (=3 minimiza) P V[5]=V[s] + C

V[4] + V[5] = V[5] + Vis] + Cg + Cq

v[4] =c, +C,, comprimento caminho 3 -5-4

3 - Nenhum outro caminho 3 ® 4 tem comprimento menor
considerar, por exemplo, caminho3-1-2-4

valores satisfazem as equacoes funcionais
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V1] £ V[s] + ¢,

V[2] £ V[1] + Cy,

V[4] £ v[2] + c,,

V1] + V[2] + V[4] £ V[s] + V[1] + V[2] + C, + Cp, + Cyy
V[4] £ V[s] + C,, + €y, + Coy

V[A]£Cy +Cp, + Cyy

caminho 3 -1 - 2 - 4 n&o pode ter comprimento menor que Vv[4] !
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Equacdes funcionais: k® |, " k, |

v[k,k] =0

VIKI] =min {c,, v[k,] + V[i,l] : it k, I}"k?*I

Se ;é (i,k) entdo min { nada } = +u

Valores vlk,I] de vértices em um grafo sem ciclos negativos sao

comprimentos dos caminhos minimos entre os vértice k e | se
e somente se eles satisfazem as equacoes funcionais.

v[k,I] : valor do caminho minimo entre veértices k e |

v[k,l] =+u se nao existe caminho k® |
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Caminhos minimos

j =1 | =2 = =4
i \Y; caminho \Y; caminho Y, caminho \Y; caminho
1 0 - 3 1-2 16 1-4-3 4 1-4
2 3 2-1 0 - 19 2-1-4-3 7 2-1-4
3 16 3-4-1 19 3-4-1-2 0 - 12 3-4
4 4 1-4 7 4-1-2 12 4-3 0 -

Equacdes funcionais:

v[1,4] = min {c,, V[1,2] + v[2,4], V[1,3] + V[3,4] } =min {4,3+ 7,16 + 12} =4

v[2,3] = min { C,q, V[2,1] + V[1,3], V[2,4] + V[4,3] } = min { +11, 3 + 16, 7 + 12} = 19

Prof FernandoGomide
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Algoritmo de Bellman-Ford

¢ Caminho minimo de um vértice s a todos 0s outros de um grafo
e Equacles funcionais: s® k, "k?!'s

v[s] =0

VIK] =min { V[i] + ¢, : (i,k) existe } "k s

Se $(i,k) entdo min { nada } = +

* Ciclos introduzem dependéncias circulares:

v[1] = min { v[3] + 5, ...
v[2] = min { v[1] + 2, ...
v[3] = min { v[2] + 4, ...

— e
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Algoritmo de Bellman-Ford

Passo O Inicializa: s vértice origem; V[k] = 0 se k = s; senao W[k] = +u
t- 1;

Passo 1 Avalia: calcular Vik] = min { V{i] + c, : (i,k) existe } "k s;
se VK] < vti[k] entdo d[k] = vertice que precede k
no melhor caminho;

Passo 2 Para: se V{k] = vt}[k] ou t = nUmero de vértices no grafo;
se vik] muda no ultimo t ent&o existe ciclo negativo;

Passo 3 Avanca: se algum Vi[k] mudou e t < nimero de vértices entao
t- t+1;irpara o Passo 1,

vi[k] = valor de v[k] obtido na t-ésima iteracao

d[k] = vértice que precede k no melhor caminho s ® k atual 16




Exemplo

 Inicializa:  VO[1] = 0; W[2] = VO[3] = Vo[4] = +1; t=1
 VI[1] = 0

V2] = min { V[1] + C,,, VO[4] + C,,} = Min{0+5,p +2}=5; dr2] =1
VI[3] = min { V[1] + .5, VO[] + C5 , V[2] + C,s}=min {8, p, u}=8; d[3] =1

vi[4] = min {}= + ;



e v2[2] = min { V}[1] + C,,,

v2[3] = min { V{[1] + c,;,

vi4l=min{}= +u

e V3[2] = min { V[1] + C,,,

V3[3] = min { V?[1] + C,5,

V4] =min{}= +u

vi[4] + c,,} = min{0+5, u +2}=5; d[2] = 1

V1[4] + C43 ! V1[2] T C23} = min { 8! U, '5} - '5; d[3] - 2

vq[4] + c,,} = min{0+5, u +2}=5; d2] =1

V2[4] + C43 L V2[2] T C23} = min { 8! U, '5} — '51 d[3] = 2
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Exemplo: resumo

t VI[1] VI[2] V[3] VI[4]
0 0 +00 +00 +00
1 5 8

2 -5

3

t d[1] d[2] d[3] d[4]
1 1 1

2 2

3
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Algoritmo de Bellman-Ford: Justificativa

9 ) v[9]=246

4]=623
Vil ! 215
V[7]=274
153

v[10]=427

namero arcos caminho < nimero vértices - 1



Algoritmo de Floyd-Warshall

¢ Caminho minimo de cada vertice a todos os outros de um grafo

* Equacoes funcionais: k® |, " k, |
vlk,k]=0
VK] =min{c, , V[Ki]+ V[i,l]: 1* k, 1}"k?I

Se if:((i,k) entdo min { nada } = +u

 Vik,I] = valor do caminho minimo k ® | obtido na t-ésima iteracéo

d[k,I] = vértice que precede | no melhor caminho k ® | atual
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Algoritmo de Floyd-Warshall

Passo O Inicializa:

Passo 1 Avalia;

Passo 2 Para:

Passo 3 Avanca:

numerar vertices consecutivamente a partir de 1;
se existe arco (k,I) entdo VO[k,I] = ¢, ; d[k,] = k;
senao Vo[k,l] = 0 se k =I; Vk,I] = +pu caso contrario;
t- 1;

VIK,] = min {vtikI], viik,t] + veyt 0]}, " Kk, 11 g;
se Vi[k,I] < vti[k,l] entdo d[k,I] = d[t,l];

se Vik,k] < 0 para algum k, ou t = numero de vertices;
se Vi[k,k] <0 para algum k, ent&do existe ciclo negativo;

se t < numero de vértices e Vi[k,k] >0, " Kk, entao
t- t+1;irpara o Passo 1;
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Exemplo

VI, 1]
k | =1 | =2 =3 = = | =4
1 0 00 00 7 - 1
2 20 0 00 2 2 2
3 -3 00 0 00 3 -
4 7 00 4 0 4 -
ik, 1] = VLK, 1]
k | =1 | =2 | =3 = =1 | =4
1 0 00 00 7 - 1
2 20 0 00 2 2 2
3 -3 00 0 4 3 1
4 7 00 4 0 4 -
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v3[k,l] d[k,l]
k | =1 | =2 =3 = =1 | =2 | =3 =4
1 0] 00 00 7 - - - 1
2 20 0] 00 2 2 - - 2
3 -3 00 0 4 3 - - 1
4 1 00 4 0 3 - 4 -
\/4[k,l] d[k,l]
k =1 =2 =3 = | =1 | =2 | =3 =4
1 00 11 7 - - 4 1
2 3 0 6 2 3 - 4 2
3 -3 00 0 4 3 - - 1
4 1 00 4 0 3 - 4 -
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Algoritmo de Dijkstra

 Caminho minimo do vértice s a todos os outros com ¢; * 0" 1, j

Passo 0 Inicializa: s vertice origem; v[i] = 0 se i = s; senao V[i] = +

p- s, sé marcado como Vvértice permanente;

Passo 1 Avalia: marcar p como Vvértice permanente; " arco (p,i)

calcular V[i] = min { V[i], v[p] + c,; }, i temporario;
se o valor de V[i] modifica entao d[i] = p;

Passo 2 Para: se nao restar nenhum vértice temporario,

V[i] s&o os valores otimos;

Passo 3 Permanente: escolher o proximo vértice permanente p tal que
v[p] = min { V[i] : i temporario }; ir para o Passo 1,
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p V] V2] V3] V[4] V5]
Inicio 0 00 00 00 00

1 p 5 20 5
2 P 17
5 7 p
3 p
4 p

fim 0 5 7 00 5
p d[1] d[2] d[3 d[4] d[5]
1 1 1 1
2 2
5 5
3
4

fim - 1 5 - 1
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Grafos Aciclicos

* grafo que é dirigido e sem ciclos @/’ A
aciclico

e vértices podem ser numerados
tal que todo arco (i, j) tem i <]
()

&)
»(O1

grafo nao dirigido grafo com ciclo .



Caminhos Minimos em Grafos Aciclicos

Passo O Inicializa:  numerar vertices tal que arcos (i, j) temi<j;
S vértice origem; v[s] = O;

Passo 1 Para: se todos V[K] ja foram determinados;

caso contrario, seja p um vertice nao processado
com a menor numeracao;

Passo 3 Processa:  se $ arcos dirigidos para o vértice p; v[p] = +U;
caso contrario, determinar
v[p] = min {V[i] +c;,: (I,p) existe }
d[p] = numero do vertice que atinge 0 minimo;
Ir para o Passo 1;
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S
p=2
p=3

v[1] =0
V2] =min{Vv[l]+cCc,}=5

d[2] = 1

V[3] = min { V[1] + Cy5, V[2] + C;3}
=min{0+8,5-10}=-5

d[3] = 2

p vip] dip]
1 0 -
2 5 1
3 5 2
4 -3 3
5 00 -
6 00 -
7 9 2
8 22 7
9 4 4
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Aplicacao Planejamento de Projetos - CPM

 Projeto: conjunto de atividades
« Duracao de uma atividade k: a,
* Atividade | precede k se jtem que terminar antes do inicio de k

* Problema: determinar a data mais cedo para cada atividade,
respeitando-se as restricbes de precedéncia entre elas

* Método do caminho critico: CPM (Critical Path Method)
 Projeto pode ser modelado atraves de um grafo aciclico

* Algoritmos de caminhos otimos ® caminhos criticos



Atividade Duracao (dias) Predecessores

O© 0O NO Olh WDN PFPX

Fundacao 15 -
Hidraulica basica 5 -
Concretagem vigas 4 1,2
Elementos estruturais 3 3
Telhado 7 4
Instacéo elétrica 10 4
Condicionamento térmico 13 2,4
Paredes 18 4,6, 7
Acabamento 20 5,8

Rede do Projeto
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» Data mais cedo inicio atividade k:

— € 0 comprimento do maior caminho do vértice inicio

ate o vertice k da rede do projeto correspondente

 Tempo minimo para completar o projeto:

— € 0 comprimento do maior caminho entre os vertices
inicio e fim da rede do projeto.

Atividade

Inicio Mais Cedo

Caminho Critico

Fundacao

Hidraulica basica
Concretagem vigas
Elementos estruturais
Telhado

Instacao elétrica
Condicionamento térmico
Paredes

Acabamento

O 00 ~NO OB WwWN PF|IX

0

0

15
19
22
22
22
35
53

inicio - 1
inicio - 2
inicio - 1 -
inicio - 1 -
inicio - 1 -
inicio - 1 -
inicio - 1 -
inicio - 1 -
inicio - 1 -
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Algoritmo de Sequenciamento - CPM

Passo O Inicializa:

Passo 1 Para;:

Passo 3 Processa:

numerar vertices atividade com cada arco precedéncia
(i, ) comi<j; v[inicio] = O;

se o valor de v[final] ja foi determinado;
caso contrario, seja p um vértice nao processado
com a menor numeracao;

determinar

v[p] = max {V[i] + a : i precede p ;

d[p] = numero do vertice que atinge 0 maximo;
Ir para o Passo 1;




Exemplo

d[p]

1 0 inicio

2 0 inicio

3 15 1

4 19 3

5 22 4

6 22 4

7 22 4

8 35 7

9 53 8 u
fim 73 9




Observacao

Este material refere-se as notas de aula do curso EA 044
Planejamento e Andlise de Sistemas de Producéo da Faculdade de
Engenharia Elétrica e de Computacdo da Unicamp. Nao substitui o
livro texto, as referéncias recomendadas e nem as aulas expositivas.
Este material ndo pode ser reproduzido sem autorizacao prévia dos
autores. Quando autorizado, seu uso é exclusivo para atividades de
ensino e pesquisa em instituicoes sem fins lucrativos.
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