é"}é. EA 044 Planejamento e Analise
de Sistemas de Producao

—4~.\'

UNICAIVIP

Algoritmos Numéricos de
Busca em Otimizacao

ODCA-FEEC-Unicamp



Topicos

1-Introducao

2-Busca em otimizacao

3-Algoritmos numeéricos de busca

4-Condicoes algébricas: melhor direcao, factibilidade
5-Unimodalidade, convexidade, tratabilidade

6-Solucao inicial factivel

2

ODCA-FEEC-Unicamp



1-Introducao

= Algoritmos de busca

—nao informados (profundidade, largura,...)

—informados (gradiente, best-first,...)

= Caracteristicas dos algoritmos de busca

— exatos (simplex, branch and bound, programacao dinamica,...)
— heuristicos (tabu, SA, AG, A, A*,...)
= Questoes
— busca € a melhor maneira de resolver o problema?
— quais algoritmos de busca resolvem o problema?
— qual algoritmo é o mais eficiente para o problema?
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2-Busca em otimizacao

= Solucao de um modelo de otimizacao
—uma escolha para os valores das variaveis de decisao

— em geral uma solucao é um vetor do R"

= Caracteristicas dos algoritmos de busca
— melhoram solucdes factiveis ao longo de direcOes factiveis
— baseiam-se em informacodes sobre a vizinhanca da solucao corrente

— vizinhancas dao uma natureza local as solucdes
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= \/izinhanca N (X) = {y:Hy—xH<£}, XxOR", >0

X[ = OF +XE +---+ x2)

|X|| norma (comprimento) de X

» Ponto interior SUOR", xOS interior selIN_(x) O S

U
[E>0||ly-x|<e= yOS
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3-Algoritmos numeéricos de busca

min (x,— 4+ (x, —4)

sa 1./Kx + 3.0x, < 15
2.2% + 0.9x, < 10
Xy, X, 20

X" o xP+ A AX

f(x'")< f(x})

AX direcéo
X, A>0 passo

procedimentos que iniciam em uma solucao factivel e prosseguem ao longo
de uma trajetoria formada por solucdes factiveis que sempre melhoram o
valor da funcao objetivo (paradigma direcao + passo).
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" Problemas de maximizacao

max f(x) [IxO(D n N_(x)) local
f(x*) = f ’
sa xUb (X%) () {DXD D global

" Problemas de minimizacao

[IxO(D n N_(x)) local
[(Ix D global

min f(X)

sa xUD 1) =100 {
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= Otimo local pode ser 6timo global

» Modelos mais trataveis

— garantem otimo local = 6timo global

=" Em geral 6timo local nao é global

— executar algoritmos (busca) independentes
— melhor solucao local — solucao 6tima

— 6timo aproximado (heuristico)
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Exemplo: problema de alocacao

X

1(e) (02

60.000 20.000

(o3

30.000

-5 0 5 X1

max f(x,X,)= c0

-5

20

30

sa (x+1D°+(x,—-3)°=025
(x, —1)*+(x, —3)*= 025
(%)% + (X, +4)* = 025

1+ (% 17+ (-3 1+ (4 -D)2+ (=3 1+ (%) + (x +4)°
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Direcao factivel

AX é uma direcdo factivel em xt se
xXt+ A Ax O D
A > 0, suficientemente pequeno

X, A = passo na direcdo AX
8
° v
0.3 + 0.4, = 2.0 X, < 6

0., + 0.%, = 0.5

|
Xy 12
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Modelos ilimitados

X5

EEEEEREEEEEEE

AX?. direcdo ilimitada

2 4 6 8 Xg s
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4-Condicoes algébricas: melhor direcao

Of (x) = (of/ox,..of /0x,..0f /0x,) gradiente de f(X) em X

f(x'+AAX) = f(x")+A0f (X') Ax = f(xt)+ki[afijj

=1\ X

Af =A0f (x') Ax
Of (x) Ax >0 melhora para max

Of (x) Ax <0 melhora para min

14

ODCA-FEEC-Unical

mp



Escolhendo Ax =f (x), Of (x) #0

Of (x) A(X) >0 melhora para max

Escolhendo Ax = —0f (X)

Of (X) A(X) <0 melhora para min
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Algoritmo busca local

Passo O Inicializacdo: com solucdo a factivel X, t — O;

Passo 1 Direcdo e otimalidade: construir direcdo factivel Axt*! em X% se
direcdo factivel ndo existir, entdo parar; Xt € um 6timo local;

Passo 2 Passo: se existir limites para valor de A para o qual a funcdo objetivo
melhora, mantendo a factibilidade na direcao AX, entdo escolher o
maior valor At*1; sen3do parar pois o modelo é ilimitado;

Passo 4 Avanco: determinar nova solucdo X1 = xt + AAXt*L t =t + 1;
ir para o Passo 1;
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Exemplo: problema de alocacao

17

ODCA-FEEC-Unicamp



4.5F

-1 05 0 05 1
x1

ODCA-FEEC-Unicamp



Condicoes algébricas: factibilidade

Caso linear

ax = Zaj X, 2b; Ax factivel = aAx = Zaijj >0
i=1

j=1

ax = Zaj X, <b; Ax factivel = aAx = Zaijj <0
i=1

j=1

ax = Z;aj x; =b; Ax factivel = aAx = Zaijj =0
J:

=1

n
Restricao ativa: Z aj Xj =Db
=1
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5-Unimodalidade, convexidade, tratabilidade

= Caracteristicas importantes do modelo

— unimodalidade

— convexidade

= Tratabilidade

— conveniéncia de analise do modelo

— modelos que garantem 6timo global = local
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Funcoes unimodais

Ox*, x> f(x*) melhorque f(x') = AX=Xx°-Xx" melhoraem x!

A A

f(X) f(X)

> >
X X

nao € unimodal para max e min unimodal para max

nao unimodal para min
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Conjuntos convexos

OxL, x>OD, xX*+A(x¢=-x1)OD, 0gA<l

D D

convexo Nao convexos
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Todas restricOes lineares = conjunto (espaco) factivel convexo

Xy
8 |
X, €9 «

6
0.3, + 0.4, =2 2.0

2
0.%, + 0.%, = 0.5

' >

D é convexo )
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= Otimos locais sdo étimos globais:

— funcdes objetivo unimodais

— modelos sem restricoes

= Otimos locais sao 6timos globais quando:
— funcao objetivo é unimodal
— restricdes sao um conjunto convexo

— exemplos: modelos lineares, quadraticos
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6-Solucao inicial factivel

Método de duas fases

0 - Modelo artificial: escolher uma solucao inicial conveniente para o modelo
original e construir modelo da Fase | adicionando (subtraindo) variaveis

artificiais nao negativas em cada uma das restricoes violadas

1 - Fase I: atribuir valores para as variaveis artificiais para obter uma solucao
inicial factivel para o modelo artificial. Resolver problema de minimizar a

somadas variaveis artificiais

2 -Teste de factibilidade: se a Fase | termina com soma= 0, ir para o passo 3
pois a solucao original é factivel. Se soma> O, parar: modelo original é
infactivel. Caso contrario, repetir Fase 1 com diferentes valores iniciais.

3 - Fase Il: construir solucao inicial factivel para o problema original eliminando

as componentes artificias do 6timo da Fase I.
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Meétodo de duas fases: exemplo

Modelo da Refinaria de Petrolinea

min 28, + 15,
sa 0.% + 0.4, = 2.0 (1)
04x, + 0.%, = 1.5 (2)
0.% + 0.X%, = 0.5 (3)
X4 <9
X, < 6
X1, X, =0

escolhaX; =X,=0

viola as restricOes desigualdade (1), (2) e (3)

26

ODCA-FEEC-Unicamp



Modelo artificial

min  X;+ X, +Xs
sa 0.3, + 0.4, +Xg
0.4x, + 0., +X,
0.2, + 0.%, +Xg
X1

2.0
1.5
0.5
9
6

ININ IV IV v

X2
X1y Xoy Xgy Xgqy X5 2 0

Fase I: depois de fixar variaveis do problema original nos valores escolhidos
inicializar as variaveis artificiais atribuindo-as os menores valores

necessarios para obter factibilidade

2 = X3=2
1.5 = x,=1.5
05 = x=05

0.3(0) + 0.4 (0) *,
0.4 (0) + 0.2 (0) ,
0.2 (0) + 0.3 (0) %

v IV v

solucdodaFasel: (4 4 0 0Q factivel = (4 4)solucdo inicial para Fase Il
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Meétodo Big-M

1 - Modelo auxiliar: max f — M ( soma das variaveis artificiais) ou
min f + M ( soma das variaveis artificiais )

1 - Teste I: Se Big-M termina em uma solucao local com todas as variaveis
artificiais nulas, entao os componentes restantes constituem uma solucao
otima para o problema original

2 -Teste Il: se M é suficientemente grande e Big-M termina em um solucao

otima global com alguma variavel artificial positiva, entao o problema
originalé infactivel

3 - Teste lll: se M é suficientemente grande e Big-M termina em um soluc¢ao
otima local, com alguma variavel artificial positiva, ou o muliplicador M
nao é grande o suficicente, nada se pode dizer. Repetir algoritmo ou com
valor M maior, ou com outra solucao inicial.
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Meétodo Big-M: exemplo

min 2, + 15+ M (X3 + X, +Xg)
sa 03 + 04, +x3 = 2.0
04x, + 0., +x, = 15
0.2% + 0.X, +%x = 0.5
X4 9
X5 6
X1y Xoy Xgy Xgy X5 20

ININ |

x°=(0 0 2 1.5 0.5)

M =10.000 = x'=(2 350 0 0)
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Observacao

Este material refere-se as notas de aula do curso EA 044 Planejamento e
Analise de Sistemas de Producao da Faculdade de Engenharia Elétrica e de
Computacdao da Unicamp. Nao substitui o livro texto, as referéncias
recomendadas e nem as aulas expositivas. Este material nao pode ser
reproduzido sem autorizacao prévia dos autores. Quando autorizado, seu
uso é exclusivo para atividades de ensino e pesquisa em instituicoes sem
fins lucrativos.
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