Teorema fundamental da programacao linearDado um modelo de programacao linear
na forma padréo onde A € uma matneX n) de postam,

min cX
s.a. AX=b
» 0

A-se existe uma solugéo factivel, entdo existe sohacio basica factivel.
B-se existe uma solucao factivel 6tima, entdo exista solucéo basica factivel 6tima.

Prova

A-Sejam A, A, .., A, 0s vetores coluna da matriz A. Suponha quex, =4, ...,X,) seja
uma solugdo factivel. Entdo, em termos das coldeas esta solugéo satisfaz:

XA+ XoA0 +---+ XqAp =D (1)

Suponha que exatamergalas variaveis; SGo maior do que zero e, por conveniéncia, que
estas sdo gsprimeiras variaveis. Entdo podemos re-escreverdio

XAL+ XA+t XpAp =b (2)

Temos entdo que considerar dois casos, dependends setores A Ay,..., A, S@o
linearmente independentes (LI) ou ndo (LD).

Caso 1: Suponha que AA,, .., A, sdo LI Entdg@ < m. Sep =m, a solugéo é uma solugao
basica . S@ <m, entdo podemos seleciomar p vetores entre os—p restantes tal que o
conjunto dosn vetores formado por AA, .., A, e osm—p escolhidos séo LI, pois o posto
de A ém. Atribuindo o valor zero as m — p variaveis copmylentes, obtemos uma
solucao basica factivel (degenerada neste caso).

Caso 2: Suponha queiAA;, .., A, sdo LD. Entdo, por definicdo de LD, existe uma
combinacdo néo trivial destes vetores que é nsila.d, existem constantgs ya,..., Yp ,
com pelo menos um delas positiva, tal que

y1A1+y2A2+"‘+ypAp =0 (3)
Multiplicando (3) por um escalare subtraindo de (2) obtemos

(X1 -€y1)A1 + (X2 -€y2)Ag +---+(Xp -€Yp)Ap =b 4)
A expressdo (4) é valida para qualguer, para cada as componentes, — &y

correspondem a uma solucédo de (14) , embora acéesxr — &y; = 0 possa ser violada.
Fazendoy =y, Y2, ...,Yp, 0, O, ....,0) vemos que, para qualggieuma solucgéo de (4) é:



X — & )

Parac = 0, x é a solugdo basica factivel original. Quascresce a partir de zero, as
componentes de x podem aumentar, diminuir, ou pegogem as mesmas, dependendo se
os valores correspondentesylsao negativos, positivos ou nulos. Como estampsnslo

gue pelo menos um dos valoresypé positivo, pelo menos uma das componentes diminui
guandog aumenta. Vamos aumentamté que uma ou mais das componentes tornam-se
nulas, isto €, vamos considerar o seguinte valar:de

g=min{x /y; . y; >0} (6)

Para este valor de a solugédo dada por (5) é factivel e possui noim@p — 1 variaveis
positivas. Repetindo este processo, se necespademos eliminar as variaveis positivas
até que se tenha uma solucgéo factivel com as ckoreespondentes LI, situacdo onde o
caso 1 se aplica.

B- Suponha que x x{, X, ...,X,) Se€ja uma solucéo factivel 6tima e, como no casurava
da parte A acima, suponha que som@meariaveis Xy, X, ...,X, , Sejam positivas. Temos,
de novo, dois casos.

Caso 1: corresponde ao caso Ll e é tratado exatardammesma forma como acima.

Caso 2: corresponde ao caso LD e também é tratadmesma forma com no caso
correspondente da prova da parte A, mas nested@ass que mostrar guena solugéo (5)
é Otimo. Para isso, sabemos que o valor da fung@tiva para a solugcéo xe&y é:

cx-—&'y (7)

Para ¢ suficientemente pequeno, x& € uma solucdo factivel para valores positivos e
negativos dee. Podemos entdo concluir qug & 0 pois se'y # 0, um valor pequeno de
com um sinal apropriado poderia ser encontrado feaex (7) menor queg mantendo a
factibilidade, o que contraria a hipdtese que xnm&solucdo 6tima. Portantdyc= 0.
Portanto, com isso obtém-se uma nova solugdo &ctiem um ndmero menor de
componentes positivas. O restante da prova prossegtio, como no na parte€.

Comentario: este teorema mostra que resolver um modelo dggracao linear reduz-se
a um problema de busca sobre o conjunto das salugésicas factiveis. A prova do
teorema sugere o método simplex. O teorema tamédnuin carater puramente algébrico.
Uma interpretacdo geomeétrica pode ser obtida emotede conjuntos convexos.
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