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Modelo programacao nao linear (PNL)

min  f(X) |
sa XUODIORn restrito
min  f(X)

sa x[OD=R" irrestrito
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I- programacao nao linear irrestrita

min (X
sa xtUD=R"
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Exemplo: regressao nao linear

numero custo numero custo ndmero custo
i pi oF i Pi of Pi of
1 19 7.9 5 5 19.5 9 14 9.2
2 2 25 6 6 13 10 17 6.3
3 9 13.1 7 3 17.8 11 1 42.0
4 4 17.4 8 11 8.0 12 20 6.6
Numero de unidades x Custo unitario
50
o 40 1
@
>
% 20 - ce®
°© 10 * .
0 I I T
0 5 10 15 20
namero
4
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min 100, %) = 216 (P> a=r(p)=x(p)*

1=1

m=12

NuUmero de unidades x Custo unitario

50 T l

o 40 .

=

=301 - ] _ oL

= x{ = 4069; x5 = —0.6024
5201 S

8 ~~~~~~ [ °

104 e P ® — l
0 | | | I
0 5 10 15 20 q= r(p) — 4069 D -0.6024

namero
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Funcoes suaves e derivadas

A A

f (%) f (%)
> >

X X

suave nao continua

t

>
X

nao diferenciavel

= Funcaad (x) suave: continua e diferenciavel no domimio deragse D] R"

= Modelos de PNL com funcdes suaves séo, geralnmmais,trataveis

» Funcdes suaves: possuem derivadgsossibilitam busca mais eficiente

= Derivada : forma analitica pode ser dificil / impiegl de ser obtida

ProfFernandoGomide
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Busca unidimensional

A
f(x)
\_//
—” X
X|O Xl X2 Xhl
X|o Xl X2 Xhl
Xl — Xhl e (Xhl _ Xlo
X2 Io + o (X Xlo

a =0.618 (numerode ouro)

ProfFernandoGomide

F]

f (X) unimodal
x* O x| xo]
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Busca unidimensional (numero de ouro)

Passo 0 Inicializagé@scolheo('o, X' e toleranciag > 0. Calcular, con®l = 0.618:
Xl - Xhi -Q (Xhi - X|O)
X2 - Xhi +Q (Xhi - X|0)
calcular valor da funcéi(x) para os quatro pontos;t « O;

Passo 1 Parada: f¢" - Xl0) < ¢, parar: solugéo 6tima aproximada = 1/2 (X" - X°);
sendo ir para Passo 2fgl) > f (x2); caso contrario ir para o Passo 3;

Passo 2 Esquerdo:  estreitar lado esquerdoteivalo;
XM x2; xR xt
Xl - Xhi - O (Xhi - X|O)
avaliar f (x1); t < t+ 1;ir para Passo 1;

Passo 3 Direito: estreitar lado direitamtervalo:
X0 xt; xt - X
X2 - X|O + Q (Xhi _ X|O)

avaliar f (x9); t « t+ 1;ir para Passo 1; 3
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Pro

Busca unidimensional: intervalo inicial

= Intervalo inicial

—talquex* O[ x°, x"] - padrdo 3 pontos

= Padrao 3 pontos
_{Xlo, Xmid , Xhl }’ X|O < Xmid < Xhl
—f (xM9) melhor qud(x") e f(x°)

fFernandoGomide
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Intervalo inicial: algoritmo

Passo O Inicializa  escolher limitante inferiox'© paraX* e pass® > 0;

Passo 1 Esquerda ou Direitse f (XI° + ) é superior & (X°) entdaox™d — X° + 3;
ir para 0 Passo 2 para busca a direita; caso canfitdmo esta a

esquerda; fazet" — X° + §; ir para Passo 3;

Passo 2 Expandamenta’ « 25; sef (X™% é superior af (XM4 + &) entdo
XN XMd + 5 e parar{ X, xMd X"} fornece padréo
3 ponto$ sendoxl® — xmd. xmd _ xmd 4+ 5 repetir Passo 2;

Passo 3 Redudliminuird « &/2; sef (X'°+ d) é superior af (X'O) entao
xmd X0+ 5 e parar{X°, xMd  x"1 fornece padrao
3 pontos sendo X' — X + §; repetir Passo 3;

10
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CondicOes de otimalidade sem restricoes

= Vetor gradiente

X = (%, %, -, %X,); f:R" 5 R diferenci&el emx :

Of (X) = (0f/0%,...0f/0x, ...0f/0x, )

= Matriz Hessiana

H(X) =

ProfFernandoGomide

0% f
0X,0X,

92
OX?
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Pro

fFernandoGomide

Exemplo: regressao nao linear
f(4,50)= 210 % (p) 2"

of

— =2 3 | — X2\ X2

axl E(qu Xl p| )pl

of m N

e 22 (@ =xpE)x P In(p)

Xo i—1

of .m
— =2 X2

o Zl P

of m ) ) )
— == In*(p)[(a —xP2) (4 p2) ~ (% p2)?]
of  of

= 23 [(q - x p2)(p2 ) —(pX2 X2 |
o%0%,  0%0%, 22[((1. X B)(B2) In(p) = (™) 4 p™2) In(py)]

X= (%, %)
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X = (X, %) = (33 —05)

f (33, - 0.5) = (8f/0%,, 8f/0x,), = (-2307, —174293)

- 9%f  9%f
2 577 17965
H@3,-05)=| % 0% |
02f  9%f 17965 1100312
004 0% |
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Aproximacoes usando serie de Taylor

f(xX'+AAX) = f(x')+ADOf (X)AX
12 ordem

£ (X +AAX) = £ (x) +Ai(§f}xj
j

j=L

2
f,(X'+AAX) = f(x') +ADf (x')AX +%AXH (x")Ax

of )@ n n
f +AAX) = f + A — X
2(X X) = £x) ,Z_ll[aijA 2 E,Zl[axax jAX' X

228 ordem

14
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Pro

Gradiente e 6timo local

= Condicao necessaria (dedrdem)

—xt & um ponto estacionario flesedf(x) =0

— 0timo local de uma funcéao suave: ponto estacionario
f (X' +AAX) = £ (X)) +A0f (xX)Ax

Ax=+0f (x') [+ max,— min]

f(xt+AAX) = f (X)) £AOF (X)OF (X)
U

funcao objetivo melhora a menos qué(xt) =0

fFernandoGomide
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Pro

Hessianas e otimos locais

= Sext € um ponto estacionario fleentaol] f (X!) = 0; logo

2
f (X' +AAX) = f(X') +AOf (X')Ax+ %AXH (x")Ax

U \2
= f(x) + 0 +?AXH (x")Ax

Ax direcao que melhoreemxt

fFernandoGomide
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= CondicOes deZrdem

—necessarias
e XXminimo localdd -  H(X) semi-positiva definida
o Xtmaximo local d¢é - H(X) semi-negativa definida

— suficientes
Xt ponto estacionarid , H(x") positiva definida— xt minimo local dd
Xt ponto estacionarid , H(x") negativa definida- x* maximo local dd

17
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Convexidade e otimalidade global

* Funcao convexa

A

A
f (%)

f (x2) |

f(x)
f (%)

x1 X X2
FOEHFAE =X < FOO+ANFOA) - TN x5Lx20D;  AD[0]]

19
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* Funcao concava

f (%
oA >

f (xY)

f (%)

x1 X X2

FOCHAOC =) 2 FOA)+A[F(XP) - M), X x*0D;  AD[0]]

20
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Funcdes convexas e concavas

1- Sef(x) é convexa entdof{x) é cbncava

2-f (X) com segundas derivadas continuas € convexa@aante se
a matriz Hessiand(x) € semi-positiva definida em um dominio convexo
(aberto)’; f (x) € cOncava se e somentdg) € semi-negativa definida.

3- Funclbes lineares s&o convexas e concavas

4- Sef (X) € concavag (xX) = 1/f (X) € convexallx |f(X) >0
sef (X) € convexa,g (x) = 1/f (X) € concavallx |f(X) <O

5- Seg (y) € uma funcao convexa nao decrescente>d € convexa, entao
f(x) =g (h (X)) € convexa; sg(y) € uma funcao concava nao decrescente

e h(X) € concava, entddx) =g (h (X)) € cbncava

21
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6-f (X) e convexase, pace=0 e g (x) convexa,i =1, ..,k

f(x):éaigi(x)

7-f (X) formada a partir de maximos de funcdes convexasmeexa
f (X) formada a partir do minimo de funcbes concavameava

f(x) =max{g;(x);1 =1---,k}
f(x) =min,{g;(x);i =1,---, k}

8- Funcbes convexas (concavas) sdo unimodais (caconmao)

22

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Condicoes suficientes: otimalidade global

= Sef (X) € uma funcédo convexa, entao todo minimo locairéno global

= Sef (X) € uma funcao concava, entao todo maximo locabédmo global

No caso de minimo: sejd minimo global ext # x*

f(x)<f(x) = M) -f(x})]<0; OA>0
FIXE+A(X* XD < FOO+A[FOF) - FOM] < F(x); AD[0]]

Ax = (xt — x*) direcdo melhora em!,[0xt 0 D

!
X* minimo global
23
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= Ponto estacionario de uma funcdo convexa suaverainmmo global

= Ponto estacionario de uma funcdo concava suaveraaximo global

Exemplo: sd (x) € convexa, entao

FIX +A(x=xX)] < FOC)+A[F()-f(X)]  AD@©1  convexidae
FIX +A(x=x)]= f(X)+AOf (X)(x=X ) Taylor
f(x)- f(xX)20f (X )(x=X)

Of(x)=0 = fX)-f(x)=20 0Ox

l

X* € minimo global
24
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Algoritmo (busca) do gradiente

Passo O Inicializacdo: com solucéao inicidj toleranciee > 0;t ~ 0;
Passo 1 Gradiente: calculaf (xf) em X
Passo 2 Ponto Estacionario: déf (kY)||< € entdo pararnt é 6timo;
Passo 3 Direcao: Axt*t — £[f (XY) [+ para max, — para minj;
Passo 4 Busca Unidimensional: determiggrresolvendo

max (min) f ( xt + A Axt*1) ;
Passo 5 Atualizaxt*1= xt + A Axt*1;

Passo 6 Incrementat =t + 1; ir para Passo 1,

25
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Algoritmo do gradiente

26
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Pro

fFernan

Método de Newton

= Utiliza informacao de segunda ordem

f,(X'+AAX) = f(x') +ADf (X )Ax+)\—2AxH(x “Ax

£ od+aax) = £ O g + A 0T Ay
j=1 aXJ J 2 i=1j=1 ax,ax :

= Fazendo\ = 1 e derivando com relacad\a

n A2
of, _ of . 0“f AX; , i=1n
0AX, 0%  j=10%0X;

Of ,(Ax) = Of (X)) + H (x")Ax

Of,(Ax) =0 — H(x")Ax=-0f (x')

doGomide
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-----------
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Gradiente

..
.........
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—algoritmo Newton converge para otimo local se alizacao é
suficientemente préoxima do 6timo local

—nao ha garantia de que a matriz Hessiana sejangigdas em
todo dominio de interesse

—idéia: combinar gradiente + Newton

— meéetodos Quase Newtoniandsx*! = - D, [] f (X))
—matrizD aproxima da inversa da Hessiaha! ao longo da busca
— Hessiana: relacionada com a variacao do gradiente:

l

0f (xUDY - 0fF (x) = HxH[xEE - x]
32
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Pro

Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno: método BFGS

AU =D, Of (xY)

t+1 t t+1
X — X +A 4 AX

b . D 4|14 g'D,gldd" D,gd' +dg'D,
t+1 t dTg dTg dTg

d=x"-x g=0f(x"-0f (x') D, ==l

(— min, + max)

33
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Algoritmo de Nelder-Mead

= Nao utiliza derivadas
= Mantém @ + 1) solucOes candidatas

= Baseia-se nos conceitos de:
— reflexao
— expansao
— contracao
— encolhimento

n+1 n

Ax=X -y y™ _ pior solucdocentreas(n+1) candidatas

10 , . .
X==Yy n-ésimo centrdide
n i=1

35
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expansao

36
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...
...........
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ll- programacao nao linear restrita

min (X
sa xUDOR"

ProfFernandoGomide
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Exemplo: localizacao e alocacao

Distribuidores: 17
Regides: 650 agrupando 24.000 clientes

39
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| = distribuidor,i =1,....,17
regiao,j =1,...,650

L
[

D

[
Sy

__‘
p . r
e LA N W
o BN e A T A
. -
P

{)!,

i

,\
At
b

MED

A
ey

X h

d = ndmero de viagens/ano para entregasésima regiao
40
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Pro

= Minimizar custo de transporte
— minimizar numero de viagensi() dei - ]
—minimizar distancia entrieej

= Modelo PNL
17 650
min 3. 3w, JO6 =h)?+ (v —hy)?
I=1j=
17
sa > w =d, j=1...,650
i=1

w; 20,1=1...17 ] =1,...,650

fFernandoGomide
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Modelos convexos

min f(x)

sa g(¥=a,i=1..,I
hj(x)<b;,]=1...,J
L.(X)=c., k=1,...,K

f(x) convexa
0:(X) concavalli
h,(x) convexal]]

| (X) linear Uk

ProfFernandoGomide
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min
sa

(X;- 3P+ (% - 3)
33X, + 95X,
99X, + 2X,

X;, X, 20

<

<

15
10

ProfFernandoGomide
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max  3v,—w, +8Inw,

sa w2 —wWw, +w,2 < 100
w, + w,=4
Wy, W, =0

= Funcao objetivo

f(wy, w,) = 3w, —w, +8Inw;

4 -
| /
w2 [ [
3.5/ / /
3k /
| /
2.5 /
|
| /
1.5 /
[
/
1
|
/
0.5+
/
. . . . / .
0.5 1 15 2 2.5 3 35 1 4

44

ODCA-FEEC-Unicamp

ProfFernandoGomide



incipais

N
o
o

N

o
ey
P

IcOes pr

= Restr

35y 4

3

2.5

45
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max  3v,—w, +8Inw,
sa W2 —wWw, +w,2 < 100
w; +w,=4
Wy, W, =20

w2
3.5}

2.5¢

1.5

0.5/

46
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Pro

Propriedade de modelos convexos

Se a funcao objetivo do modelo é convexa e asg@éssr
produzem um conjunto convexo factivel, entao tadacéo
Otima local € uma solucéo 6tima global.

0:(x) concavalli
h,(x) convexall]
| (X) linear [k

f convexa (concava)

fFernandoGomide

J

> = Conjunto convexo

— Funcao unimodal

47

ODCA-FEEC-Unicamp



Método dos multiplicadores de Lagrange

min(max)f (X)

sa 0i(X)=b Restriges igualdade
1=1...,m
m ~
L(x,v)=f(X)+> v.[b =g (X)] Funcéo Lagrangeana
i=1

v, = multiplicador de Lagrange associado a restricao

48
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Pontos estacionarios da funcao Lagrangeana

(x*, v¥) € um ponto estacionario téx,v) se OL(x*,v*) = 0:

m m 0Q. of .
f (%) =) v. g (X ou Ly =—— [
(X*) Zl. g; (X°)] Eaxj T ]

g; (X*) =k, 0

Se &*, v¥) € um ponto estacionario téx,v) ex* € uma solucao 6tima
irrestrita deL(x,v), entdax* € uma solucao 6tima do modelo original
com restricoes de igualdade.

49
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Pro

Exemplo

min  6x° + 4x5 + X5
sa 24x +24x, =360
X3 =1

L(X,V) = 6X + 4%5 + X5 +V;[360— 24x, — 24%,] + V,[1— Xs]
LIf (X) = 2% 8%,,2X3)

0g,(X) = (24.24,0)
Hg,(x) = (001

fFernandoGomide
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Pro

24v, =12%

24v, =8X,

v, = 2X%,

24x, +24x, =360
1%, =1

L(X,V) = 6X +4X5 + X5 —72% — 72X, —2X, +1082  convexa
U

(X*, X%, X%, v, V,*) = (6, 9, 1, 3, 2= minimo deL(x,v)

fFernandoGomide
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Interpretacao multiplicadores de Lagrange

= v, = variagao valor étimébquandadb, aumenta de 1 unidade
= v, = variavel dual

* 0L
Vi =—
ob

= Limitacoes

—condicdes de estacionariedade dificeis de resolver
—restricoes de desigualdade aumenta a complexidade
—solucdes 6timas globais somente para modelos d¢iatav

52
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Caso geral: condicoes de Karush-Kuhn-Tucker
= Forma geral PNL diferenciaveis

min(max)f (X)

sa gi(xX)=b, Ui UG
g(X)<b, 0L
g(x)=b,0LTE

f, g : fungOes diferenciaveis
G, L, E : conjuntos de indices

53
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Folgas complementares

V. [Q -0 (xX)]=0 para todas desigualdades

= Sinais dos multiplicadores

objetivo | €< | €2 | é =
min vi<0 v, 20 irrestrito
max vi =20 v,<0 irrestrito

54
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Pro

Condicoes de Karush-Kuhn-Tucker

fFernandoGomide

Solucéao X, v) satisfaz as condicOes de KKT se:

f, g s&o funcdes diferenciaveis
condicOes das folgas complementares
restricoes no sinais dos multiplicadores
restricbes primais
equacao dos gradientes

2. Hg; (¥)v; =L (x)

Ponto de KKT

gualguerx para o quallv que satisfaca as condicoes KKT

55
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Caracteristica da direcao de buAgza

f (x+Ax) = f(x)+Uf (X)AX

objetivo f (X)Ax > 0 [f (X)Ax < 0
min nao melhora melhora
max melhora nao melhora

f (x)Ax =0 =

ProfFernandoGomide

necessitamos de mais informacao

(14.23)
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Factibilidade da direcao de budta

g; (x+AXx) = g; (X) + 0g; (X)Ax

(>0 restricbes ativas
[g; (X)Ax{< 0 restricoes< ativas (14.24)
=0 todasrestricoes =

57
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Condicoes suficientes de KKT

= As condicoes de KKT fornecem um teste de primeira
ordem para determinar a auséncia de direcOesdactiv
gue melhoram o valor da funcao objetivo

= |sto €,x € um ponto de KKT se e somente se n&o existe
uma direcad\x emx que satisfaz as condicOes de primeira
ordem (14.23) e (14.24)

U

= CondicOes KKT sao suficientes para 6timo locab, ést
— sex e um ponto de KKT, entdoé 6timo local

= Se modelo de PNL é convexo:
—condicdes de KKT séo suficientes para 6timo global

ProfFernandoGomide
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CondicOes necessarias de KKT

= Necessidade:
— sex é uma solucado otima, entéigatisfaz KKT

= Solucao 6tima local € um ponto de KKT se:
— todas as restricoes sao lineares
— gradientes das restricdes ativas no ponto Otinel ko LI

(qualificacao de restricao)

59
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ProfFernandoGomide

Exemplo min

Sa

(- 3y + (% - 3F
3X; + 95X,
S9X; + 2X,
X;, X, 20

<

<

15
10
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Exemplo min  x2+ 4,
sa k,—1F+ x,°< 1
(x+ 1P+ x2< 1

61

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Observacao

Este material refere-se as notas de aula do cur#2Q Teoria de Sistemas
e Otimizacao Fuzzy: Introducao e Aplicacdes da Fkcld de Engenharia
Elétrica e de Computacdo da Unicamp e do Centrergede Educacéao
Tecnoldgica do Estado de Minas Gerais. Nao subgiitlivro texto, as
referéncias recomendadas e nem as aulas expaststasmaterial ndo pode
ser reproduzido sem autorizacao prévia dos autQuesndo autorizado, seu
uso é exclusivo para atividades de ensino e p&Esaum instituicdes sem
fins lucrativos.
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