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Modelo de programacao linear (PL)

maX CX
sa AX<Dhb
x= 0

xOR"  (nx1) bOR™  (mx2)
AOR™™ (mxn) cOR"  (1xn)
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P=(xOR" | Ax< b, x>0}

= P & um poliedro
— poliedros sé&o conjuntos convexos
— poliedros podem ser limitados ou ilimitados
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Exemplo

max 12 x + 9X,
sa X <1000
X, <1500
X + X <1750
4%, + 2%, <4800

X, %= 0
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Xz [~ solucdo o6timax* = (650, 1100)
maximo local = maximo global

x 2 X; <1000 (x3= 0)
2000\~

X, <1500 (x,= 0)

5

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



2000

Solucéo factivel
— fronteira
— Interior
— extremo

Solucéao 6tima
— ponto da fronteira
— Unica= ponto extremo

Extremo/

1000

Fronteira—> ¢ x°

Nao factiveis

Interior
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[ X0 x1 °

| 1000
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Forma padrao de modelos PL

max 12 x + 9%,

sa Xl + X3 — 1000
+X, =
Xo X4 1500 Xgy Xgy X5 Xg variaveis de folga
X\ + X + X =1750 |

4x; + 2X, +X%; =4800
Xp1 Xo4 X3, X4, X5, X5 2 0

min (max) cx cOR"
Sa AX=Db bOR"™ Forma padrédo
x>0 xOR"

OBS: para restricoessubtrai-se¢’'s — variaveis de excesso
7
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Pro

min (max) cx cOR"

sa Ax=Db b[JR™M Forma padrao
X=>0 xOR"
P=(xOR" | Ax=b, x=0} Poliedro forma padréo

XUP  significa quex é uma solucdo factivel

OBS: poliedros sao conjuntos convexos (limitadogimitados)
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= Pontos extremos
— definidos pelas restricOes que estdo simultaneanaéimges nos pontos

= Pontos extremos adjacentes
—restricoes ativas diferem de uma unica restricao

= Aresta
—segmento de reta que conecta dois pontos extremos

Aresta
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SolucOes basicas

max 12 X, + 9%,
sa X + X3 =1000
X5 + Xy =1500
X+ X + Xs =1750
4% + 2% + Xs = 4800
X5 Xo1 X3, Xg, X5, %2 0

X +X3 =1000
X9 + Xy =1500

Xt X =1750
4x1 + 2Xo = 4800

@1100 X3 =350 x4':40\ N&o basicas

Basicas

ProfFernandoGomide
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o X; <1000 (x3= 0)
2000— \"n

X, <1500 (x,= 0)
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Existéncia de solucdes basicas

X1 + X3 =1000
X2 + X3 =1500 def
X+t X + 0 =1750
X1 + X3 =1000
0 +0 =1500
def
X+ 0 + Xg =1750
4% + O +Xg = 4800

NP O P

N R O PR

N B O

o O o k-

o O O Bk

o » O O

o O +— O

r O O O

—2%0

Solucéao basica existe se e somente se as colunasstigcoes de
igualdade correspondentesmsariaveis basicas sao linearmente
iIndependentes isto €, formam uma base (solucao n@Emekada).

ProfFernandoGomide
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= Solucéo basica factivel: solucao basica nao negativ

= Solucdes basicas factiveis: pontos extremos de P

xt = (120Q 0, —200 150Q 550, 0)

x° =(100Q 150Q 0, 0, — 750, — 2200

x* = (100Q 400, 0,110Q 350, 0)

13

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



= Ponto extremo

Um pontox de um conjunto convexo C € um ponto extremo se nao
existem dois pontos distintos, & x> em C tal que, para algum
O<ax<l

X=axt+(1-a)x?
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Resultados importantes: resumo

= Teorema 1: equivaléncia de pontos extremos e sedugésicas

Considere um poliedro nao vazio PxJR" | Ax=b ex= 0} . Um vetorx
€ um ponto extremo de P se e somenteésema solucao basica factivel de
Ax=Db, x=0.

= Teorema 2: representacao de solucdes basicaefactiv

Considere um modelo de PL na forma padrao e séjaR solucbes
basicas factiveis do modelo. Entdo, qualquer ponid pode ser
escrito como

X= d +Zik:]_)\ixi
k
onde oud = 0 ou uma direcao ilimitada Eizl)\i =LA =20
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= Teorema 3: teorema fundamental da programacaa laga

Dado um modelo de programacao linear na forma padrdao:
3.1 selJuma solucao factivel, entAbuma solucao basica factivel;
3.2 selJuma solucao factivel 6tima, entdama solucao basica factivel 6tima.

(resultado fundamental da PL sob o ponto de vigtbaco)
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= Colorario 1: existéncia de pontos extremos

Se um poliedro P ={[JR" | Ax= b ex = 0} € nao vazio, entao P
POSSUi N0 Minimo um ponto extremo.

= Colorario 2: solucao otima finita € um ponto extremo

Se existe uma solucéo otima finita para um modelBld entao
existe uma solucéo otima finita que € um pontceaxdr de P.
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= Colorario 3: numero de pontos extremos

O poliedro P possui no maximo um numero finito datps extremos.

= Colorario 4: representacao de poliedros limitados

Se o poliedro P ¢ limitado e nao vazio, entao R@énjunto dos pontos
gue sdo combinacdes convexas de seus pontos @R OS.
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= Teorema 4: teorema fundamental da programacaa lhga

Uma funcao objetivo linedr= cx atinge seu minimo sobre um poliedro
limitado P em um ponto extremo de P.

Prova (Luenberger, 1973):

Sejamxi, X2, ...,x< pontos extremos de P. Como P é limitado e convexo,
todo pontax I P pode ser expresso como

X=0,Xt+ 0,2+ ... +o,. X, a=20,i=1,..ka,+a,+..+0,=1
Logocx=a,(cx) + a, (Ccx) + ... +a, (CX)

Sejaz=min {cX,i = 1,....k}. Entdocx= (o, + a,+ ...+0,)z=2

Logo, o minimo dexsobre P &.

(resultado fundamental da PL sob o ponto de vistengtrico)
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Algoritmo simplex

1-solucao basica factivel inicial: ponto extremo

X1 X9 X3 Xa X5 X6
max C 12 9 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1000
A 0 1 0 1 0 0 1500
1 1 0 0 1 0 1750
4 2 0 0 0 1 4800
N N B B B B
X 0 0 1000 1500 1750 4800

ProfFernandoGomide
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2-DirecOes de busca (direcdes simplex)

DirecOes simplex: construidas aumentando-se Umea variavel nao
basica de tal forma que as variaveis nao basicas
restantes permanecam constantes e determinando as
correcOes correspondentes para as variaveis basicas

AAX=0 para que as restricbes de igualdade sejam preservadas
aumentanda, aumentanda,
- . (Ax =0
Axg =1 ] |1
) _ 10100 0]|Ax=1
10100 0]|M=0
10100l A 010100 Mg |_
X =
110010A3:0 1100 1 0| Axy
X4 42000 1| ax
42000 1| Oxs - -
L . AX6
A i i

Ax=[L 0 -1 0 -1 -4] Ax=[0 10 -1 -1 -2
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3-Direcbes que melhoram valor funcéo objetivo éactesduzido

f()=cx=Yox — Of (X)=c=[c, GGyl LK
i=1

Ej =cAx, Ax=direcaosimplexqueaumentax; custo reduzido
c_j >0 direcaosimplexmelhora,para maximizacé

Ej <0 direcaosimplexmelhora,para minimizacé®

1 0
0 1
_ 1 B ;
6 =[290000] "=12>0;¢,=[290000] _|=9>0
|—4 -2]
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4-Passo na direcao de busca

t

: X
A=mind——: Ax; <0 seAx = 0, [Jj, entdo problema ilimitado

X1 X2 X3 X4 X5 X6
max C 12 9 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1000
A 0 1 0 1 0 0 1500
1 1 0 0 1 0 1750
4 2 0 0 0 1 4800
N N B B B B
x° 0 0 1000 1500 1750 4800
AX 1 0 -1 0 -1 4
1000/-(-1) 1750/-(-1) 4800/-(-4)

A =min{100Q 175Q 120¢ =1000

ProfFernandoGomide

23

ODCA-FEEC-Unicamp



5-Atualizacao da base

0 1] [1000]
0 0 0
A
1000 -1 0
%2 Xt = X0 + AAX = +1000  |=
~ 1500 0 1500
7 _
X, X, <1000 (x5 0) 1750 1 70
2000-\ % | 4800 |—4] 1800
X, <1500 (x,= 0)
1000° g
e variavel x, entra na base
) \7)50 e variavel x; sai da base
%o
N 9)| >
X0 2000 X4
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Algoritmo simplex basico

Passo 0 Inicializacao: escolher uma solucéo bésitiwvelx0, t — 0O;

Passo 1 Direcdes simplex: constiurassociada com nao basiga
calcular custo reduzidgj =CAX;

Passo 2 Otimalidade: se nenhuma direcao melﬁﬁg&:{ 0 paramax
¢ < 0 paramin), entao pararx' € otima; senao escolher nova
direcaoAx que melhora valor funcao objetivo; sejga variavel
gue entra na base;

Passo 3 Passo: se todos componentéds flrem nao negativas, entao parar
o0 modelo é ilimitadpsen&o determinare escolher variavel que
deixa a bases.: A — (X./-AX);

Passo 4 Novo ponto e base: determinar nova sokifiédoxt + A Axt*l e
trocarx, porx,; t=t+1; ir para o Passo 1;
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2000

X; <1000 (x3= 0)

X, <1500 (x,= 0)
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Tableau simplex

X 1 X o X 3 X 4 X & X 6
au ai 1 0 0 0 b.
ao1 a2z 0 1 0 0 b
s as2 0 0 1 0 bs
A A 0 0 0 1 b4
C1 C2 0 0 0 0 z

Método de eliminacao de Gauss e 0 algoritmo simplex
1- sellg > 0 (¢ < 0,min) entao colung = max{c,] LN}
linha p=min {Qi/gq, a, > 0,i=1,...m}
Se ¢ <0,0] (¢ > 0,min) entao solugao otima
SelJa, > 0 entdo o modelo e ilimitado
2- Atualizar elementos do tableau
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Atualizacao do tableau simplex

g
X1 X9 X3 Xq Xn
Y11 Y12 Y13 Vin Yip+1
Y21 Y22 Y23 Yin Y2,n+
P Y1 Y oq
Ymt Ym2 Ym3 Y1, Y min+1
Ym+11 Ym+12 Ym+13 Y m+Lin Ym+in+l
yij:yij_iyiq I p
Ypg Ypq = PIVO
Yoi _
pr - | = p
ypq

28
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Pro

q=1 t=0
v

X1 X2 X3 X4 X5 X 6

p=1—> 1 0 1 0 0 0 1000

0 1 0 1 0 0 1500
1 1 0 0 1 0 1750
4 2 0 0 0 1 4800
12 9 0 0 0 0 0

g=ma{c,,c,} =max{12 9} =1
| )

p=min
|

fFernandoGomide

|

b, b, by b,

A 3y 431 Qg

|

=min{100Q x, 175Q 1200} = 1
|

29



X
[HEN
X
N
X
X

3 4 5 6
1 0 1 0 0 0 1000
0 1 0 1 0 0 1500
0 1 -1 0 1 0 750
p=4> 0 2 -4 0 0 1 800
0 9 -12 0 0 0 | -12000

q:m@{gz’gs}:m@{ 9, _12} =2
j j

p=min{ by : b, , D, , b, }:min{X, 1500, 75Q 400} = 4
| (42 3y 83 Ay i
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X1 X2 X3 X4 X5 X6
1 0 1 0 0 0 1000
0 0 2 1 0 -0.5 1100
p=3> 0 0 1 0 1 -0.5 350
0 1 -2 0 0 0.5 400
0 0 6 0 0 .45 -15600

q=max c;, ¢, } =max 6, — 45} =3
j j

p=min{ % D2 B D }:min{looq 550, 350, x} = 3
| | Q43 Q3 Qg3 9y i
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X1 X2 X3 X4 X5 X6

1 0 0 0 -1 0.5 650
0 0 0 1 -2 0.5 400
0 0 1 0 1 -0.5 350
0 1 0 0 2 -0.5 1100
0 0 0 0 -0 -1.51 -17700

x* = (650 1100 350 400 0 0)
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Algoritmo simplex com duas fases

Passo 0 Modelo artificial: ésolucéo basica factive?, entéo ir para 3;

senao criar modelo artificial somando (subtraindo)aveis arti-
ficials;

Passo 1 Fase [: inicializar modelo artificial camtugsao béasica artifical

factivel e minimizar soma das variaveis artificiais

Passo 2 Factibilidade: se Fase | termina soma> 0, entdo parar (modelo

original infactivel); senédo utilizar solucao firrmo solucao basica
factivel inicial para o modelo original,;

Passo 3 Fase Il: aplicar algoritmo simplex iniziatido-o com a solugao

basica factivel obtida no Passo 2 para obter olug&m 6tima,
ou detetar que o problema é ilimitado.

ProfFernandoGomide
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Pros

Exemplo

min 4x + X, + X3

sa 2x + X, +2%; =4
3% +3X, + X3 =3
X1 X5, X320

Fase |: modelo artificial

min x, + %X
sa 2x; + X, +2X3+ X, =4
3% +3%+ X3+ + X =3

Xp1 X1 Xg, X4, X5 2 0

fFernandoGomide

34



Tableau inicial

X1 X9 X3 X4 X5
2 1 2 1 0
3 3 1 0 1
0 0 0 -1 -1
Primeiro tableau
X1 X2 X3 X4 X5
2 1 2 1 0
3 3 1 0 1
5 4 3 0 0

ProfFernandoGomide
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Segundo tableau

X1 X2 X3 X4 X 5
0 -1 43 | 1 -2/3 2
1 1 1/3 0 1/3 1
0 -1 4/3 0 -5/3 2

Terceiro tableau

X1 X2 X3 X 4 X5
0 -3/4 1 3/4 -1/2 3/2
1 5/4 0 -1/4 1/2 1/2
0 0 0 -1 -1 0
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min 4x + X, + X,

sa 2X+ X, +2X;=4
3% +3%,+ X3 =3
X1y Xo, X3 20

Fase Il: tableau inicial

X1 X2 X3
0 -3/4 1 3/2
1 5/4 0 1/2
-4 -1 -1 0

ProfFernandoGomide
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Primeiro tableau

X1 X2 X3
0 -3/4 1 3/2
1 | 54 | o0 1/2
0 13/4 0 112

Segundo tableau

X1 X2 X3

3/5 0 1 9/5
4/5 1 0 2/5

-13/5 0 0 11/5

ProfFernandoGomide
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Solucoes degeneradas

w b
o1 O
! !

valor (max
R N N W
o1 © o1 O
| | | |

. L 2
iteracGes

Solucéo basica factivel € degenerada se restmigber&o negatividade
para algumas variaveis basicas estao ativas nfalguariaveis basicas

sao nulas ) varias bases produzem a mesma solucao basica
39
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Convergéncia e ciclagem

= Se a cada iteracao existe um valor 0, entao o algoritmo simplex
para apos um numero finito de iteracbes, indicanda solucéo
Otima ou concluindo que o modelo é ilimitado.

= Com o algoritmo de duas fases, pode-se tambénadetéctibilidade.
= Existéncia de solucOes degeneradas pode provoear-0.

= Sequéncia de solucdes pode se repetir ciclagem

n
m (n—m)!

n°® maximode bases=

41
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Pro

Forma matricial do simplex

A=[B,D] x=(x5,%) C€=[Cs.Cp]

min Cg Xg +CpXp
sa Bxg+Dxy=Db
Xg 20, X520

Xz = B b—B'Dx,
z=cz(B'b-B™'Dxg) +CpXp

fFernandoGomide
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A bl |B DD
c O] |G ¢ O

SeB é utilizada como uma base, entao:

| BID B
0 ¢p—CB'D -cB™b
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Algoritmo simplex revisado

= SeB é a base corrente, entao:
Xg = B~ b solucéo basica

AXx = -B71g! componentes PaSI(,:O.S da
diregcao para nao basiga

a' = colunade A correspondntea X;

44
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X1 X2 X3 X4 X5 X6
max c 12 9 0 0 0 0)
1 0 1 0 0 0) 1000
A 0 1 0 1 0 0) 1500
1 1 0 0 1 0) 1750
4 2 0 0 0 1 4800
N N B B B B
x ° 0 0 1000 1500 1750 4800 cx°=0
AX (X 1) 1 0 -1 0 -1 -4 c,=12
AX (X2) 0 1 0 -1 -1 2 c,=9
A 1000/-(-1) 1750/-(-1) A 4800/-(-4)
1 0 0O 1 0 0 0
0100 . |0 100
B= B™ =
1 01 O0 -1 01 O
4 00 1 -4 0 0 1
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X, 1 0 0 0][1000]| [1000
X4 | gap 0 1 0 0)1500|_|1500
Xc -1 0 1 0}/1750| | 750
| X -4 0 0 1]/4800| | 800 |
[ A\ 1 0 0 of[o] [ 0]
Ax4:_1a2201001:—1
X -1 0 1 01| |-1
| A -4 0 0 1)|2] |-2]
t=1
B N N B B B
X 1000 0 0 1500 750 800 cx' = 12000
AX (X 2) 0 1 0 -1 -1 -2 c,=9
AX (x3) -1 0 1 0 1 4 C3=-12
A 1500/-(-1)  750/-(-1) | 800/-(-2)

ProfFernandoGomide
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Atualizacéo de B

(novaB™) = E (anteriorB™)

10 ... 0 - Bt g ... ¢
Axleave
O 1 --- 0 _M O --- 0
AXeave . Varidveis no simplex revisado
: : : entram na base na mesma posicao
E=: 1 ; 0 --- 0 das variaveis que saem da base
1
A).(Ieave
00 --- 0 : 0o .-
OO0 ---0 _ DX o --- 1
B AXleave i
47
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t=1

B N N B B B
x ! 1000 0 0 1500 750 800 cx' = 12000
AX (X5) 0 1 0 -1 -1 -2 c,=9
AX (X3) -1 0 1 0 1 4 C3=-12
A 1500/-(-1) = 750/-(-1) | 800/-(-2)
1 0 0 O 1 0 0 —(0/-2)]
0101 010 —(-1/-2
novaB® = = E (anteriorB™) = ( ) (anteriorB™)
1 01 1 00 1 —(-1/-2
400 2 0 00 —(1/-2)]
1 00 011 o0o0o0][1 00 O°
/010 -05[/0 100/ |2 10 -05
l0 01 -05//-1 010/|1 01 -05
000 05|-4001||-200 05
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Custo reduzido

= custo reduzido para a j-ésima variavel nao basica

AXyt ~

— n AX _ _a2

Cj = CAX= Y G A%, =Cj + 3. C DX, and =g 7

k=1 kOB :
_Axmth_ __a'mj_
alj
_ a. .
o~ 1| 92
Cj=C; [Clst’ Conds ** Cmth] B :
| i |

c=c, —CcgB™'D
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X1 X2 X3 X4 X5 X6
max C 12 9 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1000
A 0 1 0 1 0 0 1500
1 1 0 0 1 0 1750
4 2 0 0 0 1 4800
t=1 B N N B B B
X 1000 0 0 1500 750 800 cx ' = 1200(
AX (X 2) 0 1 0 -1 -1 -2 c,=9
AX (X3) -1 0 1 0 1 4 c3=-12
A 1500/-(-1) 750/-(-1) = 800/-(-2)
1.0 0 O
_ L 0 10 0]
V_[Clst’Can""’Cmth]B _[12 0 0 0] 10 10 _[12 00 O]
-4 0 0 1
0] 1]
— 1 - 0
c2=9-12 0 0 0]1:9 c3=0-[12 0 © 0]0:—12
2 0

ProfFernandoGomide
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Algoritmo simplex revisado

Passo O Inicializacdo: escolher uma base factegtrminar B e variaveis
basicas correspondentg&s= Bb de x°; ndo basicag ~ 0;t ~ 0;

Passo 1 Custos reduzidos: usar inversa correraedgéerminav = c;B1
calcular custos reduzidog ~ ¢ -va;

Passo 2 Otimalidade: iégj > 0 paramax( ¢ < 0 paramin), entao parar,
Xt & 6tima; senao escolher nova nao bé)gja:aelhoranda_:p :

Passo 3 Direcao simplex: constrlik para nao basicg usando inversg*
para calculafx = —B-1al para componentes basicas;

Passo 4 Passo: se todas componentAs d&0 nao negativas, entao parar:
o modelo é ilimitado; senédo determidae a variavel que deixa
a base tal que
t t t
X : X X
L =min —J:Axtj+1<0,)\<_ r
A I Axtj 1 ~ DX

Passo 5 Novo ponto e base: determinar nova sokigaoxt + A Axt+1;
trocarx, porx, ; construirk e atualizaB*, t =t + 1; ir para Passo 1;5 L
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(L) 00 0 100 -2 10 -1 o

-1 ~2 -1
(%) 10 0 010 —-i% 0 1 —(13 0

Es=| ) ’ 1)) 1
-|—1 0 1 0 00 1 -|—= 00 -|—]| 0

-1 ~2 -1
(%Y 00 1 oo o -[L 00 -[2) 1
-1 I -2)| | -1) 7|
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Modelos linearizaveis

= Exemplo: modelo linear

U
n

max > r;X; reducéo total
=1
n

sa > X; <25 disponibilidade
=1
X; S U, j=1---,n
X; 20 j=1---,n limites
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= Modelo alternativo: nao linear

max { f =min[r;x; : ] =1,---,n]}

n
sa ) X; =25
j:
stuj j:]_’...,n
)(J.ZO j:]_’...,n

ProfFernandoGomide
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= Linearizacao do modelo n&o linear

max f

Sa ferXJ j:].,“‘,n
> x, < 25
j=1
Xj < U, ] =1,---,n
Xx; 20 ] =1, , N
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Observacao

Este material refere-se as notas de aula do cur#2Q Teoria de Sistemas
e Otimizacao Fuzzy: Introducao e Aplicacdes da Fkcld de Engenharia
Elétrica e de Computacdo da Unicamp e do Centrergede Educacéao
Tecnoldgica do Estado de Minas Gerais. Nao subgiitlivro texto, as
referéncias recomendadas e nem as aulas expaststasmaterial ndo pode
ser reproduzido sem autorizacao prévia dos autQuesndo autorizado, seu
uso é exclusivo para atividades de ensino e p&Esaum instituicdes sem
fins lucrativos.
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