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1-Introducao

= Programacao dinamica
— metodologia de otimizacao
— problemas que requerem decisdes sequenciaidatiereadas
— decisao tem um custo imediato e afeta contexts@kex futuras

= Objetivo
— como obter a sequéncia de decisdes
— minimizacao custo total em um nimero de estagios
— compromisso entre custo imediato e futuro
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Processos de decisao multiestagios

= Decisao multiestagios
— processo gue pode ser desdobrado em um numero ds etap
seglienciais, ou estagios

= Estado
—condicao do processo num dado estagio € o estatbbastigio

= DecisOes
—opcoes que se tem em cada estagio
— cada decisao causa uma transicéo do estado

3

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



= Estratégia (politica)
—uma sequéncia de decisdes
—uma decisao para cada estado do processo

= Retorno

— custo, beneficio, associado a cada estagio deddecis
— pode variar com o estagio e o estado

= Questao
—determinar a politica 6tima (aquela que resultenathor retorno)
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Principio de otimalidade de Bellman

Uma estratégia Otima apresenta a propriedade segundual, a despeito
das decisOes tomadas para se atingir um estadmugartnum certo
estagio, as decisdes restantes a partir dasidoedevem constituir uma

estratégia otima.

[Richard Bellman, 1957]

}/\o
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2-Problema do caminho minimo

ProfFernandoGomide

Qual é o caminho de menor
esforco (tempo, custo, dis -
tancia, etc.) entrger ?

« 20 caminhos distinos
5 adicoes por caminho
* 19 comparacoes

6

ODCA-FEEC-Unicamp



= Programacao dinamica backward
v; melhor caminho dg atei

Vg=min {1+v,, 0 +vg}

v.=min{5+v,, 4 +v}
1 3 Vd = min {7 + Vf! 3 +Vg}

,f S vV, =5 +V,
3 2 4 5 V= Mmin {2 +v,, 8 +v}
5 i 2 m 2 [~ V, =4 +v,

7

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



S estado
P sucessor d&no caminho otimo d&atér

Vim13 Estratégia 6tima

P,=i P;=j P,=]jouk

P.=f P&=9

P,=cC

24 adicbes e 9 comparacgoes
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= Complexidade

—funcéo objetivo (custo, utilidade, etc.): aditivarteeseparavel
—ambientes estocasticos: sistemas Markovianos
—enumeracao exaustiva(|A[")

* |A] niUmero decisdes (acdes) em cada estagio (passo)

— programacao dinamic&(n|A|lS)

* |9 nimero de estados possiveis
* N: nUmero de estagios
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= Programacao dinamica forward

v; melhor caminho dg atéi

q pl C‘) 5 , € | »—h
Vd ae 7 > f 1 > | 3»— I
g 5 B N
L
2 n |

V,=min{2+v,, 1 +v}
v,=min {5+vVv,, 2 +v_}
Vp=Mmin {4 +v,, 2 +v}
vi=min {3 +v,, 3 +Vv}
Vp=min{2 +v,, 2 +v}

Vo, =min {5 +Vv}
Vi =min{4+v_, 7 +Vv }
Vg = min {3 + v}
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Modelos de caminhos minimos

S -
s - k [k
k - |, Okl
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@< arco @ @ vértice

(o)
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Caminhos

= Caminho minimo
—menor caminho entre dois vértices de um grafo
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Pro

= Nao sao caminhos

fFernandoGomide
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Grafos dirigidos (digrafos) Grafos nao dirigidos

o o @ @ @ @

@ : @ €

o : © ©&—
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Principio de otimalidade de Bellman

359 caminho minimo 3- 10:3-8-7-10
122 U

S
Q caminho minimo 3- 7 3—-8-7
Q 167 180

e 195 246
345/ 44 o
(6) (8) ©
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= Ciclo
— caminho que inicia e termina N0 mesmo Veértice
— ciclo positivo: ciclo com comprimento positivo
— ciclo negativo: ciclo com comprimento negativo

= Ciclos negativos criam problemas para sub-caminhos

extendendo- 3
otimode 1- 3 otimode 1- 2 otimo de 1- 2
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= Principio de otimalidade de Bellman

— caminhos 6timos em grafos sem ciclos negativos
possuem subcaminhos otimos

= Equacoes funcionaiss - k, [K#S

v[s] =0
VK] = min { V[i] + ¢, : (i,K) existe }[lk# s
S/eD(i,k) entao min { nada } = H

Valoresv[k] de vertices em um grafo sem ciclos negativos sao
comprimentos dos caminhos minimos de um dado eértie
e somente se eles satisfazem as equacoes funcionais

V[K] : valor do caminho minimo entre origese o0 verticek

V[K] = +0J se n&o existe camintso- k
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v[9]=246

V[10]=427
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1-v[3]=0

2 -V[4] =V[i]+c, (i=5minimiza)= Vv[4] =V[5] + c,
vid] =vJl + ¢s  (J = 3 minimiza) = V[5] = V[s] + g
V[4] + V[5] = V[5] + V[§] + Cg + Css
v[4] =cg+c,, comprimento caminho3-5-4

3 - Nenhum outro caminho 3 4 tem comprimento menor
considerar, por exemplo, caminho 3-1-2-4
valores satisfazem as equacdes funcionais
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V[1] S Vv[s] + c4

V[2] < V[1] +

V[4] £ V[2] + c,,

VL] + V(2] + V[4] < V8] + V1] + V[2] + Cy + Cpp + Gy
V4] sv[s| +cy +CptCyy

V4] S Cq+Cppt Gy

caminho 3 -1 — 2 — 4 néo pode ter comprimento menev|d] !
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= Equacoes funcionaik - |, [k, |

vik,k] =0
VikI] = min {c, V[ki] + V[i,I] : 1 £k, 1} Uk#I
Sejﬁ(i,k) entao min { nada } = H

Valoresvik,I] de vértices em um grafo sem ciclos negativos sao
comprimentos dos caminhos minimos entre os vékidese
e somente se eles satisfazem as equacoes funcionais

V[k,I] : valor do caminho minimo entre vértides|
V[k,I] = +00 se n&o existe caminho- |
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Caminhos minimos

j=1 | =2 j=3 j=4
[ \Y; caminho Y caminho Y caminho Y% caminho
1 0 - 3 1-2 16 1-4-3 4 1-4
2 3 2-1 0 - 19 2-1-4-3 7 2-1-4
3 16 3-4-1 19 3-4-1-2 0 - 12 34
4 4 1-4 7 4-1-2 12 4-3 0 -

Equaclbes funcionais:
v[1,4] = min { ¢, V[1,2] +V[2,4],V[1,3] +V[3,4] }=min {4,3+7,16+12} =4
v[2,3] = min {C,5 V[2,1] +V[1,3],V[2,4] +V[4,3] } =min {+[], 3+ 16,7 + 12} =19
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Algoritmo de Bellman-Ford

= Caminho minimo de um verticea todos os outros de um grafo

= Equac0tes funcionais - k, Ok#s

v[s] =0
VK] = min { V[i] + ¢, : (1,k) existe }[Ik s
Se/ﬂ(i,k) entdo min { nada } = H#

= Ciclos introduzem dependéncias circulares:

SN |
V[1] =min{V[3] +5, ...}
‘5\@5/4 V2] = min { V1] + 2, .}
V[3] = min{V[2] + 4, ...}

¥ 4 o
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Algoritmo de Bellman-Ford

Passo O Inicializar: svértice origemy[k] = 0 sek = s; sendol[k] = +0
t — 1;
Passo 1 Avaliar: calcubdfk] — min {\i] + c,: (i,k) existe}[Ik# s,
seVi[k] <vk] entdo d[k] = vértice que precede
no melhor caminho;

Passo 2 Parar: wiK] = Vi-1[k] out = nimero de vértices no grafo;
sevi[k] muda no ultimd entdo existe ciclo negativo;
Passo 3 Avancatr: se alguiik] mudou &t < numero de vértices entao

t « t+1;ir para o Passo 1;

VK] = valor dev[K] obtido nat-ésima iteracéo
d[Kk] = vertice que precedeno melhor caminhs - k atual
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Exemplo @ :

e -10 N

Gy @

Inicializar: W[1] =0; V2] =VW[3] =W[4]=+;t=1

vi[1]=0

V2] = min {W[1] + ¢c,,, W[4] +c,,} = min {0+ 5,00+ 2} =5; d2] =1
V3] = min {V[1] + Gy, V[4] + 5, V2] + Cyp} = min {8, 0, 0} = 8; d[3] =1
Vi{4]=min{}= +0
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Pro

V2] = min { V1] + c;,, V}[4] + c,,} = mIin{0 + 5,00+ 2} = 5; d2]=1
V3] = min {V{[1] + C;5, VI[4] + Gy, V{2] + Cy} = min {8, 0, =5} = -5; d[3] = 2
V4 =min{}= + 01

V3[2] = min {v]1] + c,, Vi 4] +c,,} = mIn{0+5,00+2=05; d2] =1
V3[3] = min {V’[1] + C 5, V?[4] + C43, V][2] + C)3} = min {8, U, =5} = -5; d[3] = 2
Vi4]=min{}= + 0
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Exemplo: resumo

t v'[] v'[2] v'[3] v'[4]
0 0 +00 +00 +00
1 5 8

2 -5

3

t d[1] d[2] d[3] d[4]
1 1 1

2 2

3
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Algoritmo de Bellman-Ford: Justificativa

V[1]=359 @

359

v[3]=0

195 246

v[5] 180

9 VI8I=195 ("9) \191=246

V[4]=623
V[7]= 27&\
153

v[lO]—427

numero arcos caminkonumero vertices — 1 29
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Algoritmo de Floyd-Warshall

= Caminho minimo de cada vertice a todos os outrasrdgrafo

= Equacoes funcionaik - |, L[k, |
vik,k] =0
v[5;|] =min {c,, V[ki] +V[i,l]: i1 £k, 1} Ok#]1
Sell(i,k) entdo min { nada } = H

Vvi[k,I] = valor do caminho minimk - | obtido nat-ésima iteracéo
dk,!] = vértice que precedeno melhor caminh& - | atual

ProfFernandoGomide
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Pro

Algoritmo de Floyd-Warshall

Passo O Inicializar:

Passo 1 Avaliar:

Passo 2 Parar:

Passo 3 Avancar:

fFernandoGomide

numerar vertices conseaniente a partir de 1;
se existe arcd(l) entaov’lk,l] < ¢, ; dkl] < k;
sendaof[k,I] = 0 sek =1I; W[k,I] = +[0 caso contrario;
t — 1;
VK] < min {VYk|I], vi-kt] + vi-qt,1]}, Ok, | #t;
sevkI] <vi-Yk|] entdod[k,l] — d[t,l];
8K, k] <0 para algunk, out = numero de vertices;
seVi[k,k] <0 para algunk, entdo existe ciclo negativo;
& numero de vertices\{k,k] > 0, [k, entao
t « t+1;ir parao Passo 1,
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Exemplo

V[k,l] dik,l]
k | =1 | =2 | = | = =1 =2 | =3 | =4
1 0 00 00 7 - - - 1
2 20 0 00 2 2 - - 2
3 -3 00 0 00 3 - - -
4 7 00 4 0 4 - 4 -
vl[k ,I]:vz[k 1] d[k,l]
Kk | =1 | =2 | = | =4 =1 | = | =3 | =4
1 0 00 00 7 - - - 1
2 20 0 00 2 2 - - 2
3 -3 00 0 4 3 - - 1
4 7 00 4 0 4 - 4 -
32
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v3k,l] dlk]
K =1 =2 =3 | =4 | =2 | =3 =
1 0 00 00 7 - 1
2 20 0 00 2 2
3 -3 00 0 4 - 1
4 1 00 4 0 4

vaAlk ] dlk,l]
k =1 | = | =3 | = | =2 | =3 =
1 0 00 11 7 - 4 1
2 3 0 6 2 4 2
3 -3 00 0 4 - 1
4 1 00 4 0 4

ProfFernandoGomide
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Algoritmo de Dijkstra

= Caminho minimo do verticea todos os outros com = 0 [i, |

Passo O Inicializar: svértice origemy[i] = 0 sel =s; senao/[i] = +
P — Se marcaiscomo Vveértice permanente;
Passo 1 Avaliar: margacomo vertice permanentdarco 0,i)
calculanv[i] — min {\Vi], v[p] + c, }, i temporario;
se o valor defi] modifica entaod[i] ~ p;
Passo 2 Parar: Se nao restar nenhtioevemporario,
V[i] s&o os valores 6timos;
Passo 3 Permanente: escolher o proximo vérticagremtep tal que
v[p] = min {V[i] : i temporario}; ir para o Passo 1;
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P v[i] v[2] V[3] v[4] v[5]
Inicio 0 00 00 00 00
1 p 5 20 5
2 p 17
5 7 D
3 p
4 p
fim 0 5 7 00 5
P d[1] d[2] d[3] d[4] d[5]
1 1 1 1
2 2
5 5
3
4
fim - 1 5 - 1

ProfFernandoGomide
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Grafos aciclicos

= grafo que é dirigido e sem ciclos t
= veértices podem ser numerados aciclico

tal que todo arca () temi <j

grafo néo dirigido grafo com ciclo
36
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Caminhos minimos em grafos aciclicos

Passo O Inicializar: numerar vértices tal quesi, j) temi <j ;
svertice origemy[s] « O;

Passo 1 Parar: se toelpg ja foram determinados;
caso contrario, sefaum vertice nao processado
com a menor numeracao;

Passo 3 Processar: @arcos dirigidos para o vertigev[p] ~ +0;
caso contrario, determinar
vip] « min { V[i] + ¢, : (i,p) existe }
dp] — numero do vértice que atinge 0 minimo;
Ir para o Passo 1,
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Exemplo

p
S 1]=0 1
=2 V2]=min{V[1] +c,} =5 g
d2] =1 .
p=3 V3] =min {V[1] + C;3 V[2] + C)3} 5

=min{0+8,5-10}=-5 6 O -

d3] =2 7 9 2

8 22 I

9 4 4
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Aplicacao planejamento de projetos: CPM

= Projeto: conjunto de atividades

= Duragao de uma atividade a,

= Atividade]j precedek se j tem que terminar antes do iniciolde

* Problema: determinar a data mais cedo para caddaale,
respeitando-se as restricoes de precedéncia damdre e

= Método do caminho critico: CPNC(itical Path Methodl
= Projeto pode ser modelado atraves de um grafaaxicl
= Algoritmos de caminhos otimos caminhos criticos

39

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



k Atividade Duracao (dias) Predecessores
1 Fundacao 15 -

2 Hidraulica basica 5 -

3 Concretagemvigas 4 1,2

4 Elementos estruturais 3 3

5 Telhado 7 4

6 Instacao elétrica 10 4

7 Condicionamento térmico 13 2,4

8 Paredes 18 4,6, 7

9 Acabamento 20 5,8

ProfFernandoGomide

Rede do projeto
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= Data mais cedo inicio atividadte
— € 0 comprimento do maior caminho do vérirdeio
até o verticek da rede do projeto correspondente

= Tempo minimo para completar o projeto:
— € 0 comprimento do maior caminho entre os vertices
inicio e fim da rede do projeto.

Kk Atividade Inicio Mais Cedc Caminho Critico

1 Fundacao 0 inicio - 1

2 Hidraulica basica 0 inicio - 2

3 Concretagemyvigas 15 inicio-1-3

4 Elementos estruturais 19 inicio-1-3-4

5 Telhado 22 inicio-1-3-4-5

6 Instacao elétrica 22 inicio-1-3-4-6

7 Condicionamento térmico 22 inicio-1-3-4-7

8 Paredes 35 inicio-1-3-4-7-8

9 Acabamento 53 inicio-1-3-4-7-8-9
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Algoritmo de sequenciamento: CPM

Passo O Inicializa: numerar vértices ativideol® cada arco precedéncia
(i,j) comi <j ; V[inicio] « O;
Passo 1 Para: se o valordmal] ja foi determinado;
caso contrario, seja p um vértice nao processado
com a menor numeracao;
Passo 3 Processa: determinar
vip] « max {V|i] + & :i precede;
d[p] —~ numero do vértice que atinge 0 maximo;
Ir para o Passo 1,
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=

O© 00 ~NO O WN

fim

0

inicio
inicio
1
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Observacao

Este material refere-se as notas de aula do cur#2Q Teoria de Sistemas
e Otimizacao Fuzzy: Introducao e Aplicacdes da Fkcld de Engenharia
Elétrica e de Computacdo da Unicamp e do Centrergede Educacéao
Tecnoldgica do Estado de Minas Gerais. Nao subgiitlivro texto, as
referéncias recomendadas e nem as aulas expaststasmaterial ndo pode
ser reproduzido sem autorizacao prévia dos autQuesndo autorizado, seu
uso é exclusivo para atividades de ensino e p&Esaum instituicdes sem
fins lucrativos.
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