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1-Relacao e relacao fuzzy

1 se (x,y)UR

] 3 . — R ’ = I
RelacadR: XxY - {0,1} (*,¥) {o caso contrario

A

Ry

Ry={xYOR | (X — 2f+(y — 2F = 1}
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Exemplo

R,={xyOX|x=y} X={0,1,2,3,4}

ReA

41 °

3| .

21 o

1 o

T 2 3 4 g
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Relacao fuzzy

* Relacao fuzzyr : XxY - [0,1]

Exemplo

s ¥nfr Ynhg

documentos: D = {d, dy;, dg Ay}

palavras chavesW = {w;, w,, W}

R:DxW - [0,1]

ProfFernandoGomide

ODCA-FEEC-Unicamp



Exemplo

R, : X aproximadamente igualya

yl},o(>O

_ {-IX-
= exp
a

Ra(X,Y)

ODCA-FEEC-Unicamp
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Projecao de uma relacao fuzzy
Ry (x) = Projx R(x, y) = SupR(x, y)

Ry (y) = Projy R(x, y) = supR(X, y)

05

R(x,y) = exp{-a[(x—4F + (y—-5F]}, a=1
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Representacao de relacoes fuzzy

= Teorema da representacao

R= UaRy
aljol]

R(x,y) = sur {min[a,R(x,y)]}
aLJ0]]
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Relacoes fuzzy P,Q : XxY - [0,1]
* |gualdadeP =Q
P(xy) =Q(xy) D(xy) O XxY

= InclusaoP 0 Q

P(x)y) < Q(xy) 0(xy) O XxY

= Unido: R=P 0 Q

R(x,y) = P(x,y) sQ(x,y) 0(xy) OXxY (s=t-conorma)
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Pro

= IntersecaoR=P 1 Q
R(xy) = P(xy) tQ(xy)  D(xy) L XxY

= Complemento: R

R(xY) = 1-R(x) O(xy) O XxY

= TransposeR’

RT(y,X) = R(X,y) (xy) O XxY

fFernandoGomide
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Produto Cartesiano

A, A, ..., A, conjuntos fuzzy emX, X,, ..., X
R=AXAX .. XA

R(Xy, Xo5--%,) = mMin {Ag(Xp), Ay (%), - Al(X)}  T%.Y:) U XY,

n

R(X, Xo,00X0) = Ag(Xg) tA(%) ..t AL(X) O0,y;) O XxY,

t=t-norma

ProfFernandoGomide
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Exemplo

A(X) = exp[-2k—-5F] B(y) =exp[-2{—-5f] R=AxB

R(xy) = min {A(x), B(y)} R(xy) = A(X)B(y)
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Composicao de relacoes fuzzy

= Composicao sup-t
relacbes fuzzyG: XxZ - [0,1] e W:ZxY - [0,1]
composicao sup-tR=G°W
R: XxY - [0,1]

R(X, y) =sugmin[G(X, 2)tW(z,y)} C(x,y) O XxY
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Exemplo

10 06 05 05]
G=/06 08 10 02

08 03 04 03

0.6
05
0.7
0.3

01
0.7
0.8
0.6

t=min =011

r,,= max(1.00.6, 0.610.5, 0.50.7, 0.50.3) = max (0.6, 0.5, 0.5, 0.3) = 0.6

r,,- max(0.80.1, 0.30.7, 0.40.8, 0.30.6) = max (0.1, 0.3, 0.4,0.3) = 0.4

06 06
R=G-W=| 0.7 08
06 04
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Pro

= Composicao inf-s

relacbes fuzzyG: XxZ - [0,1] e W: ZxY - [0,1]

composicao inf-KR=G+W
R: XxY - [0,1]

R(X,Y) = izrg;{min [G(X,2)sSW(z,y)} O(xy) O XxY

fFernandoGomide
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Exemplo

_ _ 06 0.1
10 06 05 05
05 0.7 o
G=|06 08 10 02| W= s= soma probabilistica
0.7 08
08 03 04 03
- - 03 06

r,,= min (1.0+0.6-0.6, 0.6+0.5-0.3, 0.5+0.7-0.35, 0.3+0.15)
= min (1.0, 0.8, 0.85, 0.65) = 0.65

r,,= min (0.8+0.1-0.08, 0.3+0.7-0.21, 0.4+0.8-0.33;+0.6-01.8)
= min (0.82, 0.79, 0.88, 0.72) = 0.72

065 080]
R=G+W =| 044 064
051 072
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2-Agregacao, medida e integral fuzzy

g:[0.1] - [0,1]

1. Monotonicidade:

g (X, X0, %) 29 (Y1, Yoo V) SEX 2Y;, 1= 1,0

2. CondicOes de contorno:
9g(0,0,.,0=0
g(1,1,..,1)=1

oGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Pros

Exemplo: média generalizada

10
9(X1, X2 e+, Xn) = p;_Zl(xi) , POR, pz0
|:

n
2. X
=1

1
P=1 G X) =

n
P-0 g0, X.... %) =N _I'lei
|=

n

P=-1 g(X,Xp,...,Xn) = .
Zl/ X
=1

fFernandoGomide
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p- -0 g (Xgs Xpy..0, X)) = MIN Xy, Xo,..., X))

p - O g (Xg, Xoy-eey X)) = MAX Ky, Xoy.ery X))

Limitantes

min (Xy, X5,..., X)) £ g (Xg, Xopy..0y X)) < MAX Ky, X5,..., X)
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Ordered weighted averaging (OWA)

OWA(Aw) = Ewi A(X)
=1

2w, =1, w [0, 1]

A (X) S A(X) <...<A(X,)

ODCA-FEEC-Unicamp



1. w=]1,0,..,0] OWAR,W) = min A(Xy), A(X),...,A(X,))

2. w=][0,0,..,1] OWAR,wW) = max A(X,), A(X,),...,A(X)

3. w=[1h, 1h,..,1h] OWA(Aw) = média aritmética

Limitantes

min (A(X), A(X,),...,A(x))) £ OWAAW) < max A(X), AX,),...,A(X,))

ProfFernan doGomide [ODCA-FEEC-Unicam



Medidas monotonicas (fuzzy)
g:Q - [0,1]

condicoes de contorno: [ =0

g(xX)=1
monotonica: sA [1 B entaog(A) < g(B)
continua: AOA O---emQ ,se@ A UQ entadim g(A) = g(GA)

=1 =1

A O A, 0---emQ seA 0Q entadim g(A) = g(A)

i=1 i=1

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Integral fuzzy (Sugeno)

h: X - [0,1] Q mensuravel

integral fuzzy ddr com relacao g sobreA

Jah(¥)eg() = sur {min[a,g(An Hg)]
alJ[o]]

H, = {x| h(X) = a}
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Caso finito

h(X,) = h(X) = .....

A ={x), A=

2 h(x,)
{X1y X9), vy Ay =1{Xg, %o

Jah(x)eg() = max {mln[h(x|) 9(A)]

1=1,..

ProfFernandoGomide
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Integral de Choquet

(O] 9= 2[M0¢) ~hxs)10(A)

h(X,.1) =0
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3-Principio da extensao (Zadeh)

= Estende transformacdes pontuais em operacdes com
— conjuntos

— conjuntos fuzzy

= Dada a funca@ X — Y e o conjunto (ou conjunto fuzz®yem
X, 0 principio da extensao permite map&am um conjunto

(ou conjunto fuzzyB emY através def .

B(y)= sup A(x)
Xly=1 (%

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Transformando um ponto

f . funcao

AN
o

f:X5Y
Yo = (%)

Yo

o = N w ES (¢ ()] ~ o ©
T T T T T T T T T
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Pros

B=f(A)={yOdY|y=f(x), OxX}

ransformando um intervalo
f:X Y, AOPX)

10

8
6
4
2
0

B(Y)

0.5

10

fFernandoGomide

B 0 P(Y)
B(y)= sup A(X)

x/y=1(x)
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Transformando um conjunto fuzzy
f:X Y, AOFX) B=f(A),BOF(Y)

10 ‘ 10

81 ] 8t f

6 B 6

4< y al

2 2

0 : 0 :

1 B(y) 0.5 0 0 5 X 10 B(y): Sup A(X)
1 x/y="f(x)
0.8} A

A(X) 0.6

0.4
0.2

A=A(X 3,5, 8) % 5y 10

02(x-5)*+5 if 5<x<10

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp
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Pros

Exemplo

y=f(X) =x°
X=1{3-2-1,0,1,23'Y={0, 1, 4, 9}

10

o N b~ O ©

10

" B(Y)

0.5

I
<
° M & o w

0 -4 -3

1

0.8}

A(X) 0.6}
0.4

0.2

0

-2-1 0 1 2 3 4

X

-4

o 1
2

3 2 -

|

0

[

2

3
X

4

B = {1/0, max(0.2,0.3)/1, max(0, 0.1)/4, 0/9} = {1/0,3/1, 0.1/4, 0/9}

fFernandoGomide
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Generalizacao

X=X XX,x ... xX

n

AOFX), i=1,.n

y=1(x), X =[x, X oo %]

B(y)= sup{min[A(x), A(X)..... A,(X)]}

X|y=1(x)

B O F(Y)
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Propriedades

1B =0 iff A=0

2 A0A = B 0B

3, f(UleA):Urzlf(A):Uinlei
4 (O A) 0N, F(A) =N, B
5. By O f(Ay)

6. By = f(Ay)
B, ={ylY|B(y)>a} (a —corte forte)

ODCA-FEEC-Unicamp



4-Numeros fuzzy

= Como modelar/representar parametros imprecisos
= Como computar com parametros imprecisos

= NUmeros e aritmética fuzzy

L. Zadeh Calculus of fuzzy restrictions, in L. Zadeh, K. Fu, K. Tanaka, M. Shimura (EdB)zzy Sets
and Their Applications to Cognitive and Deciskrmocesses, Academic Press, NY, 1975, pp. 1-39.

D. Dubois, H. Pradd;uzzy Sets and Systems: Theory and Applications, Academic Press, NY, 1980.
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= Questoes sobre aritmeética fuzzy

» sobrestimacéo: acumulacéo de fuzziness
 preservacao da forma necessariamente nao ocorre

 propriedades: comutativa, associativa, sub-digirha
= Consequéncias para modelagem e aplicacdes
 analise, validacao e interpretacao de modelosdomrs

 sobrestimacéao e preservacao de fornaesultados n&o intuitivos

= Matematicamente: aritmética fuzzy esta bem desermalv
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Pro

NUmeros e aritmética fuzzy

= Quantidade fuzzA:R - [0,1] conjunto fuzzyA emR tal que:

 Aé normal
» suporte deA: SupA ={ x: A(X) > 0 } limitado

e a—cortes de sao intervalos fechados

numero fuzzy: seéA(X) = 1 para um Unic®

intervalo fuzzy: caso contrario

fFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Forma geral de uma quantidade fuzzy

(£,(x) xO[ab] AX)
|1 xO[b,d Ty
A9 6,00 x0c.dl / T O
0  otherwis Ta \
A
o—/ O\ >
[b,c] % a b d x

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Exemplos

A
1t Numero real
2.5
'
2.5

A

1+ Intervalo real
[2.2, 3.0]
22 3.0

[
T

22 25 3.0

Numero fuzzy
aprox 2.5

Interalo fuzzy
no entorno [2.2, 3.0]

22 25 3.0

ProfFernandoGomide
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Aritmética fuzzy: abordagens

|-Extensao aritmética de interval

 0-cortesA® de conjuntos fuzzy
 teorema da representacao

0S

X v

A A= U A°
a[0]]
R A (X) = oy, (¥)
B
L ,

Pros

fFernandoGomide
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Pro

llI-Principio da extensao

f: X35Y
f:F(X) - F(Y)

B=f(A
B(y)= supAX

X/ y=f (X)

fFernandoGomide
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Pro

| — Aritmética com intervalos

Seja * qualquer uma das operacoes aritméticas; .+,/-. Entao

[a,b] *[d, gl ={v*w|a<v<b d<sw<e} exceto quandol0[d, €]

Operac0Oes aritméticas com intervalos fechados:

[a,b] +[d,e] =[a+d,b+€]
[a,b] —[d,e] =[a—¢eb-d]
[a,b].[d,e] =[min(ad, ae,bd,be),max(@d, ae,bd,be)]

[a,b]/[d,e] =[a,b].[1/el/d] =[min(a/d,a/eb/d,b/e),max@/d,a/eb/d,b/e)]
o0[d,€]

fFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Exemplos

[25] +[13] = [38]

[25] - [13] =[-14]
[-11].[-2-05] =[-22]
[-11]/[-2,-03] =[-22]

Seja A=[ay,a,], B=[b,b,], C=[c;,c,], 1=[11], 0=[00]

ProfFernandoGomide



Propriedades

1- A+B=B+A
AB=B.A

2- (A+B)+C=A+(B+C)
(AB).C=A(B.C)

3- A=0+A=A+0
A=1A=Al

ProfFernandoGomide

comutativdade
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Identidade
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Pro

4-A(B+C)0AB+AC

5-Sehc=0 [ObOB e UOclIC entdo
A(B+C)=AB+AC

6-00A-Ae 100A/A

/—-SeAllEeBUF entao
A+BOE+F
A-BOE-F
ABOE.F
A/BOE/F

fFernandoGomide

subdistrilutividade

distributividade
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Pros

Aritmética fuzzy

(ACB)y = A, LBy ={XLYy[(X y) T A, xBy},

AOB= |J(ADB),
a[04]

funcoes de pertinéncia continuas
00B, UaU(0,1] para *=/

fFernandoGomide
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Exemplo

(0 x<-1;x>3 [ 0 x<1; x>5
AX) =< (x+1/2 -1<x<1 B(X)=<(x-1)/2 1<x<3
B3—-Xx)/2 1<x<3 (6-Xx)/2 3<x=<3
A" =[2a -1, 3—2d] B” =[2a +1, 5-20a]
A
A B
1

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



A B
1
A+ B
a=0.5
| | | <
-1 O 1 3 4 8
A
A-B 1 A B
a=0.5
| | | | >
-6 -5 4 -2 -1 0 3 5
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Il - Principio da extensao

(ALB)(X) = sup min[ A(X), B(y)], 0zOR
z=XLly

(ALB)(X) = sup [A(X) t B(y)], zOR
z=XLly

t @ uma t-norma

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Exemplos
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Abordagens alternativas para aritmética fuzzy

* Requisite constraints (G. Klir, 1997)
» Aritmetica fuzzy discreta (M. Hanss, 1999 e 2000)
» Especializacoes

V. Kreinovich e W. Pedrycz, 2001

D. Filev e R. Yager, 1997

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Requisite constraints

4 B-B#O0
-B B-B B
¥
| | 1 N | L~ A B/ B#1
-5 -8 -1 0 1 3 5 7

BB B

escolhas deemA, eyemB,
nao satisfazem restricao de
igualdadex =y

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



= Restricoes:
 informacodes suplementares nao contida nos opesando
e resulta do significado dos operandos ao inves getgsos

* N40 sao consideradas na aritmética fuzzy padrao

Greater imprecision than justifiable in all computations that
Involve the requisite equality constraint. Klir, 1997

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Aritmética fuzzy com intervalos e restricoes

(ADB)g ={x0y|(x,y) O(A, xBy) n Oy, al(0]]

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Principio da extensao com restricoes

(ADB)™(X) = EUDB min[A(x), B(y),0(x, y)]

(ADB)"(x) = S:UDB L A(X) tB(y)l DO(X, y)}

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



(B-B); ={b-b|b0OB,} =0

7 A BB=1

=1

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



Pros

Sobrestimacao

fFernandoGomide
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Preservacao da forma

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp
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5-Teoria de possibilidade

= Possibilidade e necessidade

Exemplo: base de dados

| Nome a b C d e

ldade  X=[23,26] %.=[20,22] X=[30,36] X=[20,23] X=[27,31]

Consulta: pessoas com idade entre 20 e 25 anQs=720,25]
Duas solucoes:

Ao (Q)={I| Xin Q%01 }={4a b,d} solugdes possibilidade
AecQ) ={1 X 0Q}={b,d} solucdes necessidade



= Propriedades

Anec (Q) O Appss(Q)
Anee (Q) = X = Aposs (Q)

= Notar que:
Aposs(Q) =11 [ max|X; () L Q(x)] =1}
Anec (Q) ={1[min[1=X;(x) L Q(x)] =1}



= Possibilidade:lx X {xOAexUB} max=101

Poss(A, B) = max| A(X) L B(x)] (Pos)

= Necessidade:[Ix O X {xOA - xOB} min = OJ

Nec (A, B) = min[(1- A(X)) T B(x)] (Nec)

A e B sdo conjuntos (classicos)



= Possibilidade e necessidade: conjuntos fuzzy

Poss(A, B) =suf A(X)t B(X)]
Nec (A, B) =inf[A(X) - B(X)]

A eB sao conjuntos fuzzy

t=minea - b=alOb=max {(1-a), b} em (Pos) e (Nec)



Medida de Possibilidade/Necessidade

= Monotonicidade de medidas fuzzy
AOB=g(A)<g(B) LUABIQ

U
9(AL B) 2max[g(A), g(B)] ()

9(An B) 2min[g(A),g(B)] (N)



* Medida de possibilidade: caso limiféd)( Zadeh 1978
9(AL B) =max[g(A),g(B)]

(AU B) =max[[1(A),NM(B)]

= Medida de necessidade: caso limite (N), Dubois & Pra€gs

g(An B) =min[g(A), g(B)]
N(An B) =min[N(A), N(B)]



* Funcao distribuicao de possibilidade

n:Q - [0]1]
Lw]|n(w) =1
M(w) =M{w}) sell é definida
[1(A) =supn(w) seTt é definida

A



= RelacOes entre medida de possibilidade e necessidad
M(A) =1-N(A)
N(A)>0= M(A) =1
M(A) <1= N(A) =0
N(A)+ N(A)<1
M(A+ M(A) =21

P(A)+P(A) =1



Observacao

Este material refere-se as notas de aula do cur#2Q Teoria de Sistemas
e Otimizacao Fuzzy: Introducao e Aplicacoes da Fcld de Engenharia
Elétrica e de Computacdo da Unicamp e do Centrergede Educacéao
Tecnoldgica do Estado de Minas Gerais. Nao subgiitlivro texto, as
referéncias recomendadas e nem as aulas expasistasmaterial nado pode
ser reproduzido sem autorizacao prévia dos autQuesndo autorizado, seu
uso é exclusivo para atividades de ensino e p&saum instituicbes sem
fins lucrativos.
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