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1-Introducao

= Teoria Bayesiana de decisao

—abordagem estatistica para reconhecimento padrdes
—assume problema de decisao formulado probabilmsgose
—todos valores relevantes de probabilidade conhgcido
— identificacao de sequéncias DNA

= Este capitulo

— apresenta fundamentos da teoria
—teoria: formaliza procedimentos intuitivos
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Preprocessing

v

Feature extraction

A

Classification

"salmon” "sea bass"




* Previsao proximo tipo peixe?

w= estado : variavel aleatoria
w= w;, Seabass

w=w, salmon
= Assumindo

P(e,): probabilidadea priori préximo tipo ésea bass
P(a),): probabilidadea priori proximo tipo ésalmon
P(awy) +P(aw) =1
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= Decidir tipo proximo peixe

— classificacao incorreta: mesmo custo
— informacgéao disponiveis: somerRéw) e P(w,)

= Regra de decisao

1 decidir w, seP(w,) > P(w,) ; caso contrario decidip,
— regra: mesma decisdao, mesmo sabendo que existpos?2 t
— desempenho depende da escolhB(de) e P(w,)
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Pro

= Na pratica

— temos mais informacao

— e.g. medida luminosidadsg)(

— densidade probabilidade condicional de clagsk)
— funcéo densidade de probabilidadexd®do estadeov

— p(X¥ ) ep(xa,) descrevem diferencas de luminosidade

fFernandoGomide
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= Supor que conhecemos:

- P(w) eP(w)
— p(X|a) ep(xX|ay)
— medida de luminosidade

= Comox influencia a escolha correta do tipo?

— estimativa correta do estado ?
— como decidir o tipo (classe)
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= Classificacao usando luminosidade como atributo

P(@;j,X) = P(w; | X) p(X) = p(x| @j)P(w))

p(x|w;)P(w;)
pP(X)

2
p(x) = _le(xle)P(wj)
J:

P(wj X) =

P(causa/ efeito) = p(efeito/ causa) P(causa)

P(efeito)
likelyhood x prior

posterior = _
evidence

ProfFernandoGomide
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P(w) = 2/3
P(w) = 1/3

Y 10 11 12 13 14 15

Regra de decisao de Bayes

"1 decidir &, seP(wy| X) > P(w)| X) ; caso contrario decidw, (*)
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= Regra de Bayes minimiza a probabilidade de erro

P(w|X) sedecidimosw,

P(error | X) =
( 1%) {P(a)2|x) sedecidimosw

— para uma observac&aminimiza-se a probabilidade de erro:
"1 decidindow, seP(w| X) > P(w,| X); ou e, caso contrario

— esta regra minimiza a probabilidade de erro paadggerx, em media?
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Pro

—em média a probabilidade do erro é

P(error) = 0joP(error,x)dx = ojoP(error | X) p(x)dx

—00 —00

—logo a integraP(error) € minima sé(error/x) € minima, isto €, se
" decidir aw; seP(wy| X) > P(w,)| X); caso contrario decidi,

—P(error/x) = min [P(awy| X) , P(aw)| X) |

* Regra de decisao de Bayes (alternativa)

1 decidir a, sep(X|a)P(w) > p(X|aw,) P(aw,); caso contrario decidu,
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2-Teoria Bayesiana de decisao: atributos continuc

= Generalizacao

— uso de varios atributos
—mais de dois estados
— outras decisOes e néo so classificacao

— critério mais geral que probabilidade de erro
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= Notacao

X : atributo,x [0 RY

RY: espaco (Euclideano) de atributos

{w, ...,w}: conjunto (finito) dec estados (categorias)
{ay, ...,a,}: conjunto (finito) dea decisbes (agbes)

Aa;, @): loss function = custo decisaqg; quando emy

= Regra de Bayes

p(X|wj)P(w;)
p(x)

P(wj |X) =

p(x) = ilp(xmj)P(w,-)
Z
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—supor observacaoe acaa; correspondente
—se estado verdadeirasg; entao custo associada @;, )

—valor esperado do custo da agésera:

C
R(a; [x) = 2 A0 |oj)P(oj |X) Risco condicional
i=1

—dadox, que aca@; minimiza o risco condicional,x ?

—solucao (6tima): regra de Bayes'!
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= Regra (estratégia) de decisao

—a(x): fornece a decisao para cada valok de
— para cad&, a(x) assume um dasvaloresa,, ...,0,
—risco global: risco associado com uma estratég@dedesao

R=[R(a(x)|x)p(x)dx Risco global

—sea(x) é tal que o valor dB(a;(x)) € o menor possivelx,
entao risco global € minimizado; isto motiva o setu
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= Regra de Bayes
para minimizar risco global:

1 — calcular

R(ai|x):é)\(ai|a)j)P(wj|x), i=1...a

2 — selecionar acam que minimizaR(a;|x)

R* = risco de Bayes
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= Exemplo com duas classes

—a, : decide que estado verdadeira}é
—a, : decide que estado verdadeirag

—A; =A(q;, @) custo quando decisae « mas verdadeiro &

risco condicional

R(01 |X) = A11P(wq | X) + A12P(w2 | X)
R(0 5 |X) =A21P (e | X) + ApoP(w3 | X)

' decidir @, seR(a,[x) < R(a,[x)
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Pros
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— alternativamente, em termos das probabilidadessteriori
decidira, se Q,;—A)P(ai| X) > (A, —Ay) P(awy] x)
—emgeralh,; >A;; e A, > A,

— utilizando Bayes, probabilidadasriori e densidades condicionais

P(xla) | (M12=A22) Plwy)
P(X[w2)  (A21—=A11) P(wy)

Razao de verosimilhanca
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3-Classificacao com taxa de erro minima

0 i
)\(O(i|a)j):{ ! j Li=1...c

R(@, |x>:§1A(ai ;) P(o; |X)
= 3 P(@; 1)
i |
=1-P(a; |x)



= Regra Bayes para taxa de erro minima

— minimizar risco: selecionar agéo que minimiza riseondicional

— minimizar taxa de erro de classificacao:

" decidiry se P(w]x) >P(w|x) Oi, ] (ver *)

pelw)
plxjw,)
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4-Fungoes discriminagao e classificadores

* Funcao discriminacao

"1 classificador atribui classg ax seg(x) >g(x) U] #1i

Exemplos:

g:(X) = —=R(a;|x) risco condicional minimo

gi(x) = P(w|x) erro classificacdo minimo
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Estrutura funcional de classificadores estatisticos

discriminant
functions

mput

action
(e.g., classification)
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= Propriedades

—fungdes discriminacdo nao sdo unicas
—transformacgoed(g(x)), f monotOnica crescente

— simplificacao analitica e computacional

—exemplos de classificadores (erro classificacaannan

01(x) = P(ey ) = PP IED)
_le(x|0)j)P(60j)
z

gi (X) = p(X | ;) P(ey;)

gi (X) =In p(x|e;) +InP(ey)

ProfFernandoGomide
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—formas funcoes diferentes, mas regras de decisfvadentes
— efeito: dividir o espaco de atributos emegides distintas
1seg(x)>g(x) Oj#i entdox U R,

—®R;n R; =1

- ®R4,..., R, formam uma particdo do espaco de atributos
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—exemplo: duas categorias (classes)
1 atribuir ey, ax seg,(X) >g,(x) Oj#i
9(x) = 81(X) —gx(X)
"] atribuir ey, ax seg(x) >0 (***)

9(x) = P(ey [X) = P(wz | X)

p(X | wl) +1n P(wl) (**)

=
= o) T Plan)
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5-Densidade normal

1 1 _
P09 iz ] 0 E )
w=ED= [xp0odk, = Elx]

E=E[(x-m)(x-w'1= [(x-p)(x-p)' p)cx

Z:[Gij]’ g;; = E[(% —Hi)(Xj 1), £>0
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: (x-pn)' = (x-p) =cte
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(x-p)' 2 (x-p)=1

-\

i
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= Transformacoes lineares

—combinacdes lineares de variaveis aleatorias nersda normais
P(X) = N(, 2)
A (d xK)
y=AXx (kx 1)
p(y) = N(AH, AZA)

—seA=a(dx1), k=1, |p|=1 entao

y = ax (escalar que representa projecax de longo dea)

a'>a variancia da projecao deao longo de
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= Observacoes

r2=(x-p)' = (x—p) Distancia de Mahalanobis
V=Vy|X |1/2 rd Volume hiperelipsoide
V.= /2 j(d/2)! d par |

2dr[(d'l)/2(d _1/2)/d d impar Volume hiperesfera
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6-Funcoes discriminacao p/ densidade norma

gi (X) =In p(x| ;) +InP(xy)
P(X|w;) ~ N(p;, Z)

0() == (=)' = x-p) =S N2~ n | % [+1n Ples)



= Caso 12, =0’

2
_ _x—ni
i (X) = - +InP(e;)
| 20_2 I
: = — 1 2t + [ +|n P(w:
gi (X) = °G X+ pipi] +In P(w;)
V\ - , |
termo quadratico € o mesmoi
gi (X) = WX + W, Maquina linear
_1 _ -1 4
Wi M Wo = oMl +1n P(aw;)

?

Limiar (bias) parai-ésima classe



gi(x)—9g;(x)=0

w'(x—x,) =0 Hiperplano separa; e &,
passa pox, e é ortogonal

_ a reta que une as meédias
W=Ni ~Rj q

0° in @)
P(w;)

o:%(Ui"'llj)_ (ni —nj)

g

P@) =) = Xo= (i +K})



a o R,




P(w) # P(w)

X, se afasta da média mais provavel

P(a) =P(w), 0i,] termo InP(w) irrelevante

gi(X)=|x-p;|°  Classificador distancia miima
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= Caso 2:>; =2

Independente de

«
gi(x) = -%(X -1 =7 (x—p) + InP(;)

0() == (x =)' Zx =) +In Pl
seP(w) =P(q), 0i,] termo InP(«) irrelevante, logo:

1 _
g; (X) :E(X -w)'=Z(x-p)  Classificador distancia (Mahalanobis) minima



g (%) :—%(X—p)tE_l(X—u)—%InZn—%ln I, [+In P(e)

eliminandox! > -x da expansao de& )t 2.7 (x — ) (independe dg

ot N
gi (X) = WiX+ W, Maquina linear

] 1t
W =X Wo—‘éu}z ;i +1n P(w;)



seg;e R, sao contiguas, a superficie de decisao € um hgerpl
w'(x—X,) =0
_ -1
w=2 "(n —pj)

In[P(e;)/ P(w)]
(=) =7 )

XOZ%(Ni+l‘j)_ (ni —nj)

—hiperplano separg; e ®; nao € ortogonal a reta que une as médias
— hiperplano intercepta esta reta gm

—seP(w) =P(w), Ui, ] entdo esta no meio das medias

—seP(w) # P(w), entao hiperplano se afasta da media mais prbvave
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= Caso 3: 2, = arbitraria N | |
unico termo independente de

e
1 - 1
i () = =2 (x =) T (x~p) SINIZ; [+1n P(e)
expandindo
gi (X) = X"W X + Wix + W, Classificador quadrético

1_- _
Wi :—Ezil wi = Zi

=-= u.Zlu In|2‘1|+lnP(w.)



—caso com duas classes
— superficies de decisédo sao hiperquadraticas
* hiperplanos
* hiperesferas
* hiperelipsoides
* hiperparaboldides
—regides (deciséo) ndo necessariamente conectadas

px|w;)

0.4}
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Quatro classes




= Exemplo: regidao de decisao, dados Gaussianos

X2
10

8

A

e S
SRP

P(w) = P(w,) =05
0r(X) = X"WiX +WiX + Wy
0r(X) = X"WiX +WiX + Wy

g (X) = g2(X)



% =3514-1125¢+ 0.1875¢




/-Teoria Bayesiana de decisao: atributos discretc

X O{vy ooV}

P(X|wj)P(w;)
P(X)

P(w;j |X) = Regra de Bayes

P(x)= 3 P(x||)P(®)
i=1

a* =arcminR(a; | x) Regra de decisao minimo risco
|



Regra de Bayes para taxa de erro minima

“decidiry se P(q|x) >P(q|x) 0Oi,]

Funcdes de discriminacao

P(X|w;)P(e)

g; (X) = P(wj |X) =—
_le(x|0)j)P(60j)
i=

gi (X) = P(X | ;) P(e;)

gi (X) =InP(x| ;) +InP(ey;)

(ver *)



= Exemplo: atributos binarios independentes

—duas categorias (classes)
— cada componente € um valor binario
— componentes sao independentes

X= (%, %), % 001}

P =Prix =1|m)

q =Prlx =1|wy)

d . 1_.
P(x|wp) =[P @-p) ™
=1

P(x|wp) =6 @-g) "
i=1



—Razéo de verosimilhanca

P(x|ay) _ ﬁ(pi T (l- D JH
P(x|wo) ia\ G ) \1-q

P(X|@1) ||, Ple)
P(X|wy)  P(wy)

g(x) =In

P e TR | Pl
e R e e

()

Linear emx;



d
g(x) =2 WX +W
=1

pL-q)

. 1=1...,d
q@d-p) =4

W =1In

3 (1-q) P(wy)
o= 2 oy M By

lembrar: decidirw, seg(x) >0 ew, seg(x) =20

(***)



= Analise

—g(x) € uma combinacéao linear (ponderada) das compemdak
—valor dew, € a relevancia de uma respaosta 1 na classificagao
—sep, = g, entao valor de e irrelevantey, = 0)

—sep,> g entdo (1 p) <(1 —q),w >0 ex, = 1= w votos paraw,
—sep, < g entdo (1 p)>(1 —q), w, <0 ex, = 1= |w|votos paraw,



= Exemplo: dados binarios 3-d

—duas categorias (classes)
—cada componente é um valor binario
— componentes sao independentes

P(w) = P(wy) = 05

pp =05 g =08 i=123

| =In pi(l_qi), 1=1...,d w =1In 081-05)_ 3863 i=1...3
Gad-p) 05(1- 0.8)
Wy = Zln 1-q) +1In Plen) Wy = ZI 4= 08)+I — =-175

iz1 @-p) P(w) -1 @1-05 05



P = 0.8 g = 0.5 P = 0.8 g = 0.5,1=1,2
1=1,2,3 P; =03



8-Redes Bayesianas

= Conhecimento sobre distribuicoes

— parametros de distribuicoes
—dependéncia/independéncia estatistica
—relacOes causais entre variaveis

* Redes Bayesianas

—explora informacéo estrutural no raciocinio comanaeis
— usa relacOes probabilisticas entre variaveis
—assume relacdes causais



estados de A{, a,,..}=a

P@) (A) (B) P(b) estados de B, b,..}=b
alCo
no
Pdla.c) (D) C) P(ch)
pai

Regra de Bayes + probabilidades condicionais
U

probabilidade conjunta de qualquer configuracavad@veis



P(a) P(b)

a, = winter
P(a) | P(a) | P(a) | P(a) | a,=spring A B b, = north Atlantic | P(b) | P(b)
025 | 025 | 0.25 | 0.25 | @ =summer \segson locale/ b,=southAtantic] o6 | 04
a, = autumn
P(xila,by) | P(%ole;,b)
a, b, 0.5 0.5
a,, b, 0.7 0.3
a, b, 0.6 0.4 x, = salmon
P(x|a,b) |a.b, 0.8 0.2 X, = sea bass
ag, b; 0.4 0.6
as, b, 0.1 0.9
a, b, 0.2 0.8
a, b, 0.3 0.7
P(c|x) P(d[x)
e | Pl [ e | o jighy N P) | P(dlx)
Xq 0.6 0.2 0.2 ¢, = medium dl - thin X 0.3 0.7
X, 0.2 0.3 05 | c;=dark 2 X, 0.6 0.4

P(ag,by, X»,C3,d5) = P(ag) P(ly) P(X, | a3,1) P(C3 | X2) P(d5 | %) = 0.25%0.6x0.4x0.5x0.4 =0.01z2



* Redes Bayesianas formalmente

— grafo aciclico

—no: variavel aleatdria (atributo)

—arco: efeito, causa (A afeta-B B condicionado a A)

—cada no condicionalmente independente dos naorubsues
—representa probabilidade conjunta das variaveis

©

¢ P(x[X1,%5)

% °° P(X,..., %) = i|j P(x [ PaiDe(x;))
()




= Exemplo

P@@  P(bla) P(cb)  P(dlc)

(A—(8)—(c)—(o)

P(a,b,c,d) =P(a)P(b|a)P(c|b)P(d|c)
P(d) = > P(ab,c,d)
a,b,c
= % P(a)P(b|a)P(c|b)P(d|c)

=2.Pd] C)% P(c|b)2.P(b|a)P(a)

- J
Y

P(c)

P(d)




—em geral: dados os valores de algumas variavadéasia:e)
qgual é o valor de uma configuracao das outrasweisé) ?

P(X,€)

P(xIe) =5

=aP(x,e)

= Exemplo:salmon and sea bass

— probabilidade peixe veio do Atlantico Nortg)
—sabendo que é primavepring a,)
— peixe e salmaacsélmon x,) claro (ight c,)

P(b [a,%,¢) 7



= Em classificac&o (erro minimagalmon or sea bass ?

—sabe-se que

* peixe é clarod)

 origem é Atlantico Nortel)
—nao se sabe:

e estacao do ano

e espessura
— problema de classificacao:

P(x [¢1,05) 7
P(xz]¢p,b5) ?



P(x | c1,by) = Péx(lol “’lt;zt;z) EOLCELAE)

=a Zd P(@)P()P(x [a,0,)P(c; [ x)P(d %)

=aP(by)P(c | Xl){z P(@)P(x |a, bz)}{% P(d] Xl)}

=aP(by)P(c | %)
x[P(a) P(xq | aq,0) + P(a2) P(x | a2, b,)
+P(ag) P(x | ag, ;) + P(a4) P(Xq [ a4,0,)]
x[P(dy | %) + P(dz [ %)]

— _/
~

=1



P(x |c,) =a (04)(06)[(025(0.7) + (025(0.8)
+ (025)(0.1) + (025)(0.3)]1.0
P(X |¢,b,) =a0.114

P(X5 | c,b,) =0 0.066

classificacapsalmon !



= Naive Bayes

—relacOes de dependéncia entre atributos descomlsecid
— neste caso assume-se independéncia condicional

P(x|a,b) = P(x|a)P(x|b)



9-Resumo

= Teoria Bayesiana de decisao e simples

= Regras de decisao
— minimizar risco: acao que minimiza risco condiciona
— minimizar Prlerro]: estado que maximiza densidagesteriori P(¢) [x)

= Superficies decisao hiperquadraticas no caso Gawassia
= Redes: relacOes dependéncia/independéncia eniégaiar



Observacao

Este material refere-se as notas de aula do cuFs62G Topicos Especiais
em Aprendizagem de Maquina e Classificacdo de Badita Faculdade de
Engenharia Elétrica e de Computacao da Unicamp €eshdro Federal de
Educacao Tecnoldgica do Estado de Minas Gerais. duéetitui o livro
texto, as referéncias recomendadas e nem as aplesite/as. Este material
nao pode ser reproduzido sem autorizacao préviaadtses. Quando
autorizado, seu uso € exclusivo para atividadesnd@o e pesquisa em
Instituicdes sem fins lucrativos.
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