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1-Introducao

= Técnicas nao parametricas de estimacao
— procedimentos para estimar distribuicoes arbitsaria
—n&o assume forma analitica das densidade
—estimacao utiliza de dados de treinamento

= Este capitulo
—apresenta métodos principais de estimacao
— estimacgao das densidag¥z/w)
— estimacao direta das probabilidadgsosteriori H w/X)
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Pro

2-Estimacao de densidade

= |déia basica
— probabilidadd® que um vetok esta em uma regid®

P = [ p(x)dx
R

— P versdo média da funcao densidaflg

— podemos estimar este valor médigodestimandd?
— Xy, ...X, amostras independentes distribuidap(a
— probabilidade qu& destasy amostras estejam e

R = (EJPK L-P)" X

binomial

fFernandoGomide
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Pro

fFernandoGomide

assumindg(x) continuaR pequenaf ~ cte)

[ pO)dx = p(x)v x OR, V volume deR
R

combinando (1), (3) e (4)

k/n

p(x) = VR

(3)

(4)
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probability
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= Questoes

1- seV é fixo, entadk/n converge (em probabilidade) pdt&

| p(x)dx
R

jdx
R

2— para obtep(x) ao inves do valor médiy, » 0
V - 0 implica queR - 0 e pode n&o conter nenhuma amostra
Isto é p(x) - O

VE — valor médio (espacial) d#x)
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= Limitacoes

— numero limitado de amostras
— V nao pode ser arbitrariamente pequena
— variancia na razak/n como estimativa dp(x)

= Questao

— podemos superar estas limitacdes m um numerdabimide
amostras ?
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= Procedimento

— formar uma sequéncia de regioes IR, ...contendx
— R, regiao a ser usada com uma amostra
— R, regiao a ser usada com duas amostras

(7)

— V,volume deR,
— k naumero de amostras dry
— p,(X) n-ésima estimativa dg(x)
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= p,(X) converge parp(x) se

1-IlimV,=0

n- oo

2 — lim kp = o

Nn—- oo

3_1lim k,/n=0

n- oo
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1 — média espaci&l/VV converge parg(x) se as regidoes diminuem
uniformemente @(.) € continua em

2 — frequéncia converge (em probabilidade) parssep(x) # 0

3 — necessaria papg(x) dada por (7) convergir; indica que, embora
um numero muito grande de amostras eventualmetaiiesem
uma pequena regdd, elas formam uma fracdo pequena do
numero total de amostras.

— duas maneiras de obter sequéncias de regides wpiazah
estas condicoes
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1 — diminuir uma regiao inicial especificandocomo funcao de, e.g.
o= M
e mostrar qu&, ek /n se comportam apropriadamepfex) — p(x)
Janelas de Parzen

2 — especificak, como funcéo de, e.g.
ko =+/n
aqui o volumeV, cresce até que ele inclbavizinhos dex

k.-vizinhos-mais-proximos

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



v =1/ Q . @ R @ L .:_E;-: =..;.E'-:_

— - - e .ﬁ- 4 -ﬁ-
fr(” = \n . . . . " .
a .
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3-Janelas de Parzen

R, hipercubo de dimens&b com aresta h= V, = hﬁ' (8)

k, nimero de amostras que caem no hipercubo

1 |uj <1/2 j=1...,d
O casaontrario

¢(u) = { 9)

¢(u) € um hipercubo centrado na origem

d((x —x)/h))) = 1 sex; cae dentro d¥ e zero caso contrario
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k, nimero de amostras no hipercubo

Ky :Zn:q)[x_xij (10)
=1 \ M
substituindo em (7)

Kn/n (7)
Vi

Pn(X) =

pn(x)-12 = 4{ h j (1)

n
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—equacao (11) sugere abordagem mais geral:
e usar classes mais gerais de funcdes ao inves dahi
« estimativa dgp(x) é a média de fungbes @& amostras;x
—funcéo janela é usada como um interpolador:

e cada amostra contribuindo para a estimativa delacmm
sua distancia a

— para queo(x) seja uma densidade legitima & necessario que
$(x)20 (12)

[o(u)du =1 (13)
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= Efeito da largura da janelg emp, (x)
seja
1 X
On(X) =— ¢ — 14
2] s
entaop,(x) pode ser expressa como

1 n
Pn(X) =526n(x—xi) (15)
=1

h,(x) afeta tanto a amplitude quanto a dispersady, ¢
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Exemplo: janela de Parzen normal, simétrica, circula

h=02

&)

[ENE)
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Pro

fFernandoGomide

—seh, & muito grande

« amplitude d&, é pequena
* X tem que estar longe aeantes qué (x—x;) afaste dé (0)
* p,(X) superposicao defuncdes que variam suavemente

—seh, € muito pequena
* pico ded (X—x;) é grande e ocorre proximoxa= x.
* p(X) € a superposicao de n pulsos centrados nas amostra

e para qualquen_ a distribuicdo é normalizada

X—Xi
hn

jén(x—xi)dx:jvlnq{ j:jq)(u)du:l (16)

*h, - 0 = 9,(Xx—X) — funcao delta de Dirac centrada gm
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Exemplo: estimativa de densidades com janelas aeRRa

_ ‘\

N

o l&\\»;.
‘.ﬂf\"‘ﬁ ‘
s
é‘,;:;.-a-.'&.-'

e
APl
s
S
arar X

-!‘;.;lll‘r"!...'..‘

estimativa com 5 pontos, janela normal, simétaaaular
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= Analise

—V, muito grande: estimativa tem pouca resolucéo
—V, muito grande: estimativa tem grande variabilidagtatéstica
—numero limitado de amostras: temos que aceitarampmmisso

—numero infinito de amostras: ¥e - 0 quandm - o entao

P.(X) - P(X)

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



= Exemplo
p(x) =N(0,1)

2
o) = e /2
21T
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n=100 "
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= Exemplo classificacao

— estimar densidades para cada categoria

— classificar pela classe com magoposteriori

—regides de decisao dependem da funcao janela

—erro de treinamento arbitrariamente pequeno ségj@ne

suficientemente pequena

— erro treinamento pequeno nao significa erro de @stjueno

—formas Gaussianas sao plausiveis na ausénciacdmatao

— dificil justificar teoricamente a escolha da lamda janela

—vantagem: generalidade

— problemas: numero de amostras pode ser grande
cresce exponencialmente com a dimensao
curse of dimensionality
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= Redes probabilisticas

—implementacao de janelas de Parzen com redes neurais
— hipoteses: desejamos obter estimador de Parzem paiiroes
cada padrao tem dimenséo
padroes amostrados aleatoriamente dasses
— caracteristicas da rede
 d unidades de entradmput unit9
* n unidades intermediariapdttern unit$
 c unidades de saidagtegory unity
— arquiteturadeedforward

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



caregory

pattern

input
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= Treinamento de redes probabilisticas

Algoritmo 1. Treinamento de PNN

|n|t|allzej «— O, J «— O,a]-i -0
begin
doj -« j+1
dok « k+1
Xk < X/ [X]| normalize
Wiy — X train
untilk=d
if X ey thena,
untilj =n
end

ProfFernandoGomide
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= Classificacdo com redes probabilisticas

netj = Wtj X

q{x_wj J ¥ e—(x—wj)t(x—wj )/20% _

_ e—(xtx—wtj W | —2Wtj W | )t /202

:e(netj —1)/02

categoria = mag(x)
0:(X) = soma estimativas locais
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Algoritmo 2: Classificacdo com PNN

Initialize ] « 0,X ~ test pattern
begin
doj « j+1
net — w;x
if a; = 1theng, — g + expfet-1)io
untilj =n
returnclass — arg maxg;(x)
end



4- Estimacad —Vvizinhos—mais—proximos

— alternativa para o problema da melhor janela

— Vfuncéo dos dados de treinamento ao invés de ungadun
arbitraria do nimero de amostras

— para estimap(x): centrar uma célula erme deixa-la crescer ate
Incorporark, amostrask -vizinhos dex)

— k,e uma funcéo de
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= Estimativa de )

Kn/n
Vn

Pn(X) =

condicOes de convergéncia

lim kg, = oo
n— 00
lim k,/n=0

Nn-oo

ProfFernandoGomide
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p(x)

p(x) é continua madp(x)/0 x nao
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p(x) é continua madp(x)/0 x nao




= Estimacao de probabilidadagosteriori

— n amostras rotuladas
— célula de volum&/ no entorno de x
—k amostrask; rotuladasqy emV

— estimativa de(x, w)

Kn/n
Vn

Pn(X) =

— estimativa dé’(a, X)

P (wj |X) = Cpn(X,a)i) _k

2 Ph(X,@j)
=1




5-Classificacao fuzzy

= Conjuntos
Classificam objetos em conceitos gerais

— numeros pares

— cidades que sao capitais
— carros esportes

— numeros impares

— times de futebol



— grandescidades da Ameérica do Sul
— baixatemperatura
— altataxa de inflacao

— pequencerro de aproximacao
— rapidaresposta de um sistema dinamico
— mal condicionamentae um sistema de equacoes lineares



Problema da dicotomia

“One seed does not constitute a pile nor two n@eth. from the
other side everybody will agree that 100 millioede constitute
a pile. What therefore is the appropriate limit? @Gansay that
325 647 seeds don’t consitute a pile but 325 648 do?

[Borel, 19501






Paradoxo do barbeiro (Russell)

“| shave all, and only, those man who don’t shheenselves”

TS)=T69)

T=S)=1-T(S)



Conjuntos

UniversoX

X A
y LA



= Funcéo caracteristica

ant  A={xOR/2sxs<5) awl  A={1247.8)

> L >
2 5 R 1 23456789 X

1if xOA

A X - {0, 1} A(x):{o o



Conjuntos fuzzy

.
[ ]

Universo X




* Funcao de pertinéncia

A(X)

A X - [0, 1]



= Exemplo

temperaturat = ~ 20°C

A

A(X)

1_

20 t (°C)

ndmero
(conjunto unitario)

A(X)

18 22

Intervalo
(conjunto)

t (°C)



temperaturat = ~ 20°C

A(X)

>
18 19 20 21 22 t(°C)

conjunto fuzzy



= Operacoes e operadores

Uniao
C=A0B A BeCemX
s:[0,1]x[0,1] - [0,1]
C(x) = A(X) s B(X) [ xOOX
A A
C=A0UB
B A 1w—
>




Interseccao

C=AnB A BeCemX
t:[0,1] x[0,1] - [0,1]
C(x) = A(X) t B(X) (1 xOOX
A A
C=ANB
1 B A L




Complemento

AeAemX
C: [0,1] - [0,1]
AX) = CAKX) OxOX

A

A(X) = 1 -A(X)



= Variaveis linguisticas

Velocidade Variavel linguistica
Termos linguisticos Conjunto de termos
Baixa Média Alta
A AL
l l Regra semantica l

. Baixa Média Alta

. I >

Variavel base x Universo X

(X, T(X), X, G, M)



= Exemplo: colesterol LDL

>
100 115 145 160 190|_D|_ (mg/dL)
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= Relacao fuzzy

R:XxY - [0,1]

= Exemplo

Documentos: D = {dy, d, dg dy

Palavras chavesW = {w;, w,, W}

R:DxW - [0,1]




* Projecao de uma relacao fuzzy

R(x,y) = exp{-a[(x— 4 + (y—5¥]}, a=1

Rx (X) = Projx R(X,y) = sUupR(x,y)
y

sl

iy ol i
e
il

. Ry (y) = Projy R(x, y) = supR(X, y)

X




1.0

= Granulacao

A, A, A A,

Discretatizacao

1.0

Quantizacao

Granulacéo

X

>



= Sistemas e modelos fuzzy

> Vi




= Classificacao de Padroes

Classificador Normal
—> de >
Padrdes

Anormal




= Agrupamento

Gl

Dados e
GruposO



= Exemplo: Iris
Atributos

Iris flower database

— dados 4-dimensional com
50 amostras de cada um dos
trés tipos de flores

— p=150,n=4,c=3
— atributos

« Sepal length, sepal width, Versicolor
petal length, petal width

— classes
» Setosa, Versicolor, Virginica

Setosa

Virginica




= Exemplo: Iris

4
i
U'Ei
uﬁi T
0.4 "
n_;! bl ]
]
I:l 1

06 07 0B 0% 1

0s 09 1

MFKM (n = 1.5)




= Regras linguisticas

Forma canodnica: Sevariavel entradee A, ) Entéo( variavel saidee B, )
=1, 2,...N

A, e B, sdo conjuntos fuzzy el eY

SeXeéeA Entao Y éB,

R: SeXeéeA,Entao YéB,

SeXeAEntao Y éB, >



= Exemplo

Se temperaturagalta Entdo consumo de energmalto
Se temperaturaé media Entao consumo de energ@amedio

R,:  SeXéA EntdoYéB, B, R

R,: SeXéA,Entao YéB,




= Regras linguisticas

in)

R

R = Union

10

10




= Regras funcionais

Forma canodnica: Sevariavel entradaé A ) Entéo( variavel saideéf. (x))
=1, 2,...N
A é um conjunto fuzzy er¥

f. &€ uma fungad, : X - Y



= Exemplo

SeXéeA Entdoyeéef,(x)

R: SeXéA, Entdoyéf,(x)




= Estrutura de modelos fuzzy

Regras Se-Entao fuzzy
(relacao E/S)

AN /

Parametros
do modelo

X

Interface Entrac

N i

Base Base
Regras Dado:

v v

> Inferéncia >

Fuzzy

?

Interface Saic

Processa entradas e regras
(raciocinio aproximado)




= Base regras linguisticasgrafo nebuloso

in)

10 T

= Union Ri

R = AxB, = R(xYy) = min [A(X), B(y)]

R=0OR = RXYy) =max R(xy),i =1,...N]



= Base regras linguisticas

(c) Fuzzy rule base (t = product)

(d) Fuzzy rule base as a fuzzy graph (t = pr

10

Union Ri

oduct)

R=A1B = R(xy) =AX) B(y)

R =[] RI = R(X,y) = max R(X’y)’

1,..N]




= Base de regras fuzzy funcionais




= Modelos linguisticos e inferéncia

YA a - YA A x
Funcao Funcao
C
I
b | B
f d f
>
a X a A b X
X=a Xeé A
y = f(X) (X, y) éf

y=Db yeB



Grafo
fuzzy

Relacao

X & A X & A
(xy) éF (X,Y)éF
yeB Y éB




Inferéncia fuzzy

v 4 A,
R
X
B« | .
| R
>
X
A Y
X é A B = Proj, (A, n ;R ) = Proj,(A.n R)
(X.Y)eR B=Ac R regra da composicéo
Y é AoR

B(y) = sup [ A(X) tR(xy) |



= Exemplo

(2) Fuzzy Set A on X

(b) Fuzzy Relation F. on X and ¥

() Intersection I of R and cylA and its projection B




= Exemplo modelo linguistico (Mamdani)
XéAeYéB
Se X eA e YéB, Entdo Z &,

A

min
A A i B AEg.i
R
A m \ <«
B \ >
> ' >
a X b Y
SeXéA‘-eYéBj Entdo ZE'CJ-
t 1 min
: A
RJ B A B B/\ BJ
mA mR,i \ : .................. >
J
/ . AN
a X b Y
A A
B e ' . B
¢ COC;=C
R\, ¥ W




= Exemplo modelo linguistico (Larsen)
XéAeYéB
Se X éA e Y éB, Entdo Z &C,
A

min
A A B B
R . A »
A - \
B. \ P
> ! >
a X b %
Se X éA e YéB, Entao Z &
t t min
R L An A B B |3J
J N /\ N
Ma, B \ <
/ . /LN
a X b Y
4 A
L | Cl- . . _ |
g C OC;=C
/\& >

SN
A,




= Exemplo modelo funcional (TS)

XeéAeYéB
Se X éA e Y éB, Entdo z d,(x.y)
A A _ A
min Z
fi (X, y)
A A | B B
R mA‘ /\\ > fl (a’ b)< ..............................
/ Mg \ > m
> > [
a X b Y (a b) XxY
Se X éA‘- eY éBj Entao z éj(x,y)
A A . A
min Z
R. - A’ A B B Bl
]
- Mg \ <
" AN,
> > >
a X b Y (ab) XxY

:mfi(a,b)+mjfj(a,b)

m +m;

Z




= Interface de saida

Centro de gravidade

1.0 ;C(a)




= Centro da soma

n N
z >.C(3)
=1 k=1
N
2. 2.Ck(7)

1=1k=1

Z=

=1
n

N = # regras ativas



= Método dos maximos

1.0

moM

mOM

MOM



= Método das alturas

N’
2. mchgt(Cy)
5= k=1

g t k

N = # regras ativas

~ < -
ngl() gi(C))



= Aproximacao universal

Grafo def e sua aproximacao granukar

-
N

Sy

-
o
T

[ N w N (6] (2] ~ © ©
T T T T T T T T T

| I 1 1 L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 x 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 114 12




= Exemplo: guiagem autonoma

(Xf’l %)

/ «— (X Y)




= Granularizacao da posicao

LE LC CE RC RI

X ={x]0< x<100}



= Granularizacao da orientacao

RB 4] RU RV VE LV

LU

LB

-90 0 90

® ={@|-90< @< 270}

180



= Granularizacao do angulo do volante

A

NB NM NS ZE PS PM

PB

- 30 - 20 —10 0 10 20

© ={6|—-30< 08< 30}



= Controlador

X —»

SBRN




= Base de regras

RB
RU
® RV

LV
LU
LB

LE

LC

CE

RC

RI

PS PM PM PB PB
NS PS PM PB PB
NM NS PS PM PB
NM NM ZE PM PM

NB NM NS PS PM
NB NB NM NS PS
NB NB NM NM NS

Sexé LE epé RB Entad € PS

Sex é CE epé VE Entadd é ZE




= Previsao de vazao

0.4

0.35

= =
- - o -
(1 bk L7 L

Strearnflows (r/s)

-
—

0.05

actual

B eFPL 1 i

g
= i . . -
P b —

| | 1 1 1 1 1 1 | |
G0 100 150 200 2650 300 ZFs0 400 450 500
Woals

S50

Lima, Ballini and Gomide, 2006



6-Resumo

= Metodos para estimar densidades genéricas

= Duas abordagens importantes
— estimagao das densidag¥s |w) e utilizar Bayes (Parzen)
— estimagao direta das probabilidadgsosteriori Ha)| X) (k, vizinhos)

= Teoria de conjuntos fuzzy
= Classificadores fuzzy



Observacao

Este material refere-se as notas de aula do curs62G Topicos Especiais
em Aprendizagem de Maguina e Classificacao de Badia Faculdade de
Engenharia Elétrica e de Computacao da Unicamp €eshidro Federal de
Educacao Tecnoldgica do Estado de Minas Gerais. uéstitui o livro
texto, as referéncias recomendadas e nem as aplesite/as. Este material
nao pode ser reproduzido sem autorizacao préviaadtses. Quando
autorizado, seu uso é exclusivo para atividadesnd@o e pesquisa em
Instituicdes sem fins lucrativos.
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