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1-Introdução

� Técnicas não paramétricas de estimação
– procedimentos para estimar distribuições arbitrárias

– não assume forma analítica das densidade

– estimação utiliza de dados de treinamento

� Este capítulo
– apresenta métodos principais de estimação

– estimação das densidades p(x/ωi) 

– estimação direta das probabilidades a posteriori P(ωi/x)
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2-Estimação de densidade

� Idéia básica
– probabilidade P que um vetor x está em uma região R

∫=
R

dpP xx)(

– P : versão média da função densidade p(x)

– podemos estimar este valor médio de p estimando P

– x1, ...,xn amostras independentes distribuídas de p(x)

– probabilidade que k destas n amostras estejam em R
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� Questões

1– se V é fixo, então k/n converge (em probabilidade) para P e

∫

∫
=

R

R

d

dp

V

P

x

xx)(

valor médio (espacial) de p(x)

2– para obter p(x) ao invés do valor médio, V → 0

V → 0 implica que R → 0 e pode não conter nenhuma amostra

isto é p(x) → 0 
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– número limitado de amostras

– V não pode ser arbitrariamente pequena

– variância na razão k/n como estimativa de p(x)

� Limitações

– podemos  superar estas limitações m um número ilimitado de 
amostras ?

� Questão
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– formar uma sequência de regiões R1, R2, ...contendo x
– R1 região a ser usada com uma amostra

– R2 região a ser usada com duas amostras

– ................

� Procedimento

n

n
n V

nk
p

/
)( =x

– Vn volume de Rn

– kn número de amostras em Rn

– pn(x) n-ésima estimativa de p(x)

(7)
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1 – média espacial P/V converge para p(x) se as regiões diminuem
uniformemente e p(.) é contínua em x

2 – frequência converge (em probabilidade) para p, se p(x) ≠ 0

3 – necessária para pn(x) dada por (7) convergir; indica que, embora
um número muito grande de amostras eventualmente estarão em
uma pequena regãoRn, elas formam uma fração pequena do
número total de amostras.

– duas maneiras de obter sequências de regiões que satisfazem
estas condições
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1 – diminuir uma região inicial  especificando Vn como função de n, e.g.

e mostrar que kn e kn/n se comportam apropriadamente pn(x) → p(x)

Janelas de Parzen

2 – especificar kn como função de n, e.g.

aqui o volume Vn cresce até que ele inclua kn vizinhos de x

kn-vizinhos-mais-próximos

n
Vn

1=

nkn =
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3-Janelas de Parzen

Rn hipercubo de dimensão d com aresta hn ⇒

kn número de amostras que caem no hipercubo

d
nn hV =



 =≤

=ϕ
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,,12/1||1
)(

dju j K
u

ϕ(u) é um hipercubo centrado na origem

ϕ((x – xi)/hn)) = 1 se xi cae dentro de Vn e zero caso contrário

(9)
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– equação (11) sugere abordagem mais geral: 

• usar classes mais gerais de funções ao invés do hipercubo

• estimativa de p(x) é a média de funções de x e amostras xi

– função janela é usada como um interpolador:

• cada amostra contribuindo para a estimativa de acordo com
sua distância a x

– para que pn(x) seja uma densidade legítima é necessário que

0)( ≥ϕ x

∫ =ϕ 1)( uu d

(12)
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� Efeito da largura da janela hn em pn(x)
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hn(x) afeta tanto a amplitude quanto a dispersão de δn(x)
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Exemplo: janela de Parzen normal, simétrica, circular



DCA-FEEC-UnicampProfFernandoGomide

– se hn é muito grande 

• amplitude de δn é pequena
• x tem que estar longe de xi antes que δn(x–xi) afaste de δn(0)
• pn(x) superposição de n funções que variam suavemente 

– se hn é muito pequena

• pico de δn(x–xi) é grande e ocorre próximo ax = xi

• p(x) é a superposição de n pulsos centrados nas amostras
• para qualquer hn a distribuição é normalizada

• hn → 0  ⇒ δn(x–xi) → função delta de Dirac centrada em xi
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Exemplo: estimativa de densidades com janelas de Parzen

estimativa com 5 pontos, janela normal, simétrica, circular
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� Análise

– Vn muito grande: estimativa tem pouca resolução

– Vn muito grande: estimativa tem grande variabilidade estatística

– número limitado de amostras: temos que aceitar um compromisso

– número infinito de amostras: se Vn → 0 quando n → ∞ então

pn(x) → p(x)
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� Exemplo

p(x) = N(0,1)
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� Exemplo classificação

– estimar densidades para cada categoria

– classificar pela classe com maior a posteriori

– regiões de decisão dependem da função janela

– erro de treinamento arbitrariamente pequeno se janela é

suficientemente pequena

– erro treinamento pequeno não significa erro de teste pequeno

– formas Gaussianas são plausíveis na ausência de informação

– difícil justificar teoricamente a escolha da largura da janela

– vantagem: generalidade

– problemas: número de amostras pode ser grande

cresce exponencialmente com a dimensão

curse of dimensionality



h pequeno h grande
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� Redes probabilísticas

– implementação de janelas de Parzen com redes neurais

– hipóteses: desejamos obter estimador de Parzen com n padrões

cada padrão tem dimensão d

padrões amostrados aleatoriamente de c classes

– características da rede

• d unidades de entrada (input units)

• n unidades intermediárias (pattern units)

• c unidades de saída (category units)

– arquitetura feedforward
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� Treinamento de redes probabilísticas

Algoritmo 1:  Treinamento de PNN

initialize j ← 0,  j ← 0, aji ← 0
begin

do j ← j + 1
do k ← k + 1

xjk ← xjk / ||xj||    normalize
wjk ← xjk train

until k = d
if x ∈ωi then aji

until j = n
end 
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� Classificação com redes probabilísticas
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gi(x) = soma estimativas locais



Algoritmo 2:  Classificação com PNN

initialize j ← 0, x ← test pattern 
begin

do j ← j + 1
netj ← wj

tx
if aji = 1 then gi ← gi  +  exp(netj –1)/σ2

until j = n
return class← arg maxi gi(x)

end 
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4- Estimação kn–vizinhos–mais–próximos

– alternativa para o problema da melhor janela

– V função dos dados de treinamento ao invés de uma função 
arbitrária do número de amostras

– para estimar p(x): centrar uma célula em x e deixá-la crescer até 
incorporar kn amostras (kn-vizinhos de x)

– kn é uma função de n
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� Estimativa de p(x)

n
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k =3
k =5

p(x) é contínua mas ∂p(x)/∂ x não



k = 5

p(x) é contínua mas ∂p(x)/∂ x não



� Estimação de probabilidades a posteriori

– n amostras rotuladas

– célula de volume V no entorno de x

– k amostras, ki rotuladas ωi em V

– estimativa de p(x, ωi)

n

n
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)( =x

– estimativa de P(ωi, x)
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5-Classificação fuzzy

� Conjuntos

Classificam objetos em conceitos gerais

– números pares

– cidades que são capitais

– carros esportes

– números impares

– times de futebol

– .............



– grandescidades da América do Sul

– baixa temperatura

– alta taxa de inflação

– pequenoerro de aproximação

– rápida resposta de um sistema dinâmico

– mal condicionamentode um sistema de equações lineares

Conjuntos ?????



“One seed does not constitute a pile nor two nor three… from the

other side everybody will agree that 100 million seeds constitute

a pile. What therefore is the appropriate limit? Canwe say that

325 647 seeds don’t consitute a pile but 325 648 do?”

[Borel, 1950],

Problema da dicotomia





Paradoxo do barbeiro (Russell)

T(S) = T(¬ S)

T(¬ S) = 1 – T(S)

“I shave all, and only, those man who don´t shave themselves”



Conjuntos

UniversoX

x

A

y

x ∈ A
y ∉ A



� Função característica

A: X → {0, 1}




∉
∈

=
Ax

Ax
xA

   if  0

    if  1
  )(

2 5 R

A(x)

1

A = { x∈R / 2 ≤ x ≤ 5 }

1 2 3 4 5 6 7 8 9 X

A(x)

1

A = { 1, 2, 4, 7, 8 }



Universo x

x

A

y
z

Conjuntos fuzzy



A: X → [0, 1]

� Função de pertinência

X

A(x)

1

x z y



� Exemplo 

t (°C)20

1

A(x)

18 22 t (°C)

1

A(x)

número
(conjunto unitário)

intervalo
(conjunto)

temperatura  t = ~ 20 °C



18 19 20 21 22 t (°C)

1

A(x)

conjunto fuzzy

temperatura  t = ~ 20 °C



� Operações e operadores

C = A ∪ B A, B e C emX

s : [0,1] × [0,1] → [0,1]

C(x) =  A(x) s B(x) ∀ x∈X

C = A ∪ B

X

1
AB

X

1

União



C = A ∩ B A, B e C emX

t : [0,1] × [0,1] → [0,1]

C(x) =  A(x) t B(x) ∀ x∈X

C = A ∩ B

X

1
AB

X

1

Intersecção



A

X

1
A

A e A emX

C :  [0,1] → [0,1]

A(x) =  C(A(x)) ∀ x∈X

A(x) =  1 –A(x)

Complemento



(X, T(X), X, G, M)

� Variáveis linguísticas

Velocidade Variável linguística

Baixa  Média Alta   

Conjunto de termosTermos linguísticos

X

1
Baixa AltaMédia

Regra semântica

Universo   Variável base x



LDL (mg/dL)

1

145115100 160 190

O D L A M

� Exemplo: colesterol LDL



� Extensão cilíndrica

cyl A(x,y) = A(x) ,    ∀x ∈ X

cyl A = Ac



� Relação fuzzy

R : X×Y → [0,1]
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


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R

Documentos: D = {dfs, dnf, dns, dgf}

Palavras chaves: W = { wf, wn, wg}

R : D×W → [0,1]

dfs
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dns

dgf

wf wn wg

1

2
3
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3
0

0.2
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0.6

0.8

1
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(a) Membership function of R

keywords

� Exemplo



R(x, y) = exp{–α[(x – 4)2 + (y – 5)2]},  α = 1

)(sup)(Proj)( y,xRy,xRxR
y

== XX

),(sup),(Proj)( yxRyxRyR
x

== YY

� Projeção de uma relação fuzzy



1.0

x

A1 A2 A3 A4

x

1.0

x

C1 C2 C3 C4

1.0
F1 F2 F3 F4

Discretatização Quantização Granulação

� Granulação



� Sistemas e modelos fuzzy

x1

xn

y1

ym

?



Classificador 
de

Padrões

Normal

Anormal

� Classificação de Padrões



� Agrupamento

Gn

G1

G2

Dados
Grupos

x1

x2



Setosa

Versicolor

Virginica

Iris flower database

– dados 4-dimensional com
50 amostras de cada um dos
três tipos de flores

– p = 150, n = 4, c = 3

– atributos

• Sepal length, sepal width,
petal length, petal width

– classes

• Setosa, Versicolor, Virginica

� Exemplo: Iris
Atributos



Dados GK

MFKM (η = 1.5) PL (τ = 0.1)

� Exemplo: Iris



� Regras linguísticas

Forma canônica:  Se 〈 variável entradaé Ai 〉 Então 〈 variável saídaé Bi 〉

i = 1, 2,..., N

Ai e Bi são conjuntos fuzzy em X e Y

R1

X

Y
Ri

RN

Se X é A1 Então  Y é B1

R : Se X é A2 Então  Y é B2

.........

Se X é AN Então  Y é BN



� Exemplo

Se temperaturaé alta Então consumo de energiaé alto

Se temperaturaé média Então consumo de energiaé médio

R1 :       Se X é A1 Então  Y é B1

R2 :       Se X é A2 Então  Y é B2

R1

X

Y

R2

A1

B1

A2

B2



� Regras linguísticas
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(b)Fuzzy rule base as a fuzzy graph (t = min)

R = Union Ri

y 



� Regras funcionais

Forma canônica:   Se 〈 variável entradaé Ai 〉 Então 〈 variável saídaé fi (x)〉

i = 1, 2,..., N

Ai é um conjunto fuzzy em X

f i é uma função  fi : X → Y



� Exemplo

Se X é A1 Então  y é f1(x)

R : Se X é A2 Então  y é f2(x)

...............

Se X é AN Então  y é fN(x)

f1

X

Y

f2

A1 A3A2

f3

f
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� Estrutura de modelos fuzzy

Regras Se-Então fuzzy 
(relação E/S)

Parâmetros
do modelo

Processa entradas e regras
(raciocínio aproximado)



� Base regras linguísticas≡ grafo nebuloso

Ri = Ai×Bi   ⇒ Ri(x,y) = min [Ai(x), Bi(y)]

R = ∪ Ri   ⇒ R(x,y) = max [Ri(x,y), i = 1,..., N ]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0
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10

x

(b)Fuzzy rule base as a fuzzy graph (t = min)

R = Union Ri

y 



Ri = Ai t Bi   ⇒ Ri(x,y) = Ai(x) Bi(y)

R = ∪ Ri   ⇒ R(x,y) = max [Ri(x,y), i = 1,..., N ]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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(d) Fuzzy rule base as a fuzzy graph (t = product)

R = Union Ri

y 

� Base regras linguísticas



f1

X

Y

f2

A1 A3A2

f3

f

� Base de regras fuzzy funcionais



� Modelos linguísticos e inferência

a

b

f

X

Y
Função

ac

I

a

c

f

X

Y
Função

d

b

I

Ac

A

B

by

xfy
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=
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By

fyx
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é
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F

X

Y Relação

I

Ac

A

B

A

F*

X

Y Grafo
fuzzy

B

I

Ac

By

Fyx

Ax

é

é),(

é

BY

FYX

AX

é

é),(

é
*



B = ProjY(Ac ∩ ∑i Ri ) = ProjY ( Ac ∩ R )

B = A R regra da composição

B(y) = supx [ A(x) t R(x,y) ]
RAY

RYX

AX

oé

é),(

é

Inferência fuzzy

X

Y Ac

A

B
I Ri

R



� Exemplo



� Exemplo modelo linguístico (Mamdani)

Z

'
jC

'
iC

Z

CCCC ji =∪ ''

X é A e Y é B

Xa

AAi

iAm

Yb

B Bi

iBm

Z

Ci

i
m

min

Xa

AAj

jAm

Yb

B Bj

jBm

Z

Cj

j
m

iR

jR

Se X é Ai e Y é Bi Então  Z é Ci

Se X é Aj e Y é Bj Então  Z é Cj

min



Z Z

'
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'
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CCCC ji =∪ ''

X é A e Y é B

Xa

AAi

iAm

Yb

B Bi

iBm

Z

Ci

i
m

min

Xa

AAj

jAm

Yb

B Bj

jBm

Z

Cj

j
m

iR

jR

Se X é Ai e Y é Bi Então  Z é Ci

Se X é Aj e Y é Bj Então  Z é Cj

min

� Exemplo modelo linguístico (Larsen)



ji

jjii

mm

bafmbafm
z

+
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=
),(),(

X é A e Y é B

Xa

AAi

iAm

Yb

B Bi

iBm

X×Y
i

m

min

Xa

AAj

jAm

Yb

B Bj

jBm

X×Y

j
m

iR

jR

Se X é Ai e Y é Bi Então  z é fi(x.y)

Se X é Aj e Y é Bj Então  z é fj(x,y)

min

),( yxfi

)( ba
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),( yxf j),( baf j

)( ba

Z

Z

� Exemplo modelo funcional (TS)



Centro de gravidade
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� Interface de saída



� Centro da soma
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� Método dos máximos
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� Método das alturas

∑

∑

=

== '

'

1

1

)(

)(

N

k
k

N

k
kk

Chgt

Chgtm

z

Z

1.0

)( iChgt )( jChgt

z

im

jm

N´ = # regras ativas



� Aproximação universal

Grafo de f e sua aproximação granular R

f R
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(a) function y = f(x)
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(b)Granular approximation of y = f(x)
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� Exemplo: guiagem autônoma

(x, y)

(xf, yf)

θ

φ



0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 x

LE LC CE RC RI
1

� Granularização da posição

X = {x | 0 ≤ x ≤ 100}



–90 0 90 180 270 φ

RB RV VE LV LB1 RU LU

� Granularização da orientação

Φ = {φ | – 90 ≤ φ ≤ 270}



– 30 – 20 – 10 0 10 20 30 θ

NB NS ZE PS PBNM PM

� Granularização do ângulo do volante

Θ = {θ | – 30 ≤ θ ≤ 30}



� Controlador

θ
φ

x
SBRN



� Base de regras

Se x é LE e φ é RB Então θ é PS

Se x é CE e φ é VE Então θ é ZE

x
LE LC CE RC RI

RB PS PM PM PB PB
RU NS PS PM PB PB

φ RV NM NS PS PM PB
VE NM NM ZE PM PM
LV NB NM NS PS PM
LU NB NB NM NS PS
LB NB NB NM NM NS



� Previsão de vazão

Lima, Ballini and Gomide, 2006



6-Resumo

� Métodos para estimar densidades genéricas

� Duas abordagens importantes
– estimação das densidades p(x |ωi) e utilizar Bayes (Parzen)

– estimação direta das probabilidades a posteriori P(ωi| x) (kn vizinhos)

� Teoria de conjuntos fuzzy

� Classificadores fuzzy
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