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1-Introdução 

� Objetivos

– introduzir/comentar notação

– revisar conceitos

– contextualizar o conteúdo ao curso

� Referências
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2-Algebra linear
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� Notação e preliminares



� Produto interno (escalar)
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� Independência linear 
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� Produto externo 
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� Gradiente 
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� Jacobiano 
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� Derivadas de matrizes
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� Inversão de matrizes e pseudo-inversas
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� Série de Taylor
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� Autovalores e autovetores
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3-Otimização de Lagrange
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4-Teoria de probabilidade

� Variável aleatória

– variável cujo valor depende de uma probabilidade

– processo de atribuir um número real x(ζ) a cada ζ∈χ

� Variável aleatória discreta

χ = {v1, v2,....,vm}

pi = Pr{x = vi], i = 1,...., m

pi ≥ 0

Σi pi = 1
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� Valores esperados
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� Desigualdade de Chebyshev
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� Pares de variáveis aleatórias discretas
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� Independência estatística
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� Primeiros momentos
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� Covariância
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� Coeficiente de correlação
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� Observações

x e y estatisticamente independentes ⇒ σxy = 0

σxy = 0 ⇒ x e y não correlatas 

x e y não correlatas ⇒ x e y são independentes

x e y não correlatas ⇒ x e y são independentes se distribuição for normal

x e y estatisticamente independentes ⇒ E[f(x)g(y)] = E[f(x)]E{ g(y)]

� Cauchy Schwarz

22
yxxy σσ≤σ
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� Probabilidade condicional
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� Teorema de Bayes
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� Vetor de variáveis aleatórias
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� Vetor de variáveis aleatórias (cont.)
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� Esperanças e vetores médios
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� Matriz de covariância

]))([(

,...,1,)])([(

2
21

2
2
221

112
2
1

21

22221

11211

t

ddd

d

d

dddd

d

d

jjiijiij

E

djixxE

µxµxΣ

Σ

−−=





















σσσ

σσσ
σσσ

=



















σσσ

σσσ
σσσ

=

=µ−µ−=σ=σ

L

MOMM

L

L

L

MOMM

L

L

ΣΣΣΣ matriz positiva semidefinida (nenhum autovalor negativo)



DCA-FEEC-UnicampProfFernandoGomide

� Variáveis aleatórias contínuas

Probabilidade x ∈ (a, b)
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� Valor esperado, média e variância
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� Caso multivariável
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� Componentes dos vetores estatisticamente independentes
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� Regra de Bayes
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� Distribuição de soma de variáveis aleatórias independentes
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x, y : variáveis aleatórias independentes  e  seja  z= x + y
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� Distribuição normal
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p(u)
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� Distância de Mahalanobis

σ
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� Variável aleatória padronizada 
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� Derivadas de Gaussianas
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� Integrais de Gaussianas
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� Densidades normais multivariáveis
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5-Teste de hipóteses

� Conceito

– Mecanismo formal para decidir se os resultados de
um experimento são significativos ou acidentais.

},,,{ 21 nn xxx K=χ

� Conjunto de amostras (observações)

xi: amostras com distribuição D0 ou outra distribuição

Classificação: qual distribuição é a fonte das amostras?
D0 ou a outra distribuição? 



� Teste de hipóteses

Assume inicialmente que D0 é a fonte das amostras: hipótese nula H0

A partir do valor de uma amostra pergunta-se se podemos rejeitar
a hipótese nula, isto é, afirmar com certo grau de confiança (expresso 
como uma probabilidade) que a amostra não foi gerada por D0.

� Exemplo: suponha que D0 seja p(x) ~ N(0,1) e x = 0.3

é provável que x = 0.3 tenha sido gerado por D0 ?

e se x = 5 ?

H0: amostra é proveniente de uma Gaussiana com µ = 0

68.0]|Pr[| ≈σ≤µ−x



� Teste Qui-quadrado

classeω1 (n1)

classeω2 (n2)

Regra decisão aleatória
Hipótese nula H0

L R

P

Pn1
+

Pn2

n1+ n2 = n
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Valores críticos Qui-quadrado para α = 0.05 e 0.02



� Exemplo teste Qui-quadrado

Em 180 lances de um par de dados, foram observados 37 setese 12 
três. Testar a hipótese do dado ser honesto, para um nível de 
significância α = 0.05

H0: dado é honesto

H1: dado não é honesto

α = 0.05

df = k – 1 = 2 – 1 = 1 (k = número classes/valores observados)



1030nie (esperado)

1237niL (observado)

trêsseteEventos

P(sete) = 6/36 = 1/6    → nie(sete) = 180(1/6)  = 30

P(três) = 2/36 = 1/18  → nie(três) = 180(1/18) = 10
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6-Teoria da informação

� Entropia

{ v1, v2, ..., vm}  conjunto de símbolos

{ P1, P2, ..., Pm}  probabilidades associadas
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� Entropia relativa

variável aleatória x

distribuições de probabilidades p(x) e q(x)
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distânciaentre distribuições de probabilidade



� Informação mútua

variáveis aleatórias diferentes x ey

distribuições de probabilidades p(x) e q(y)

∑=−=
yx yqxp

yxr
yxrqpHpHqpI

,
2 )()(

),(
log),()|()();(

redução da incerteza sobre uma variável devido ao conhecimento

de outra variável



H(p,q)

H(p)
H(q)

I(p;q) H(q|p)H(p|q)

� Relações entre entropia, entropia relativa e informação mútua



7-Complexidade computacional

� Limitante superior assintótico

O(g(x)) = { f(x) : ∃ c > 0 e xo > 0 tal que 0 ≤ f(x) ≤ cg(x), ∀x ≥ xo}

x
xo

f(x)

cg(x)



� Limitante inferior assintótico

Ω(g(x)) = { f(x) : ∃ c > 0 e xo > 0 tal que 0 ≤ cg(x) ≤ f(x), ∀x ≥ xo}

x
xo

f(x)

cg(x)



� Limitantes assintóticos

Θ(g(x)) = { f(x) : ∃ c1, c2 > 0 e xo > 0 tal que 0 ≤ c1g(x) ≤ f(x) ≤ c2g(x) , ∀x ≥ xo}

x
xo

f(x)

c1g(x)

c2g(x)
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Este material refere-se às notas de aula do curso CT 720 Tópicos Especiais 
em Aprendizagem de Máquina e Classificação de Padrões da Faculdade de 
Engenharia Elétrica e de Computação da Unicamp e do Centro Federal de 
Educação Tecnológica do Estado de Minas Gerais. Não substitui o livro 
texto, as referências recomendadas e nem as aulas expositivas. Este material 
não pode ser reproduzido sem autorização prévia dos autores. Quando  
autorizado, seu uso é exclusivo para atividades de ensino e  pesquisa em 
instituições sem fins lucrativos.
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