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1-Introducao

= Objetivos

— introduzir/comentar notacao
— revisar conceitos
— contextualizar o conteddo ao curso

= Referéncias
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2-Algebra linear

= Notacao e preliminares

x ORY
X1
X

x=| "5 X = 0% xg)
Xd

M =[m; | (nxd), M: (nxd)
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= Produto interno (escalar)

{ d {
XY= %Y =YX

=1
=X
p= XY
Xyl

x'y|<[xly| (Cauchy-Schwary

* [Independéncia linear

{X1,X2,....Xp} LI varreespacaimensam
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Pros

= Produto externo

X1
X
Xy' = ;2 v ¥z
Xd
= Gradiente

fFernandoGomide

Yn)=

X1Y1
Xo¥1

| Xd Y1

y=f(x), f:U9 - v, xOud

[f (x) =grad (x) = o

of (x) _

of (X)
0%
of (X)
0Xo

ot (x)
0Xg

X1Yo
X2 Y2

Xd Y2

len
X2 Yn

Xd ¥Yn_
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= Jacobiano

f-ud - v" xgud

of1(x)  ofy(x)
0% 0Xy
J(X):af(x): T
X ot Af(x)
0% 0Xy
=M =M(0O)
om_| P . P
% M . Mha
00 00
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= Derivadas de matrizes

0 -1 40M
—[IM (N =—M "——M
ae[ ()} Y

0

—IMx} =M

ax[ )

0. . d .
J— X:—)( o
aX[y} ax[ y} =y

%[xth} =[M +M }x
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* [nversao de matrizes e pseudo-inversas

MM =]

Mﬂ:AﬂM]
IM |

MD:[MtM]—lMt

MM =1

[MN]t=N*M™
= Serie de Taylor

of T 1 02 f
f(x)=f(Xo)+ {&} (X =X0) + 2 (X —xo)tLXzLx (X =Xo) +O(|x = Xo)

X=Xg
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= Autovalores e autovetores
Mx =Ax M (dxd), xOR®
(M =A1)x=0

X=e, autovetorcorrespondntea A j

IM=Al =A% +a A%+ +ay 1 +a

tr[M]= A
i=1
d
IM =14
=1
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3-Otimizacao de Lagrange

min(max_ f (x)
sa g =0

L(x,A) = f(X)+Ag(X)

oL(x,4) _ of (X) ) 0g(x) _ 0
0X OX 0X
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Pros

4-Teorlia de probabilidade

= \ariavel aleatoria

—variavel cujo valor depende de uma probabilidade
— processo de atribuir um numero red]) a cada X

= VVariavel aleatoria discreta

X = {Vq, Vo,eea Vit
p=Pr{x=v],1=1,....,m
pi =0

2p=1

fFernandoGomide
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= Valores esperados

ElX]=p= ¥ xP() =S vp
XC i=1

E[f(x)]= 2 f(X)P(X)
XX

E[ay f1(X) + a5 fo(X)] = aE[ f1(X)] + a5E[ f5(X)] Operador linear
E[x°] = ZXZP(X) segundanomento
XLIX

Var[x] =0® = E[(x~)°] = ¥ (x~1)*P()
XLX

Var[x] = E[x°] - (E[x])*

Sevy=0,v, =1e p=Pr[x=1] entaop=p e o= pd-p)
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= Desigualdade de Chebyshev

Prl|x—u > nc]siz, n>1
n

Pr[|x—-p|l€ o]= 068

~—

Pr[|x—p|< 20] = 095

p-20 p-o s p+o p+2o

Pri[x-pf30]=0997 Distribuicdo Normal
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= Pares de variaveis aleatorias discretas

X ={V,Vo,...Vt Y ={W,Wo,..., W}
(x,y): vetor(ponto)espacaX xY
P = Prix=v;,y=w;j]

P(X, y) = funcadistribuicio conjuntade probabilicade
(joint probability massfunction)

P(xy)z0 > > P(xy)=1
xOX yOY

P(¥) = 2 P(x,y)
VoY

P (y)= 2 P(x,y)
XX

DistribuicOes marginais
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Pro

* Independéncia estatistica

P(x,y) = P(X)P(y)
b =Prix=yv]
qJ = Pr[X = Wj ]

pia; = P(vi)P(w;)

= Valores esperados:funcoes de duas variaveis

E[T(xy)]= 2 2 T(xy)P(xy)

XX yOY
Ela; f1(X, y) +as fa(X, y)] =04 E[ f1(% y)] + 0B f2(X, y)]

fFernandoGomide
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= Primeiros momentos

Hy =E[X]= 2, 2 XP(xy)

XX yaY

My =E[y]= 2. 2 YP(XY)
XX Yoy

= Variancias

02 =Vafx] = E[(x-p)%1= ¥ 3 (x—1y)2P(x,y)
xOX yaOY

0oy =Valyl = E[(x-p,)°]= ¥ 3 (x-1y)*P(x,y)
xOX yOY
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= Covariancia

Oyy = El(X—I)(Y =My = 2 2 (XY —Hy)P(X,Y)

xOX yOY
= Generalizacao
n=E[z]= > zP(z) z=(x,y)UZ=XxY

zZLZ
Z=E[(z-p)(z-n)']

= Coeficiente de correlacao

ProfFernandoGomide
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= Observacoes
X ey estatisticamente independenteso,, = 0
g,,= 0= xeynao correlatas
X ey nao correlatas%s X ey sao independentes
X ey nao correlatas= x ey sao independentes se distribuicao for normal

X ey estatisticamente independentesE[f(X)g(y)] = E[f(X)]E{g(V)]

= Cauchy Schwarz

2 2
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= Probabilidade condicional

Prix=vi,y=w;]

Prix=y [y =wj] === -
—

P(X,y)
P(y)

P(x]y) =

= Probabilidade total

eventoA ocorre emmdiferentes maneiras,, A,, ... A,
sub-eventog\, A,, ... A, mutuamente exclusivos

P(y)= 2. P(xy)

XX
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= Teorema de Bayes

P(x,y) = P(y|x)P(x)

P(x.y) _  P(Y[X)P(X)

P = ) T S Ry IR
XUIX
_ P(Y|0P(X)
P(x]y) = S P(y[P(X) Regra de Bayes

XX

posteriori = (likelihoodx priori) / evidéncia

probabilidade a posteriori de uma causa, uma vseereado o efeito



= Vetor de variaveis aleatorias

ProfFernandoGomide

X = (XXp + Xg)

PXx)=0 > P(x)=1

d
P(X) = By ()R, (%)~ Pey (%) = [ R (%)
=1

d
R, (%)= Y P, Xp. -+, Xg)

J#i

P(x,%4) = 2.2 2 P04, X0, X3, X4, X5)

X2 X3 X%

Variaveis independentes

Distribuicdo marginal
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= Vetor de variaveis aleatdrias (cont.)

X = (XX2" Xg)
P(x, X% | X3) = P()g, X2 %) . PO, %2, %3) =22, P(Xg, X0, %3, %4, %5)
(X3) Xq4 X5
_ P(Xo]xq)
P X2) = 2. P(X2 [ X)) P(xyp)
X1

Xy, X, vetores
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= Esperancas e vetores medios

ProfFernandoGomide

(X)) ]
to0=| 2% - E@)=
()
E[x]| [
0 = E[x] = E[:Xz] _ sz

E[Xq]] [ Mg

E[ f,(x)] |

RN

B[, (X))

=2.XP(x)
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= Matriz de covariancia

g =0 =E[(6 —m)(x; —puj] 1,]=1...d

— — - 2 =
017 O12 -+ Oyg 1 012 -+ Oy
2
> = O21 022 - O2d|_|0p 0O - Oy
o o ) 2
| 041 Og2 dd] |Og1 Oqg2 Og |

L =E[(x-p)(x—n)']

2 matriz positiva semidefinida (nenhum autovalor riega
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= Variaveis aleatorias continuas

Probabilidadex I (a, b)

b
Pr[xU(a,b)] = j pP(X)dx
p(x)=0 e Ojo p(x)dx=1

pP(x) funcdo densidade de probabilidade

ProfFernandoGomide
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= Valor esperado, média e variancia

E[f ()] = | f(x)p(x)dx
n=E[X]= ojoxp(x)dx

Var[x] = 0% = E[(x—p)°] = [(x-W)*p(x)dx

0% = E[x°] - (E[x])*
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= Caso multivariavel

p(x)=0 e ojop(x)dx =1

—00

EIF(]= ] [ - [1(x) p(x)ddp-+dxy = [f(x) px)aix

0

n=E[x]= [xp(x)dx

E=E[(x-m)(x-w)']= [(x-m)(x—m)' p(x)dx
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Pro

= Componentes dos vetores estatisticamente indepsden

d
P(X) = [ P (%)
=1

matriz de covariancia é diagonal

* FuncoOes densidade de probabilidade condicional

P(xly) =2
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= Regra de Bayes

P(x|y) = — pCy [%) p(x)

[ p(y [ X)p(x)dx

= Esperanca em funcao de variaveis particulares

E, [T (. %)] = [ f (x4, %) p(xg)dx
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= Distribuicao de soma de variaveis aleatérias indeeetes

X, Yy . variaveis aleatorias independentes e gegjax +y
M, = E[Z] = E[x+y] = E[X] + E[y] =py + 1y

0% = El(2-1,)’] = El(x+ Y~ My +1y)?] = 0% + 05

P(2) = px(X) Opy(¥) = | Py(X) Py(z-y)dx

média da soma é a soma das médias
variancia da soma é a soma das variancias
funcao densidade de probabilidade da soma € a kemdwodas densidades

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



= Distribuicao normal

e—1/2((x—u)2/02)

1
p(x) -~ Joro
E[1] = ojop(x)dle

E[X]= [xp(x)dx=p

E[(x-w)*] = [(x—H)?p(x)dx=0?
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p(u)

F

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-— O68% —m-
- 05y, >

| 99.7% -

Pr[|x—p [ o]=0.68

Pr[|x—pu [ 20] = 095

Pr{|x - < 30] = 0.997
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= Distancia de Mahalanobis

| X—l|
0]

r =

= Variavel aleatoria padronizada

(X—1)
0]

u=

p(W)=——e 12~ N (0)
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= Derivadas de Gaussianas

o 1 —1/2(x)2/02)} =X _—1/2(216?) _ — X
e = e = p(Xx

5X[\/ 210 Joro® o2 P
9° { 1 —1/2(x2/02)} 1 2 . 2N 1203 6?) _ — 07+ X7

e = -0~ + X7)e = X
o[ V2o Jaros ) ot
9° [ 1 —1/2(x2/02)} 1 2 3\ .—1/2(x%16?) -3xa° - X°

e = 3xa“ - x7)e = P(X)
ox> 210 J2no’ ( a®
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= [ntegrais de Gaussianas

u
erf(u) = \/ﬁ e dx Funcéo erro
0

M(n+1) = [ x"e *dx Funcdo Gama

[(n+1) =nl(n)
/2 =+Jn

[(n+1)=n! ninteiro



erf (U)

1
/> U2

1
—erf Q)

¥



= Densidades normais multivariaveis

1 1 _
p09= oz ] 50 )

p=E[x]= [xp(x)dx

L =E[(x-p)(x—)'1= [(x—p)(x—p)" p(x)dx

—00



o
[

)y

2

|

011 c’12}:
021 Oo2

| X |= o705 (L-p?)

1 { 1/0?

2
)] PO,05

2
PO102 )

- 90102}

-poo, 1/0%

}p:

012

010>



p(x)




5-Teste de hipoteses

= Concelto

— Mecanismo formal para decidir se os resultados de
um experimento sao significativos ou acidentais.

= Conjunto de amostras (observacoes)

X;: amostras com distribuicéq,Bu outra distribuicdo

Classificacao: qual distribuicdo € a fonte das amas?
D, ou a outra distribuicdo?



= Teste de hipoteses

Assume inicialmente quB, é a fonte das amostras: hipotese hijla
A partir do valor de uma amostra pergunta-se serpod rejeitar

a hipotese nula, isto é, afirmar com certo graoagianca (expresso
como uma probabilidade) que a amostra nao foi gguatD,,.

= Exemplo:suponha qu®, sejap(x) ~N(0,1) ex= 0.3

Pr[x—p|lc 0]=0.68

é provavel que = 0.3 tenha sido gerado pog?
e sex=95"7

H,: amostra é proveniente de uma Gaussiana.cerf



* Teste Qui-quadrado

° ® classew (n,)

® classew, (n,)

l n+n,=n

Regra decisao aleatodria
Hipotese nuldd,

2N

Pn,
+

P
L R




X2 — 22: (- nie)2
i1 Ne

N, =numergadroeslassew; colocadagm L pelaregracandidata

xé,df >V, hipotesenulaé rejeitada

a = niveldesignificarcia; df =grausdeliberdade



Valores criticos Qui-quadrado paxa 0.05 e 0.02

.05 01 [[4f 05 0L [ d4f 05 01

1 3.84  6.64 || 11 | 19.68 24.72 || 21 | 32.67 38.93
2 5,99  9.21 || 12 | 21.03  26.22 || 22 | 33.92 40.29
S 7.82 11.34 || 13 | 22.36  27.69 || 23 | 35.17 41.64
4 949 13.28 || 14 | 23.68 2914 || 24 | 36.42 42.98

51 11.07 15.09 || 15 | 25.00 30.58 || 25 | 37.65 44.31
6 | 12.59 16.81 || 16 | 26.30 32.00 || 26 | 38.88 45.64
7| 14.07 1848 || 17 | 27.59 3341 || 27 | 40.11 46.96
8 | 1551 20.09 || 18 | 28.87 3480 || 28 | 41.34  48.28
9 (16.92 21.67 || 19 | 30.14  37.57 || 29 | 4256 49.59
10 ] 18.31  23.21 || 20 | 31.41 3757 || 30 | 43.77 50.89




= Exemplo teste Qui-quadrado

Em 180 lances de um par de dados, foram obserddkmtese 12
trés Testar a hipotese do dado ser honesto, parawahdd
significanciaa = 0.05

H,: dado é honesto

H,: dado n&o é honesto

a=0.05

df=k—1 =2 -1 = 1K= numero classes/valores observados)



Eventos sete trés

n, (observado) 37 12

N, (esperado) 30 10

P(setg = 6/36 = 1/6 - n(sete) = 180(1/6) =30
P(trég = 2/36 = 1/18 - n,(trés) = 180(1/18) = 10

_ 2 _ 2
2= B7-30°  (2-10% 49 4 _,
30 10 30 10

X2 < Vit = 384

Aceita-seH,



6-Teoria da informacao

= Entropia
{v, V,, ...,V } conjunto de simbolos

{P,, P,, ...,P} probabilidades associadas

m
H=-> Rlog,R bits
i=1

H (T (x))<H(x)



H == [ P9 In p(x

H = 05+log,(~v/2ro) p/Gaussiana

o-20

0O x#£a
o X=a

o(x—a) :{ ojoé(x)dle



= Entropia relativa
variavel aleatorix

distribuicoes de probabilidadp&) e q(x)

Dy, (P(X),G(x)) = T q(x)In Q(( ; Distanciade Kullback-Leibler
» p(x
q( )

D = |
kL (P(X),9(x)) = I q(x)In-—==1 p(x)

distanciaentre distribuicbes de probabilidade



= Informacé&o mutua
variaveis aleatorias diferentegy

distribuicOes de probabilidadp&) e q(y)

I(p;q)=H(p)-H = 1 (x y)log, )
(p;g)=H(p)—-H(pla) X’Zyr(xy)ogzIO(X)q(y)

reducao da incerteza sobre uma variavel devidoalbecimento
de outra variavel



= Relacdes entre entropia, entropia relativa e ind@do mutua

H(p,q)

S

H(pla) H(alp)

H(p)
H(q)



/-Complexidade computacional

= Limitante superior assintotico

O(g(x) = { f(x) : Uc>0 ex, >0 tal que G f(x) < cg(x), LIx = x}

cg(x)

f(x)

X0



= | imitante inferior assintotico

Q(9(x)) = { f(x) : Uc>0 ex, >0 tal que G cg(x) < f(x), Ux=x_}

()

cg(x)

X0



= L imitantes assintéticos

O(g(x) ={ f(x) : Ucy, ¢, >0 ex, >0 tal que & c,g(x) < f(x) < c,g(x) , Ux=x.}




Observacao

Este material refere-se as notas de aula do curs62G Topicos Especiais
em Aprendizagem de Maguina e Classificacao de Badia Faculdade de
Engenharia Elétrica e de Computacao da Unicamp €eshidro Federal de
Educacao Tecnoldgica do Estado de Minas Gerais. uéstitui o livro
texto, as referéncias recomendadas e nem as aplesite/as. Este material
nao pode ser reproduzido sem autorizacao préviaadtses. Quando
autorizado, seu uso é exclusivo para atividadesnd@o e pesquisa em
Instituicdes sem fins lucrativos.
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