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1-Introducao

= Teoria Bayesiana de decisao
—assumé’(w) e p(x/«y) completamente conhecidos
—na pratica estes valores nao sdo conhecidos
— projeto necessita de dados de treinamento
— problema de estimar funcae estimar parametros

= Este capitulo
—apresenta métodos principais de estimacao
— problema da dimensao e complexidade
— classificacao estatica e dinamica
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= Estimador de maxima verosimilhanca

— parametros dp(x/«) séo valores fixos, mas desconhecidos
—melhor estimativa: maximiza a probabilidade de oasesobservacoes

= Estimador de Bayes

— parametros sao variaveis aleatorias com distrilesig@riori dadas

— observacdes convertem estas distribuicbea posterior

= Aprendizagem

—amostrax obtidas selecionando estadpocom probabilidad®(w)

—amostras independentemente selecionadas de acn]

— supervisionada: classe (estadpyle cada amostra € co
—N&o supervisionada

1> @)
nhecida



Pro

)-

fFernandoGomide

Estimador de maxima verosimilhanca

Caracteristicas
— boa convergéncia quando numero de amostras dartreiio aumenta
— mais simples que métodos alternativos (Bayes, Ed), et

Principio geral
Dy, ..., D, . C conjuntos de dados
@ : conjunto de amostras independentemenig(xdey) (i.i.d.)
p(x/w) : forma parametrica €, por hipotese, conhecida
0,: vetor de parametros que caractepedq)) de forma unica
p(X/ @) = p(X/3,6))

problemas; ?
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= Hipotese
@, : Nao tem informacgao sobese | # |
parametros sao funcionalmente independentes
permite tratar cada classe separadamente

= Problema de estimacao

Estimar o vetor de paramet@s partir das amostras em
amostras estas geradas independentemente a pat/@le

D= {Xq, - X}

n
P(D|0) = [ P(xk |0) likelihood de8 com relagdo @ (1)
k=1
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= Estimador de maxima verosimilhanca (M¥)
— maximizap(o/0)

— valor deB mais aderente aos dados de treinamento
— em geral usa-deg-likelihood

1(8) =In p(D |8)

0= argmeax 1(0)
1(6) = SIn p(xy |6)
k=1

n
Lol = D UgIn p(x, |0) =0  condigdo necessaria (7)
k=1
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= Caso Gaussiang desconhecido

In POk ) = =2 IE2r0° 1212 (6 =) = xi — )
O 10 p(xg (1) = Z 7 (% —p)

n
> Z_l(xk -n)=0 (multiplicando po.~! e rearranjando)
k=1

1 n
== > Xk
Nk=1
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= Caso Gaussian@ e 2, desconhecidos

h=N e 92:02

1 1
In p(X |0) = =~ In[2Mp = (% ~01)°
2

1
— (X%, —06
92(k 1)

_ 1 +(Xk_el)2
20,  20%

Lol =Ug In p(xi [0) =
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nk:1 :
10 " ~ 10
03 == X (% ~)° £= X0 )"
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= Tendenciosidade (bias)

@ é um estimador ndo tendenciosofdse se somente Eé] =0

n _
E 1 > (X — X)? | = n—102 % 02 tendencioso
N=1 n

n
C= 1 > (X — ) (X = ﬁ)t ndo tendencioso
n-1,5
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3-Estimador de Bayes

= Densidades condicionais de classe

—P(w) x) € essencial em classificacdo Bayesiana

—como obteP(w| x) seP(X|w) eP(«w) dao desconhecidos ?
—usar conhecimento e.g. forma funcional e faixaspdmametros
—amaostras para treinamento: conjumto

—P(a| x, D) ?

P(w; | X,D) = Cp(x|wi’@)P(Wi | D)

> Plx|o} 2P, |0)
J:
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= Hipoteses
— probabilidades priori conhecidas/calculada(w|D) = P(w)
— Dy,...., D, conjuntos de dados de treinamento
@, : nao influencigp(x|w, ©) sei #j
— classes sao tratadas separadamemeblemas independentes
@, para estimap(x|«, D)

p(x | @i, D) P(w;)

P(e |X,D) =—

2. P(x|wj, D)P(wj)
=1
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= Aprendizagem Bayesiana

Usa um conjunt@ de amostras observadas independentemente

de acordo com uma distribuicao de probabilidads fixas
desconhecidp(x) para estimap(x| D)
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= Distribuicdo de parametros

—densidade de probabilidagé<) desconhecida
—assume-se forma parameétricape) conhecidap(x|0)
— problema: determinar vetor de paramefios

—conhecimento a priori sobe p(0)

— observacOes de convertep(6) em pP|D)

p(x|D) = [ p(x,0|D)d6
p(x,0]|D) = p(x|8,D)p(6 | D)
p(x|8,D) = p(x,0)

p(x| D) = [ p(x|0) p(6 | ©)do

fFernandoGomide

selecao de& sdo independentes

(integrar numericamente)  (25)
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= Exemplo: caso Gaussiano

pBlD) =7, pX|D)="7
P(X|p) ~ N(H, 2)

1) Caso univariad@(u|®), 1 € o unico parametro desconhecido
p(x|1) = N(1,0%) (26)
p() = N(ko,05)

D = {Xqgy - %}

POINPM) __ o 7 i (1) pla)

[p@|w)p)du =

p(u|D) =
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POsI)

—

1

1

2
k Xk_llj 1 K- Hg
D) =d exg —— exg——| ———
P ) kl_:llx/chr P 2( o v 20, P 2( O,

1 D (=) S )
:q’exp - Z (u kj _{H Hoj
2 k=1\ O Oo
" 1_ n 1 2 1 L IJ'O _
=a"exg - t— M2 = 2 Xt W 29
2_[02 ozj [02 k=1 GCZ)J ] (=9)
1| afpem P
D) = exg —= N1 ~N(u,,O 30
p(K| D) N s 2[ o j (Mn,On) (30)
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igualando (29) e (30)

Hn _ N~ Ho A 13
2~ oHnt Hn =— 2. X
Onp O ops Nk=1
[ noz ). 0?
IJ'I’] 2 2 IJn T 2 2 IJ'O
Nnog +0 Nog +0
o2 = 050°
n 2, 2
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= Aprendizagem Bayesiana

POLX XX, )

PR X X,

L '[,f_.
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2) Caso univariadop(X|D)

p(x| D) = [ p(x|6) p(8|D)dd (25)

p(x| 1) = N(1,6%) (26)

2
1 1 u-
p(ul@)=\/§[cy exp -2[” ””j ~N(Un,0n) (30)
n
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p(x|D) = | p(x| W) p( | D)du

2
1 1( X—H 1 1{ X=Hp
= exp ——| —— expg —— d
IJZT[O‘ - 2( o j V21O, - 2[ On j -

2
=1 ex;{—l (X~Hn) }f(a,cn)

2TI00 2 o +05

2
2, 2 2 2
10”+0p u_cr,nx+cy Mn
2 o2 2 0% +02

f(o,0n) =[exg -

p(x| D) ~ N(1p,0° +05) = p(x| @}, D;)
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3) Caso Gaussiano multivariado
plo)=7? piXlD)="7

P(X[K) ~N(, Z),  p(k) ~ N(Ho, Z,)
D= {Xq, ---- X}, Xy, -...X, @amostras independentes

ApOs observar asamostras de> e usando a formula de Bayes:

(| D) = cxkﬁ p(Xi |1) (1) 39)
=1

n
=a exr{—;[ut (N2~ + 25 -2 [2_1 2 Xk + Ealuom

k=1
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p(u|® ) tem a forma
p(p[D)=a" eXl{-%(u - lln)t Eﬁl(u - un)} ~N(pn, Ep) (40)
igualando (39) e (40)

sl=nzlesd Hn = 2. Xk
k=1

o IR PO |
R TIES A T B T
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-1 -1
1 ~ 1 1
Mn = o(zo"'_zj lln"'_z(zo"'ﬁzj Mo

p(x| D) = [ p(x|p) p(r | D)dp = N(pp, X+Xp)
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4-Teoria geral estimadores Bayesianos

= Hipoteses

—forma da densidad&x|8) € conhecida

—valor deB ndao é conhecido exatamente

— conhecimento inicial sob&contido densidada priori p(0)
— restante do conhecimento soBreontido em conjunt@

— D= {Xy,..., X}, cadax; obtido independente de acordo cpx)

— p(X) desconhecida
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= Problema basico

determinar distribuicaa posteriori {6|®) pois com ela calculamos

p(x|D) = [ p(x|8) p(8| »)dd (49)
solucao:

1) formula de Bayes

) = p(D [0) p(v)

PO o 1) po)ae 0
3) hipotese de independéncia
n
p(D[08) = [ p(xk |6) (51)

k=1
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= Analise

1) p(d|6) tem um pico end =0
p(0) £ 0 parad =0 e ndo varia significativamenteiaahanca
(50) - p(B|®) tem um pico neste ponto
(49) ~ p(x|D) = p(x|6)

mesmo resultado que o de MV ge fosse o vendad

2) se pico dg(d|0) é muito acentuado, a influéncia da informacao

a priori sobre incerteza dg&pode ser desprezada

3) solucéo Bayesiana usa toda informacéao disponivel



= Aprendizagem Bayesiana incremental

2) de (51),sea >1

p(D" |6) = p(xp, |8) p(@"*]6)

3) densidada posteriori

p(x" [6) p(6 | D"

p@|o") =

[ p(@"10)p(6| 0" 1)do

p(0 | 0°) = p(6)

ProfFernandoGomide

(52)

(53)

ODCA-FEEC-Unicamp



Pro

= Exemplo: caso unidimensional, distribuicdo uniforme

1/0 0<x<0
0 casocontrario

p(x|8) ~U (0,0) :{
0={4,7, 2, 8}
p(6|0°) = p(8)=U (0,10)

1) X, =4 e usando (53)

1/6 4<6<10

p® |0 a p(x|6)p(d|D°) = {O
C.C.

fFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp
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2) X, =7 e usando (53)

n) x,=8 (h=4) e usando (53)

p®|D") o p(x|6)p(d o™

|

2
p(019%) @ p(xle)p(e|@1):{(1)/9 7<0<10

C.C.

1/6" maxqo"]1<0<10
X

0 C.C.
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p(8|D")

|

L]
e

]
//r,_,..‘-

L0 B
- ‘ : - -»-— =
2 4 & 8 10

_ 1/6" »"M<06<10
p(®]0") o p(x|6) p(d | " 1):{ 07 max DT
0 C.C.
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pP(X|D)

(]

MV

0.1r Bayes

[0
g= F
(8]

p(x| D) = [ p(x|6) p(6| D)d6
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5-Problemas de dimensionalidade

= Questoes

—como a preciséo de classificacao depende da:
» dimenséao do espaco de atributos
e guantidade de amostras de treinamento
—complexidade computacional do classificador

— overfitting

fFernandoGomide
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* Precisao, dimensao e quantidade dados treinamento

—resultados tedricos para atributos independentes
—exemplo com dois atributop(x|ay) ~N(Y, 2), | =1, 2
P(w) = P(w)

erro classificacido Bayes

1 < —u?/2
P(e) = e du
() VZT[GJZ

2 _ -1
re=(ug—p2)' 2 (g —po)

fFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



— P(e) diminui quanda aumentaP(e) - 0 quanda - o

— caso condicionalmente independente diagQ, 2,....,042)

(2 = %[Uil‘“iz)z

i=1 Oj

— atributos mais relevantes: agueles em que a dfaréas
meédias é grande comparada com o desvio padrao
— atributo é util se suas médias para os classifresdtiferem

—como reduzir erro? adicionar novos atributos inddpates

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp
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— observa-se na pratica que acrescentar atributosdié
um certo limite deteriora o desempenho do classlbc.

— razoes principais sao as seguintes:

1. hipoteses erradas sobre o modelo
(e.g. Gaussiano, condicionamento)

2. nUmero amostras treinamento pequeno



= Complexidade computacional

— parametros distribuicao normal para o MV

O(dn) O(ncR) O(1) O(d@n)  O(n)

g(x) = —%(x—ﬁ)ti'l(x—ﬁ) —%In Zn—%ln |2 |+In P(w)

— classificacaoO(d?)

—aprendizagem Bayesiana: mais complexo devido graéo



= Qverftting

—erro dados de treinamemntayeneralizacao

—em geral, interpolacéo ou extrapolacéo s podiegar
de forma confiavel se a solucao é sobredeterminsideg,
0 numero de pontos € maior do que o0 numero de pa@sn
a serem determinados.

— heuristicas: e.ghrinkage

l-o)nX; +anx
@L-o)n, +an

(o) =

Z(p) = A-px+pl O<a,p<1



fix) polinbmio 10° grau

10
5 polindmio 2° grau
. N
0 —— , \4 [y
| A\
| \
D Y .
-10

f(xX)=ax’ +bx+c+e  p(e) ~ N(0,0%)



6-Modelos de Markov

= Modelos de Markov de2brdem

— aft): estado em
o = {a(l), if2), ....,a{T)} sequéncia de tamanhio

exemplo:w’ = {w, W, W, W, W, W}

—P(g(t + 1)lw(t)) = a; probabilidade de transi¢cao de estado

—modeloB: conjunto de todos os valoras
probabilidade modelo geray : produto das probabilidades
exemplo:P(«F|0) = a,,8,,8,,8,,8,4



= Modelo Markov de dordem

Modelo de Markov de&ordem discreto: estado dmt 1
depende somente do estadotentas probabilidades de
transicao.



= Hidden Markov Models de2brdem

— a[t): estado sistema em

— estado emite simbolos visive(s)
VT= {v(1),v(2), ....,v(T)} sequéncia de simbolos visiveis
exemplo:Ve = {vg, v, vV}, Vg, V,, V3}

—P(v(D)|«(t)) = b, probabilidade de emitir simbolg

— wnao é observavel; acesso somente a simbolos visiveis
modelos escondidos de Markov defdem



= Modelo escondido de Markov dédrdem




= Caracteristicas

—grafos sao maquinas de estado finito

— grafos + probabilidades transicdo = modelos Markov
— MM sao estritamente causais

—ergodigosa; # 0 i, |

—absorcéo: estadm, coma,, =1

aj =P(ojt+D]ei(t) X =1 0
J
bj = P(vic () wj (1)) Yay =1 [}



* Problemas importantesm HMM

1) Avaliagao: temos HMM corg, e b, ; qual probabilidade
gue uma sequéncia particular foi gerada pelo modelo?

2) Decodificacao: temos HMMT; determinar a sequéncia
mais provavel de estados escondiabsgjue produziw/’.

3) Aprendizagem: dado a estrutura do modelo e urjunto
de observacOes de treinamento, deternapar b, .



1) Avaliacao

dado um modelo HMM, determinar a probabilidade egte
modelo gerou uma sequéncia particMaide estados visiveis

PvTy = S PV T ! )P(o])
r=1

o ={o®),0?),...,o()}

c estados escondidos r, = CT termos possiveis

o T
P(or) =1 Plo(t)|o(t-1)
)

]
PV o) = []PW(t) | w(t)
=1



P(VT)=

calculo d

P(VT) cal

Gj(t):<

rmax T

2. [1PMV(t)] () Po(t) |o(t —1)) (135)

r=1t=1
e (135)0O(Tc’) c¢=10eT=20 - 10*operacdes

culado recursivamente: envol®, a(t) e aft — 1)

0 t=0 j#estaddnicial
1 t=0 | =estadanicial

[2.; o (t—Da;j by v(t) cc.

b, v(t): probabilidaddy, associada estado visivt)



Algoritmo HMM Forward

1 inicializet — 0, a;, by, sequéncia visival', a;(0)
2 for t—t+1

3 0;(t) < by V([ 2= (oi(t—1) & ]

4 untilt=T

5 return P(VT) « ay(T)

O(c?T) ~ 2000 operacdes paza 10 eT = 20

P(V' |6)P(6)

classificagao: Bayes P(@ |VT) =
P(vT)



]
]

I-1

02@ =[S Dazlon



= Exemplo: avaliacao

V4 ={vy, Vs Vs, Vo}
V,- absorbing state

1 0 0 0
02 03 01 04
02 05 02 01
08 01 00 01

[aj] =

1 0 0 0 0
0 03 04 01 02
0 01 01 07 01
0 05 02 01 02

[bj] =




{®000
00

[t}
~
=

~
2

]

0

P(VT|8) = 0.0011



2) Decodificacao

dada uma sequéndiéd de estados visiveis, determinar
a sequéncia mais provavel de estados escondidos

Algoritmo HMM Decoding

1 inicializet — 0, Path— {}

2 for t—t+1

3 j—j+1

4 for j<j+1

5 o(t) — by v(O[ 2=, [(oi(t—1) 3]
6 untilt=T

7 ]'=arg ma?«xj(t)

8 Appendy' to Path

9 untilt=T

10 return Path



=2
c

TNEX

L » ®
3 4

2

. .
I-1 T

obs: maximos locais. nao garante consisténcia da solucéo global



= Exemplo: decodificacao (exemplo de avaliacao)

\,"' : \."r ]

oo

O}

o
. ©
©

(]
f
I

solugéo: W, w;, w, w;, @} (inconsistente !'a,, = 0)



3) Aprendizagem
determinar os parametros do mode| b,

algoritmoforward-backward

a;(t): probabilidade modelo estar no estagid) e gerou sequéncia
de referéncia até

B,(t): probabilidade modelo esta no estaq) e vai gerar sequéncia
de referéncia de+ 1 atéT

-

pi() =11 o()=wp t=T  (138)
2. Bj(t+Dajbyv(t+1) cc.




= Justificativa de (138)

— supora.(t) conhecido atd — 1
— probabilidade gue o modelo gerar o ultimo simbadvel ?
— esta probabilidade [&(T)

—B,(T) = probabilidade transi¢&o pasT)

X
probabilidade estado emitir simbolo visivel correto

—definicao:3,(T) = 0, sew(T) # w,
B(T) = 1, seq(T) = &g
—logo Bi(T — 1) =2,a;b,(T) Bi(T)



—Y;(t) probabilidade transicao enug(t — 1) e(t) dado que o
modelo gerou toda a sequéncia de treinaméhtm
gualguer caminho

— definimosy;(t)

o (t=DaybjkBj (t)
PV 16)

yij (t) =

—Y;(t) probabilidade transicao de)(t — 1) parag(t) dado que o
modelo gerou a sequéncia visivElcompletamente



= Estimativa das probabilidades de transicao

ZT— vii (t) numero esperado de transicoesdgie— 1) parac(t)
=17 na sequéncia de treinamento

ZtT—lszik ndmero total esperado de transicoes e para
B qualquer outro estado

Z 2 Vil ()

T .
2O 0 b= o=, (141)
thlzk Yik (1) Zt—12| Yil (t)

g (t) =



Algoritmo Forward-Backward

1 inicializez — 0, a;, b, sequéncia treinamentd, € convergéncia
2 do t—t+1

3 calcula(2) usanda(z— 1) e (140)

4 calculelﬁ(z) usarola— 1) e (141)

5 a; (2) - & (2—1)

6 bk (2) — bjk

7 until maxfg; (2) —a; (z—1),8; (2 —q; (z—1)]<¢

8 returna; < a;(2,b; < b (2,



9-Resumo

= Forma densidades condicionais classe conhecida
= Aprendizagem

— estimacao de parametros MV

— estimacao densidades Bayes

Impacto da dimensao espaco atributos e dadosidartrento
= Decisao sequencial com modelos de Markov



Observacao

Este material refere-se as notas de aula do curs62G Topicos Especiais
em Aprendizagem de Maguina e Classificacao de Badia Faculdade de
Engenharia Elétrica e de Computacao da Unicamp €eshidro Federal de
Educacao Tecnoldgica do Estado de Minas Gerais. uéstitui o livro
texto, as referéncias recomendadas e nem as aplesite/as. Este material
nao pode ser reproduzido sem autorizacao préviaadtses. Quando
autorizado, seu uso é exclusivo para atividadesnd@o e pesquisa em
Instituicdes sem fins lucrativos.
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