NOTAS DE AULA DO CURSO DE EE300

Romis Attux, Cristiano Cruz e Diogo Soriano

FEEC/UNICAMP, primeiro semestre de 2012



Capitulo 1 — Teoria da Relatividade Especial

1.1 — Cinemaética Classica: a Transformacao de Gadili

“Paulo estava no km 35 da rodovia as 12:45 dengnté&Carlos nasceu em S&o
Paulo no dia 30 de dezembro”. “Encontre-me no dafésquina as 20 horas”.

Fazemos uso diariamente de expressfes como essasapacterizar determinados
acontecimentos (o nascimento de Carlos, um encogiitg. Usualmente, podemos situar
perfeitamente uneventono espaco e no tempo indicando sua localizacaanstante de
sua ocorréncia. Em nosso universo, acreditamopassivel caracterizar qualquer evento
através de trés coordenadas espaciais (e.g. ititpitude e altitude) e uma temporal (0
momento em que ele tem lugar). Dotado de tais gzas] um observad@ pode registrar
eventos em seu sistema de referéncia, que denamaos®(x,y,z,t). Em consonancia com
a nomenclatura tradicional, as coordenadas x, yigern respeito ao espaco, enquanto a
coordenada t expressa a dependéncia temporal.

Destarte, do ponto de vista @ eventos sdo completamente caracterizados por um
conjunto de quatro numeros. Podemos entdo indagad: 0 sistema que acabamos de
construir o Unico imaginavel? A resposta deve sgativa, como, alids, a nossa vivéncia
bem atesta: seria possivel ver Carlos nascer aodedua mae, na sala de parto, por uma
janela, ao passar por um corredor ou deitado nuraea.mMovidos pela curiosidade
cientifica, indagamos: € viavel estabelecer alguetacdo entre todos esses sistemas de
coordenadas? Tomemos dois sistens,y,z,t) eO’(x",y’,z',t"). Para que explicitemos
algum tipo de conexao entre eles, faz-se necessamizecer como € o movimento relativo
entreO eO’.

Caso 0 movimento seja uniforme, ou s€ase mova com velocidade constante em
relacdo & (o inverso também é valido), a Fisica Classicausra resposta muito intuitiva
para nossos anseios. Tal resposta tem a fornteamisformacdo de GalileuSuponhamos
gueO’ se mova com velocidadeem relagcéo &, e que essa velocidade tenha a direcao do
eixo x. Consideremos ainda que 0s eixos X, Yy € zZ sejaralepzs a x', y e Z,
respectivamente, e que, no instante t = t'= 0,uas @rigens coincidam. Sob a égide de tais
consideracdes, a transformacéo de Galileu podexpeessa como:

X' =X —ut (1.2)

y =Yy
7=z
t=t

Note o leitor que a primeira expressao é estudadacuarsos de cineméatica quando se lida
com o movimento uniforme. As demais coordenadascisis ndo se alteram com a
transformacado, uma vez que a velocidadem a direcdo do eixo

A coordenada temporal também ndo se altera, orgrece consideracdo. Nesse
fato, percebemos que a Fisica Classica suportdiaddtempo absolutoou seja, de que o
movimento relativo ndo altera a relacdo entre wales temporais medidos em cada um
dos referenciais.



Podemos utilizar (1.1) para obter uma relacdoeeas velocidades em cada
referencial. Como t = t’, podemos escrever:

dt = dt’ (1.2)

Se diferenciarmos as trés primeiras equacgdes.tlie ¢dm respeito ao tempo (nao
nos esquecamos de (1.2) ), chegaremos a:

VY =Vx—Uu (1.3)
Vy' = Vy
vV, =V,

A primeira equacao de (1.3) € uma expressao dsicddsi da adicdo das velocidades

EXEMPLO 1.1

Um observado©O esta parado numa estacdo. Um trem procedente @& um
cidade distante passa por ele, e enfaageconhece seu irmao, que esta sentado
numa poltrona do trem. No momento em que vé sdipjreste Ultimo comeca a
correr no mesmo sentido do trem, rumo a uma pada) uma velocidade de 6 m/s
em relacdo ao vagao. O trem tem uma velocidadebd®m/s em relacédo ©. Qual
sera a velocidade do irméo @eem relacdo a estacdo (e ao propoy?

Suporemos que o trem se move na direcdo e nalseshbi eixox.
Podemos tomar como nossos referenc@i® o trem, que passa a ser,
portanto,0’. Sabemos que a velocidade relativa entre eleslé d@'s. Este
€, entdo, o valor de u. Temos a velocidade do iroa#o relacdo ao vagéao,
que é:

vy =6 m/s
Consequentemente, podemos utilizar a primeira ggguae (1.3)
para obter o que desejamos, a velocidade do irma®kacio a estacédo, ou
seja, v
Vx=V +U=6+15=21m/s
Esse exemplo, que condiz com a nossa experiéntidiaca (e com o

chamado “bom senso”) é tipico da aplicacdo da ki adlicio das
velocidades.
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Figura 1.1: llustracdo do exemplo 1.1

A mecanica newtoniana esta em harmonia com aftramscao de Galileu. De fato,
as leis de Newton samvariantescom respeito a essa transformacédo, o que pode ser
percebido se notarmos, por exemplo, que a acetes® e O’ € a mesma (o leitor pode
verificar tal fato se repetir o procedimento ques mermitiu obter a transformacao de
velocidades). O que isso quer dizer? Quer dizeragf@ma dessas leis fisicas é idéntica
em dois sistemas de referéncia que estejam em rantonnelativo uniforme. De fato, tal é
justamente o principio da relatividade newtoniaasleis da mecanica sdo as mesmas para
todos referenciais inerciais

Trata-se de uma lei muito interessante, poissdeisi fisicas fossem diferentes para
dois referenciais em movimento uniforme, poderigneesntualmente, elevar um deles a
categoria de “referencial privilegiado”, o que mosiduziria a idéia dsmovimento absoluto
No entanto, de acordo com o principio acima expasé&m h& experiéncia baseada na
mecanica tradicional que nos permita determinaroseencontramos em movimento ou em
repouso. Uma conseqiéncia dessa assertiva é acmlcenstatacdo de que, idealmente,
estar de olhos vendados num trem com velocidadéorom@ em relacdo ao solo
proporciona as “mesmas sensacgdes” que estar adpessolo.

Seria, no entanto, muito natural perguntar: taateis fisicas sdo invariantes com
relacdo a transformacéo de Galileu? A respostacee tal negativa nos conduzira a um
novo principio da relatividade, proposto por Eimstam 1905.

1.1.1 — Interladio: o Eletromagnetismo e a Transfagdo de Galileu

James Clerk Maxwell tem seu nome associado a eowatfisica de elegancia
cativante: ateoria eletromagnética Seria indubitavelmente apropriado toma-la como
cobaia de nossa investigacdo sobre o problemavdeidncia, que acabamos de discutir.
Na verdade, como ja sabiam os fisicos no fim daleélX, as leis do eletromagnetismo
ndo sdo invariantes transformacdo de Galileu. Essa transformacédeneing “formas
distintas” das equacdes de Maxwell para referendistintos, mesmo que eles estejam em
movimento relativo uniforme. De acordo com o quecdiimos na secado anterior, disso
decorreria a constatacdo da existéncia de um nefateprivilegiado, no qual as leis do
eletromagnetismo teriam sua forma, digamos, maiples [Ohanian, 1995]. Eis que fomos
conduzidos a uma “absolutizacdo” do movimento, al @sta intimamente ligada a uma



entidade que permeou o imaginario da maioria doso até o comeco do século XX: o
éter.

1.2 — O Eter e a Experiéncia de Michelson-Morley

“Ondas sonoras nao se propagam no vacuo!”. Exte fa foi proferida por muitos
jovens (e criticos) apos (ou durante) a exibicdofiilees de ficcdo cientifica. Nao
qguestionaremos esse fato...a Fisica indica, impassijue o som precisa de um meio
material para que possa se propagar.

Quando Maxwell predisse a existéncia de ondaselegnéticas, existéncia, alias,
suportada pelo trabalho experimental de Heinrichtziera parte do “senso comum” que
tais ondas também deveriam necessitar de um megioogagacao. A esse meio foi dado o
nome deéter. Durante o século XIX, o éter povoou a mente degds com diversas
conjecturas.

Como seria 0 éter? Qual seria a sua composicaa® iB@ngivel? Essas foram
algumas das questdes levantadas sem demora. Natognvédter respostas conclusivas
parecia uma tarefa nada trivial. Alguns atribuianalameio, por exemplo, a idéia de
“repouso absoluto”, o que nos faz perceber a ass@aidireta entre o éter e o referencial
privilegiado que discutimos na secdo 1.1.1, no @saleis do eletromagnetismo tém sua
forma mais simples e a luz se propaga com veloeida&Em outros referenciais inerciais, a
velocidade da luz seria obtida pela lei da adiggwtlocidades, o que n&o seria problema,
pois, no mundo classico, as equacdes de Maxwelprézisavam ser invariantes.

1.2.1 — O Vento de Eter

Num dia em que o ar se encontra em perfeita celmanagine que vocé esta na
praia. Pense agora que vocé comeca a correr eosietato tocar sua face como se soprasse
uma agradavel brisa. Ndo se esquec¢a, no entangooqtia € de calmaria; porém, o
movimento através do ar causou uma sensacdo esnutizad de um vento, 0 que nao se
afigura nada espantoso. Novamente, € uma questaowmento relativo!

Da mesma forma que 0 seu movimento na praia poovacsurgimento de um
vento, 0 movimento da Terra pelo éter deveria caasexisténcia de umento de éter
possivelmente detectavel. Em tese, esse vento ideaigerar a velocidade da luz se o
movimento de translacdo de nosso planeta se deésse€sade um éter “estatico” (como
muitos imaginavam).

Pensemos um pouco sobre isso. Assumamos que owepresente a velocidade
do vento em relacdo a um laboratério localizad@kyum lugar da face da Terra.

v
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Imaginemos agora que um raio de luz fosse dispamadmesma direcdo e sentido\wde
Sob a otica da Fisica Classica, a velocidade dn dm ponto de vista de um cientista
parado no laboratério, seféab:
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Percebe-se quevidb|| = vlab = ¢ + v. Assim, o cientista mediria, pararaio, uma
velocidade ¢ + v.
Se 0 raio se movesse em sentido contrario aormo Meriamos:
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vlab=c+v

sendo {lab|| = ¢ — v. Neste caso, a velocidade medida sesreom
Se o raio se movesse em uma direcdo ortogonal \iewto, teriamos o seguinte
cenario:

viab=c+v

em quevlab=+/c* -v?.

Esperava-se que a velocidade desse vento fossedigelocidade de translacdo da
Terra em torno do Sol, que vale cerca de 30 kmdsncCv << c, exigia-se um aparato
muito preciso para detectar qualquer efeito. Unraapadesse tipo foi construido no final
do século XIX, como veremos a seguir.

1.2.2 — As experiéncias

Albert Abraham Michelson teve uma carreira marcagar importantes
contribuicbes ao estudo da luz, as quais |he randerPrémio Nobel de Fisica de 1907 (o
primeiro concedido a um cientista estadunidenseja lde suas especialidades era medir a
velocidade da luz, o que € de grande interess&qrdfo final do século XIX, ele se
dedicou a busca de evidéncias experimentais dééegia do vento de éter. Para tanto,
concebeu e construiu 0 chamddterferdmetro de MichelsQrcujo esquema simplificado
apresentamos na Fig. 1.2 [Ohanian, 1995, Krane3]198
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Figura 1.2 — Esquema Simplificado do Aparato

Um feixe de luz monocromatida atinge um espelho semi-transparente (EST). Como o
préprio nome desse dispositivo indica, uma partded® atravessa o espelho e forma o
feixe 1, enquanto a outra parte é refletida e forma o f2ix@s feixesl e 2 séo refletidos,
respectivamente, pelos espelhos 1 e 2 (E1 e E2)ltem ao EST. De 14, a luz deles
proveniente € direcionada para um detector dedfsaig interferénciB.

Para melhor entendermos a razédo de ser dessadefinontagem, realizemos uma
breve anélise matemética. Entre a ida e a volig ttanscorre um tempg, texpresso por:

t, = L + L = 2L (1.4)
Je2-v? A2 -v? et -v2

Para obter;f usamos o raciocinio desenvolvido na secdo ant®aa2, temos, para ida e
volta:

L L _L(c-v)+L(c+v)_ Z2Lc

t, = + 15
? ¢c+v c-vV c? -2 c?-v? (1.5)
A diferenca os estes dois intervalos de tempo é:
2L 1 1
At=t,-t, =—. >~ (1.6)
C \Y V2
Cc Cz

Se o comprimento de onda da luz emitidg At se reflete numa diferenca de fédsgentre
os feixes (quando eles ating@hde:

A(p=%m (1.7)



Tal diferenca de fase produz um padrdo de interéemépassivel de detec¢do, que €, por
sua vez, a chave para a determinacédo da velocidaes, em linhas gerais, o plano de
Michelson.

Para sua grande surpresa, ®#® detectou nenhum efeito conclusivo do vento de
éter sobre a velocidade da lusso o levou a uma nova empreitada, dessa veoejunto
com o quimico Edward Morley, e com um aparato aim@és preciso. Porém, uma vez
mais nao foi detectada nenhuma corrente de étes, gspanto dos dois cientistas e de
Rayleigh, Kelvin, Lorentz e outros [Pais, 1995]aReente, o resultado negativo punha em
xeque a concepcao corrente acerca do eletromagoetis que fez surgir um grande
desconforto e algumas hipéteses interessantes.

Michelson e outros continuaram repetindo a expei@por algumas décadas, sem
obter, jamais, resultados conclusivos a favor dst@&xcia do vento de éter. Alias, um fato
muito interessante ocorreu em 1921, quando DaytdlerMfirmou ter obtido um valor
ndo-nulo para a velocidade da corrente de éterat®, fdesnecessario dizer, causou
comocdao, pois a relatividade ja havia sido formalaeremos a relevancia disto a seguir) e
Einstein era uma figura muito popular. Quando sadiie resultados de Miller, o aleméo
proferiu uma frase célebre: “O Senhor é sutil, mé&s malicioso”, pois tinha uma profunda
conviccdo da inexisténcia do éter e da correcaoresgltados de Michelson e Morley
[Pais, 1995].

1.3 — Os Postulados da Relatividade

Um dos artigos publicados por Einstein em 1905epser considerado a pedra
angular da teoria da relatividade. Nesse trabatiitilado “Da Eletrodindmica dos Corpos
em Movimento”, encontramos 0s dois postulados foredais, que séo os pilares de tal
edificio tedrico. Ambos sdo muito simples, e espesque sirvam para desmistificar a tdo
falada complexidade conceitual da relatividade:

1 — Todasas leis da Fisica sao idénticas em todos referisrioerciais.
2 — A velocidade da luz no vacuo é a mesma em taslosferenciais inerciais.

O primeiro postulado é o principio da relatividdeleado as ultimas conseqiéncias:
todas(os grifos sdo nossos) as leis da Fisica sdoitd8&ném_todoseferenciais inerciais.
N&o podemos contar com os fenbmenos eletromagaébicale qualquer outra natureza
para nos dizer quem est4, em termos absolutos,@mmento uniforme ou repouso. Trata-
se da proclamacéao de igualdade entre referenoiisiais: ndo ha privilégios de nenhuma
espécie! Essa era uma crenca profunda de Eingteaconviccdo que permeia toda a sua
formulacdo tedrica. Ela dever4 também estar emasos®gentes quando analisarmos a
relatividade.

O segundo postulado afirma que a velocidade daduzacuo é a mesma em todos
referenciais inerciais. Trata-se de uma condicBvaeate, pois, se ela ndo fosse obedecida,
o0 eletromagnetismo ndo se encaixaria no contextopmiimeiro postulado. Os dois
postulados, portanto, estéo interligados.

A hipotese levantada acerca da velocidade dadeizaparéncia inocente, contém
uma drastica negac¢éo da cinematica classica. Ummagode indicar a razao.



EXEMPLO 1.2
Suponha que um astronauta A esta em repouso @tad¢inte a uma estacao
espacial. Ele vé duas naves se aproximarem contiglate 0.5c, uma de cada
lado, em rota de colisdo. De repente, a nave que d& esquerda (NE) dispara um
facho de luz na direcdo da outra nave (ND) parasawvio piloto do risco iminente.
Qual sera a velocidade desse facho relativamemda nave e ao astronauta A?
A lei da adicéo das velocidades fornece as seguiagpostas:

ViaioNE= C

pois 0 emissor esta acoplado a nave, estando emns@pgem relacdo a esta. Do
ponto de vista do astronauta, a velocidade do faeham

Viaion = C + 0.5¢c = 1.5¢

Do ponto de vista da outra nave, a velocidade sera:
VraioND = VNdrelativanet € = C + C = 2C

Os resultados obtidos parecem bastante razoavaiémP o segundo postulado
afirma que, do ponto de vista de todawvelocidade do raio sera c! Assim, teriamos:

Vraioa = C
VraioNE = C
VraioND = C

Isso jA mostra que a transformacéo de Galileuramediavelmente abandonada.

Trata-se, certamente, de um postulado esparstognori, pois a nossa intuicao
parece estar de acordo com a cinemaética classicantdnto, nossa intuicdo foi formada a
partir da observacdo de fendbmenos que envolventidalbes muito inferiores a da luz, o
gue impede a confrontacdo entre as duas cinemagessas pela vivéncia cotidiana.

A relatividade, por si mesma, ja foi exposta nesigio. Passaremos agora a analise
de algumas conclusdes decorrentes dos dois possulged acabamos de discutir.



1.4 — A Dilatacao do Tempo

Uma consequéncia muito importante dos dois postal&da abolicdo da idéia de
tempo absoluto. Como vimos na equacao (1.1), an@Gtiea Classica prega que a
passagem do tempo se da no mesmo “ritmo” em df#@sereiais em movimento relativo
uniforme. Veremos que, do ponto de vista relaindstisso ndo € verdade. Um exemplo
[Krane, 1983] pode nos ajudar a entender melhareoogorre.

EXEMPLO 1.3

Dois observadores) e O’, presenciam um mesmo fendbmeno: o disparo, por
O, de um facho de luz. Esse facho é refletido poregpelho, e volta ao canhao
emissor. Estudaremos a ocorréncia a partir dos psntle vista de ambos os
referenciais, os quais estdo interligados pelo fal® queO’ se move com
velocidade u em relacdo @. A direcao dessa velocidade € ortogonal aguela de
propagacao do raio.

Vejamos, primeiramente, como a coisa se da na @#&O. A Fig. 1.3
mostra um esquema.
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Figura 1.3 — Ponto de Vista de O
O intervalo de tempo decorrido entre a emissauadita é:

At :ZTL (1.8)

Passemos agora ao ponto de vista de O'. O esqueénazFig. 1.4.
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Figura 1.4 — Ponto de Vista de O’

A distancia total percorrida pelo raio é, nestoca

~2
AX'=2 L2+(%] (1.9)

sendAt’ o tempo gasto entre a ida e a volta do raio.
Como propde o segundo postulado, a velocidadezjadb ponto de vista de
O’, também deve ser Assim, podemos escrever, a partir de (1.9):

2 L2+(uAt'j2
c=2X 2 (1.10)

At' At'

Reescrevendo (1.8), obtemos:

L :% (1.11)

Substituindo (1.11) em (1.10), chegamos a:

25T+

At'

c=

Ap0s algumas manipulagdes, (1.12) nos leva a:

A=A (1.13)

2
1-

u
c2



Essa € a expressao matematicditidacdo do tempoum dos mais célebres
efeitos relativisticos. E possivel mostrar diie> At para u < ¢, 0 que justifica o
emprego do termo “dilatacao”.

A equacdo (1.13) é um simbolo de ruptura com oaitmclassico de tempo. Dois
observadores em movimento relativo irdo discordentp a medida do tempo de duracéo
de um fendbmeno qualquer. Do ponto de vista de @logios de O’ serdo mais lentos que
0S seus, e, do ponto de vista de O’, os reldgidd degue serdo mais lentos. E ambos terdo
razag pois lidamos com o principio da relatividade.

1.5 — A Contragdo do Comprimento

Uma segunda consequéncia dos dois postulados @squedidas de comprimento
também sado relativas. Isso significa que, segunddeaia da relatividade, dois
observadores em movimento relativo uniforme podelder medidas discrepantes para um
comprimento qualquer.

O que isso quer dizer?

Imagine que vocé esteja hum trem em movimento aragegima régua de 30cm
numa direcdo paralela a dos trilhos. Seu irméo,qqué passar a partir de um banco da
estacdo, obtera uma medida de comprimento pargua m@enorque 30cm. Da mesma
forma, se o0 seu irmdo estivesse segurando a régui@ vocéquem iria medir um
comprimento menor para a régua.

Vale frisar que a contracdo se_da apenas na didmdnovimentpou seja, hdo ha
discrepancia no que se refere a medidas nas oditegdes ortogonais. Um exemplo
[Krane, 1983] similar ao da sec¢ao anterior podeajodar a ver as coisas de forma mais
clara.

EXEMPLO 1.4

Novamente, dois observador&se O’, estudam a emissao de um raio Qobr
e sua posterior reflexa®’ move-se com velocidade u em rela¢do, agora numa
direcdo paralela a do raio de luz

Analisemos, em primeiro lugar, o ponto de vistaOdeA Fig. 1.5 traz um
esquema da situagao.
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Figura 1.5 — Ponto de Vista de O
Podemos escrever:
2L = oAt (1.14)
sendaAt o intervalo de tempo decorrido entre a ida el raio.

Passemos agora ao outro observador. Na Fig. st&® representado o ponto
de vista d&O’ no instante do disparo.

TR

I-_

.

L’I

Figura 1.6 — Ponto de Vista de O’ no Instante do Bparo

Vejamos, primeiramente, o que ocorre até a refleRdFig. 1.7 ilustra a
situacéo.
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Figura 1.7 — Esquema até a Reflexao
A distancia percorrida pelo raify; , é
Ax; =L’ —ulty (1.15)

sendaAt; o intervalo de tempo decorrido entre a emissaoeiexso.
De (1.15) obtemos:

At =—— (1.16)

—
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Figura 1.8 — Esquema da Reflex&o até a Volta
Neste caso, a distancia percorrida pelo raio zledia reflexdo até a volta, é:
Ax; = L'+ udt, (1.17)

Manipulando (1.17), obtemos:



L

At = (1.18)
c-u
SenddAt’ o tempo total do ponto de vista de O’, podenssever:
A=A AL =4 b o 2Le (1.19)

c+u c-u c?-u?

Substituindo a formula da dilatacdo do tempo, (1.8§8e relaciondit e A" em

(1.19), obtemos:
. u?
L=L 1—? (1.20)

Da expresséao (1.20) decorre que<L’L, para u < c. Dai a denominacdo dada ao
fenbmenorontracdo do comprimento

Observando as equagbes (1.13) e (1.20), percebanmmssténcia de um fator
comum as duas. Tal fator,

(1.21)

recebe o nome dator de Lorentzem homenagem a Hendrik Lorentz, fisico holandés que
foi um dos precursores da relatividade. Alias, a contraffi@omprimento € também
denominadaontracdo de Lorentz-FitzGeralin homenagem ao jA mencionado fisico e ao
fisico irlandés George FitzGerald. O motivo da homenaggue ambos chegaram a (1.20)
antes de Einstein, embora numa perspectiva conceitual distinta

1.6 — O Efeito Doppler

Quando passa por nés uma ambulancia com a sirerds,liggperimentamos
sensacoes auditivas distintas durante sua aproximacacéastemento. Isso ocorre gracas
a um efeito fisico, @feito Doppler cujo nome é uma homenagem a Christian Doppler,
cientista austriaco que primeiro o descreveu.

Analisemos o tratamento dado ao efeito Doppler no contlextmdas sonoras. Seja
S uma fonte que emite uma onda sonora de frequéecaum observador que mede, para
a mesma onda, uma frequéniciaA teoria classica fornece as seguintes relacdes:

T ARAL

(1.22)
V=V,



caso fonte e observador estejam se aproximando, e

V-V,
V+V,

fr=f (1.23)

caso fonte e observador estejam se afastande.vs sdo as velocidades de fonte e
observador em relacdo ao meio de propagacédo (eq.\0é a velocidade de propagacédo
da onda no meio.

Classicamente, quando se estudava o efeito em dmt@sosas, eram usadas as
mesmas formulas, sendo modificados apenas os sattae grandezas envolvidas. No
entanto, do ponto de vista da relatividade, t@ra@mbio ndo é satisfatério.

Como vimos anteriormente, o éter ndo tinha nenhapelmo programa de Einstein.
Assim, V, e Vs seriam velocidades medidas em relacdo a que n&#o? um meio,
poderiamos nos sentir tentados a dizer “em relagdm referencial privilegiado qualquer
(e.g. o éter), talvez um em repouso com relacdestslas fixas”. Isso traria de volta a
nocdo de movimento absoluto, que n&o condiz cospbi® da teoria. E necessario obter
uma férmula que leve em conta apenas o movimetgtive entre fonte e observador

Que resposta tém os dois postulados? Atravésadaférmacdo de Lorentz, que
estudaremos no proximo capitulo, € possivel mosfuar uma onda eletromagnética de
frequéncia f tem uma frequéncia

(1.24)

do ponto de vista de um observador que se aprodan@nte de luz com velocidade u.
Caso observador e fonte estejam se afastando,tbasiau por —u na equacédo acima.

A expresséo (1.24) é perfeitamente condizente osendois postulados, com o
espirito da relatividade. Vale mencionar que Einstdteve uma férmula mais geral que
(1.24), a qual previa um desvio Doppler mesmo deéexdo de propagacdo da onda néo
fosse a mesma da velocidageAssim, a relatividade levou a descobertaef#ito Doppler
transversdPais, 1995].

1.7 — A Transformacéo de Lorentz

Conforme discutimos, a teoria da relatividade i@id o espirito da transformacéo
de Galileu. E, portanto, de capital importanciaeobima transformacdo que seja coerente
com os dois postulados. Na realidade, quando Hinstxreveu o seu célebre primeiro
artigo sobre a relatividade, essa transformacabajda sido obtida por mais de um
cientista, embora em contextos distintos [PaisSl9®orém, no trabalho de 1905, Einstein
chega a transformacdo a partir dos dois postuladosque deu uma dimenséo
profundamente nova ao conjunto de equacdes quenaspagora:




y = (1.25)
Z =

_ X
p=—_C

u2
3

1

A obtencdo de (1.25) parte de hipéteses similasesliscutidas quando expusemos a
transformacao de Galileu (1.1), ou seja: qué paralelo ao eixx, que 0S eixos sdo
paralelos entre si, e que as origens coincidemstante inicial.

Imediatamente, percebemos a presenca do fatoor@atz na primeira expressao e
na ultima. E possivel notar ainda que a coordeterdporal ndo mais é preservada, o que,
tendo em vista os efeitos discutidos nas Ultimadese ndo chega a surpreender. No
entanto, nota-se que t’ depende de t e,deque revela uma intima conexao entre tempo e
espaco. Hermann Minkowski explorou a fundo tal géee estabeleceu um formalismo
matematico baseado no conceito de espaco-tempajapas foi de grande valia para o
proprio Einstein durante as suas pesquisas solatevigade geral. Por fim, frisamos que,
conforme ¢é esperado, as leis do eletromagnetisnao ip@ariantes com relacdo a
transformacao de Lorentao contrario do que ocorria com a transformagiGalileu.

A partir de (1.25), e tendo em vista que #tdt, obtemos a transformacao de
velocidades:

(1.26)

Conforme também era esperado, a lei classica géade velocidades ndo € mais valida.
Também chama a atencéo o fato de as velocidgdes, dependerendev,, o que ndo
ocorria no caso classico. Matematicamente, istoordec da expressédo deit’.
Intuitivamente, podemos pensar em todos estesefat@omo “mecanismos” para



transformar velocidades no cenario delineado pebstulados, no qual a velocidade da luz
€ a mesma em todos os referenciais.

1.8 — A Relatividade da Simultaneidade

Temos, de fato, intuicAo da simultaneidade de dwmisntos? Dois eventos
simultaneos para um observador sdo simultaneosmio ple vista de todasbservadores?
Séao perguntas de grande relevancia, que pdem euoe Xexsso senso comum. Podemos
pensar: ora, se duas coisas acontecem ao mesmo, teégpha o que discutir, elas serdo
simultdneas também para os demais observadoreésnpParmelatividade tem uma resposta
diferente: a simultaneidade de dois eventos nés@a.

Mais uma vez, lancaremos méao de um exemplo pealaeser essa discussao.

EXEMPLO 1.6

Imagine que vocé deseja sincronizar dois relogoasseja, fazer com que
eles comecem a operar no mesmo instante. Parazegatal tarefa, vocé os
coloca a uma mesma distancia de uma fonte lumindssim, quando a fonte for
ativada, a luz atingira os relégios no mesmo momentara inicio ao trabalho
de ambos.

Suponha que um cientist, que se move com velocidadeem relagéo ao

aparato, observe o mesmo fendmeno. A Fig. 1.10umazsquema da situacdo
[Krane, 1983].

O 3= O

x=0 =42 =L
o' —

0

Figura 1.10

Do ponto de vista d®, temos:

X, = (1.27)



sendo x a posicao do primeiro reldgio; & posi¢ao do segunde,d instante de tempo em
gue o raio atinge o primeiro relégio £d instante em que o raio atinge o segundo. O
instante t = 0 € o momento em que a luz deixa & fon
Para que conhecamos o ponto de vist®deaplicaremos a transformacao
de Lorentz:

(1.28)

¢ (1.29)

A=t -t,=—5—%0 (1.30)

Isso nos mostra que os dois eventos ndo seradt@meos do ponto de vista
de Q'. De fato, ' < t;, 0 que indica que o relégio 2 comecara a funciomnzs
cedo desse ponto de vista, ndo havendo, portantrosismo. A negacdo da
simultaneidade absoluta provoca também uma impertandanca de paradigma
em relacdo a Fisica Classica.

Podemos atribuir a validade de (1.30) ao termoa@sb presente na
transformacéo t' (1.25), o que indica que a reidéite da simultaneidade se liga
intimamente a concepcao de espaco-teromvem frisar que dois eventos com a
mesma posi¢cdo sdo sempre simultaneos do pontstdade todoseferenciais.

Para concluir a secdo, apresentamos um trechivrdo“O Valor da Ciéncia”, de
Henri Poincaré [Poincaré, 1995], que belamentecgue concepcdes relativisticas sobre o
tempo:

“Nao temos intuicdo direta da simultaneidade, nerdaaigualdade entre duas
duracbes. Se cremos ter esta intuicao, € uma ifusao



1.9 — O Paradoxo dos Gémeos

Um dos mais célebres experimentos imaginariosisiaad-Moderna é paradoxo
dos gémeo<LLonvém que analisemos brevemente tal construeatam

Dois gémeos, Jodo e Joana, estdo sobre a Tefimresolve partir, num foguete,
para uma viagem. Ao chegar, viajando com uma védola proxima a da luz, a um ponto
distante do espaco, ele resolve voltar. Retorn@oe nosso planeta. Ao chegar, percebe
com grande surpresa que sua irma ja é avo, engelendéinda é um adolescente.

De fato, a primeira vista isso hdo Nnos causa Ss@pIPoIs Vimos que a passagem do
tempo € relativa. Porém, conforme a relatividadgicen ndo ha referenciais inerciais
privilegiados, o que leva a contradicdo: como urm idm&os é mais velho? Ora, se Jodo
esta em movimento com relacdo a Joana, Joana taggi@ram movimento com respeito a
Jodo. Consequentemente, ambos deveriam “ter aoditk se considerarem mais jovens e
mais velhos: surge um paradoxo.

A chave para eliminar tal impasse € atentar pafat®m de que_apenas um dos
gémeos (Jodo) sofre aceleracdo (para retoroagie torna seu referencial “diferenciado”.
Isso gera uma assimetria que, de certa maneinacisoa o paradoxo. Um experimento
baseado no transporte de relogios de altissiméspee(ue fazem o papel dos gémeos) em
avides levou a resultados favoraveis a essa ietaig#io (e, portanto, a relatividade)
[Halliday e Resnick, 1994].

1.10 - Dindmica Relativistica: Massa e Momento Lirse

Até agora, vinhamos estudando as consequénciagdalsspostulados que se
relacionam mais diretamente a cinematica. Entretagcbmo veremos, a proposta
relativistica conduz também a mudancas profundasmeepcéo da dinamica.

Dentre os varios principios fisicos existentes|e#és de conservacdo ocupam um
lugar de destaque. E dificil imaginar um mundo m@alcgnergia ou massa seja criada
arbitrariamente, ou em que o momento linear de amuato de particulas seja modificado
num sistema fechado. Considera-se, portanto, delgriateresse analisar tais principios a
luz da relatividade.

Uma primeira “cobaia” pode ser a lei da conservai@@onomento linear. Essa lei,
em termos simples, afirma que o momento lineard Wéaum sistema no qual ndo ha
influéncia de forcas externas se conserva. Do pdetwista do principio da relatividade
dado que essa lei se aplica a um sistema quak§dendamental que ela continue sendo
valida para_todos observadores em movimento undomtativamente ao sistema em
guestdo. A mecanica classica relaciona observadgonesovimento uniforme através da
transformacdo de Galileu, e propbe a seguinte sg@oepara 0 momento lingarde uma
particula:

p=nv (1.312)

sendov a velocidade da particula em um referen@ial

Pode-se verificar que a expressao (1.31) conésp@rada conclusdo de que, caso a
conservacdo do momento valha para um observ@dqualquer, ela valer4 para todos
demais observadores em movimento uniforme em @lagd, desde que a relacdo entre
observadores seja a expressa pela transformac@@alileu. Em outras palavras, isso



significa que o principio classico da relatividadevalido para o “pacote” equacgéo
(1.31)/transformacao de Galileu.

No entanto, sabemos que, do ponto de vista d#vid&le, a transformacéo de
Galileu ndo é adequada: é a transformacdo de lorgné define a relagdo entre
observadores distintos de uma maneira coerenteosopostulados fundamentais. Porém,
serd que essa transformacdo forma, em conjunto a&@qguacao (1.31), um “pacote
coerente” com o principio da relatividade de Eim&eéA equacao (1.31), tdo intimamente
ligada ao cenario classico, mantém sua solidez amexto relativistico? Passemos a
investigacao.

Seja a seguinte colisdo, que é vista por um oader® da maneira exibida na Fig.
1.11. Duas particulas, marcadas antes da colisdo a rotulos 1 e 2, chocam-se e
permanecem juntas em repouso. Suas massas sagtamiasm [Krane, 1983].
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o

Figura 1.11

Passemos a uma analise “classica” desta colisjamde, em primeiro lugar, o ponto de
vista deO. Calculemos o momento linear total antes da amlisa

Pantes= (MV — mv)ay = 02 (1.32)
Agora, o momento linear total depois da coliséo:
Pdepois= (zm)(hx = Oax (1.33)

Com isso, concluimos que o momento foi conservamogue, alidas, ndo chega a
surpreender. Tentemos agora analisar como um @uker®’, com velocidadeu (na



direcao x) em relacdo@, vé o fendmeno. Para que possamos obter as \aliesdo novo
referencial, utilizaremos a transformacgéo de Qalixpressa na equacéo (1.3).

P’antes= [M(v-U) + m(-v-U)fx = (-2mMupy (1.34)
Calculemos o momento apos a coliséo:
P’ depois= (2M)(0-URx = (-2mMupx (1.35)

Vemos que 0 momento, mais uma vez, Conservou-se.

N&o nos esquecamos, entretanto, que nosso obgetmgscar um ponto de vista
relativistico, o que nos proibe o uso da lei cti#ssdie adicao de velocidades. Isso significa
gue é preciso transformar as velocidades atraveglaacdes de Lorentz. Vejamos qual
sera o ponto de vista @#:

p'antes: m v-u +m_v_u a, (136)
vu vu
1_? 1+CT
Dlsepois = | 2M 0~V 1y = —2mva, (1.37)
Ov
1=
L C

Percebemos que o0 momento linear ndo se consem@dusao € que a expressao classica
do momento é incapaz de engendrar um cenario ena dgiede conservacdo seja valida
para todos os referenciais inerciais. Para que mastenhamos fiéis as idéias mais
essenciais do programa relativistico, faz-se nédesbuscar uma nova definicdo para o
momento linear.

O que seria razoavel esperar, num primeiro momelat@xpressado que buscamos?
Para velocidades muito menores que a da luz, é&vakalimentar a expectativa de que a
formula relativistica forneca valores proximos amstidos através de sua contraparte
classica. Em patrticular, é licito imaginar que apama velocidade nula, 0 momento linear
seja também nulo.

A expressdo capaz de atender a esses requisgized @, além disso, conservar o
momento linear sob a égide da transformagéo dentxgreé:

p=—oV_ (1.38)

V2
\rs

sendo rga massa da particula medida por um observadoegouso relativamente a ela e
v a velocidade da particula do ponto de vista desiemo observador. Tal expressao é
comumente reescrita como:



p=mv,comm= Mo (1.39)

sendom entendida como untaassa relativisticgue aumenta com a velocidade v.

Recomendamos, desde j4, muito cuidado com essaimevaretacdo do conceito
de massa. No caso, ela nos oferece uma pontecefitoz’o mundo” e a expressao classica
do momento. Nao obstante, se fdssemos aplica-larseares consideracdes, por exemplo,
a lei de NewtorF = ma, chegariamos a um resultado incoerente. O mesoroeda se a
usassemos na formula classica da energia cinéliteetanto, uma vez que esteja o leitor
ciente dessas armadilhas, torna-se altamente dekejde reflita sobre a relatividade de
uma grandeza tao fundamental.

Havendo, pois, definido o momento linear no caimteala nova dindmica, estamos
prontos para a conquista de novas fronteiras. Paslepor exemplo, indagar: qual é a
expressao relativistica da forca? Embora estejanostumados a pensar na férmila
ma, a expressao “mais geral” €

F = dp/dt, (1.40)

ou seja, a forca € a variacdo temporal do momérgarl Tal expressao continua valida no
contexto relativistico, desde que usemos a exp¢$saB), que natevara & = ma.

1.11 — Dindmica Relativistica: Energia Cinética

Definidos momento e for¢a, tratemos de considaraocdo de energia cinética.
Suponhamos que uma particula seja acelerada, egiidk; a partir do repouso, até uma
velocidadev. Podemos, como na fisica classica, fazer uso tio da que o trabalho
realizado pela forca € igual a variacao da eneiggtica da particula, ou seja:

T = AE¢ = Ecfinal - Ecinicial (1.41)

sendot o trabalho e Ea energia cinética. No contexto por nés delimitealalefinicdo
classica do trabalho fornece:

1= j F.dx (1.42)

inicial

Podemos escrever, partir de (1.40), que:
F= dp (1.43)

sendo p definido como em (1.38). Dispensamos ag;des$ vetoriais por estarmos lidando
apenas com a direc&o
Substituindo (1.43) em (1.42), obtemos:




Xinicial

Utilizemos a férmula da integracdo por partes

j v.dp= vp- j p.dv (1.45)
em conjunto com (1.45), e tenhamos em mente gug ¥ O:
r= MoV [ MoV v (1.46)
2 0 2
v v
1_? 1_?
Para que resolvamos a integral, é vantajoso &agabstituicao:
u =W/ - du = (2v/é) dv (1.47)
Ela entdo se torna:
Y my.c.du_ Y e S v?
X m_mo.cz[ 1 u]o = m,.é{ + }?} (1.48)
Voltando a (1.46), obtemos, apds algumas manipetacd
1
T = Egina ~ Ecinicia = Mo c T 1 (1.49)
-
c

Como supusemos que a particula foi acelerada air pdd repouso, temos

Eciniciat = 0, 0 que, por fim, leva-nos a:

E.=m,.C —-1/=m S(y-1 (1.50)

o

<

gue é a formula da energia cinética relativistica.



1.12 - Relacao entre Massa e Energia
Poderiamos reescrever (1.50) como:
E.=ymo.®—m.’=E - R (1.51)
Manipulando (1.51), chegamos a:
E=E+E (1.52)

Podemos interpretar (1.52) como uma manifestacaajde a energia total de uma
particula, E=ymec?, é a soma da energia cinética, associada ao motime de uma
energia de repoudsy. Esta energia é dada por:

Eo = mp.c (1.53)

sendo, como ja dissemos; mmassa de repouso da particula.

E pertinente que fagamos uma breve reflex&o. Daimio que acabamos de expor,
cujo ponto de partida foi a obtencédo de uma férmpala o momento linear coerente com a
idéia de conservagdo e com a transformacdo de tzoreonduziu-nos a resultados
intrigantes. A equacéo (1.53), por exemplo, mostoa) sua simplicidade desconcertante,
gue a massa de repouso de uma particula é també&mnfanma de energiaSustenta,
inversamente, que qualquer quantidade de energiaatesi associada uma quantidade
equivalente de massa. Massa e energia, para widgde, sdo, por assim dizer, faces da
mesma moeda. A expressdo para a energia total& = ymo.c?, simplesmente reafirma o
gue foi dito, com a ressalva de que nela a massavinta € a relativistica, maior que a de
repouso gracas a energia cinética. Com isso, paraebque essa modalidade de energia se
liga intimamente a dilatacdo da massa, que disostiguando abordamos o momento
linear.

A comprovacdo do intercambio massa-energia fogdelea primeira hora, um
assunto de grande interesse. Einstein, em sew atégl906, “A inércia de um corpo
depende de seu conteldo energético?”, sugeriu gjuenargias liberadas por reacdes
envolvendo sais de radio talvez pudessem pernmita verificacdo adequada de (1.53). Na
verdade, comprovacdes mais solidas (e tragicasammieccom o avanco do estudo das
reacdes nucleares, as quais liberam energias esuBonente grandes para levar a uma
variacdo sensivel da massa dos reagentes. Exptrsnédessa natureza sao amplamente
favoraveis a relatividade.

Um outro aspecto dindmico muito relevante diz e#epa energia cinética.
Vejamos, para uma massa de repouso de 1kg., con@sma varia de acordo com o fator
v/c (velocidade da particula em relacéo a da luz).
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Figura 1.12

Conforme nos mostram o primeiro grafico e sua aagfb, representados na Fig. 1.12, a
energia cinética da particula tende a aumentarodeaf cada vez mais pronunciada a
medida quers tende a. Além disso, para acelerar a particula até a iddde da luz, seria
preciso um trabalho infinifoou seja,_nada que possua massa de repouso répoud
atingir a velocidade da luz

Uma outra forma de internalizar esses conceitagjérida pela analise da expresséo
para a forca relativistica, dp/dt:

r-dp_dp dv_ . a= E (1.54)

Imaginemos que seja aplicada a uma particula eousep com m= 1kg, uma forca de
1N. Sua aceleracéo seria, do ponto de vista dmftdssica, constante e igual a fTnito
entanto, uma aceleracéo constante permitiria qureexemplo, 6.19segundos depois do
experimento, a particula se movesse com o dobrgetteidade da luz, o que, como
acabamos de ver, é inadmissivel na teoria da vielatie. Como (1.54) ja adianta, a
aceleracdo de uma particula, para uma forca caastigpende de sua velocidablia Fig.
1.13, mostramos qual sera a aceleracdo da parsichlanfluéncia de uma forca de 1N, em
funcéo da relacéo v/c, para a relatividade e péisaca classica.




ACELERAGAO DECORRENTE DA APLICAGAO DE F=1N, COM MO = 1kg
2 T

0

i i i i i i i i i
| | | | | | | | |
R il et et el Rt Bt ety At i il
| | | | | | | | |
16— ———————————————d-—4-—+—-—+——
| | | | | | | | |
1 o N N
. | | | | | I | | |
| | | I | | I | |
Jo12 | | | | | I I I I
| | | | | | | | |
T o —_—
| T | | | | | |
-y e
| | | I | | | | |
06l - ™ a1 _1__]
| | | | | | | |
| | | | | | | | |
04 — -~ o " - T T T T T T T N T T T T
| | | | | | | | |
02 — = — === == —m— = H— = A= =t = —hg —t — —
| | | | | | | |
1 1 1 1 1 | 1 1 1

Figura 1.13

Notamos que, quanto maior a velocidade da parfiecuenos consegue a forca de 1N
prosseguir com o aumento de velocidade, ao cootdiri que ocorria no caso classico.
Quando a velocidade tende a da luz, a aceleracéte ta zero, o que condiz com as
conclusdes por nds obtidas a partir do estudo degencinética. Essa visivel diminuicdo
nos remete, mais uma vez, a idéia de aumento dsamada “inércia” da particula, com o
aumento da velocidade.

Vale a pena ainda exibir um conjunto de formulas cglacionam diretamente o
momento e a energia do ponto de vista de um ols@mr@acom as mesmas grandezas do
ponto de vista de um observad®r que, como de costume, move-se com velocidade u (na
direcadox) em relacéao ®:

u.E
e
px - >
u
"z
P, =P, (1.55)
P, =P,
E = E-p, .2u
u
"z

sendop = (p, Py, P) €P’ = (% g,', P, ) respectivamente os momentos paraO’, e E e
E’ a energia total para estes observadores. FoiRliaxck quem primeiro explicitou essas
relacdes, num dos primeiros artigos “relativisticogluenciados, mas nao escritos, por
Einstein [Pais, 1995]. Seria justo citar que Plaackax von Laue estiveram entre 0s
primeiros cientistas a procurar o jovem Einsteirapaanifestar interesse em seu trabalho
sobre a relatividade. Einstein, mais tarde, matafesa Planck sua gratiddo nestes termos:
“O senhor foi o primeiro a defender a teoria datreldade” [Pais, 1995].

Voltemo-nos para um outro aspecto importante. IBabejue, na mecénica classica,
a lei da conservacdo do momento e a lei da corgg@\da energia sao principios distintos.



Na relatividade, como, alias, pode-se deduzir dB5§1 as duas leis estdo intimamente
unidas. Em termos mais precisos, elas se tornarectaspde um Unico principio de
conservacao. Assim, por exemplo, para que o montieietar se conserve do ponto de vista
de todos os possiveis observadores inerciais, @spregue a energia total também se
conserveg vice-versa [Symon, 1982]Também é muito importante atentar para o fato de
gue _as leis de conservacdo da massa e da enefgizdeen numa unica leNao faz mais
sentido buscar isoladamente a conservagao dessalegas.

A dinamica relativistica, como era esperado, foemesultados muito préximos aos
classicos para velocidades muito menores que auzlaHm outras palavras, a Fisica
Classica continua “valida” para uma determinadasgdenaplicacoes.

Por fim, vale a pena mencionar que experiment&eglos com particulas dotadas
de altas velocidades tém dado origem a resultadtz/elmente proximos aos previstos
pelas expressfes apresentadas. Particularmentse j@onseguiu acelerar elétrons até
velocidades muito proximas a da luz, sem que, temém tenha sido possivel ultrapassa-la.
Para a relatividade, nas palavras do escritor 18aaoov, a velocidade da luz é o “limite
de velocidade definitivo”, muito distante dos hahis 80 km/h [Halliday e Resnick, 1994].
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