Transformacoes Geometricas

Hughes et al. Caps. 10 e 11
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Reposicionamento

Initial Position Translation Kotation

(A) 1 *
9 @ @
S &

\\‘n

X T X'
“Algebrizando” P=|y > Py
z z'

P'=TP
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Transformacoes Geométricas

— Posicionar os blocos Wi Gomere it Gomputer
constituintes de uma cena '_T" H e
* Alterar as coordenadas “
dos pontos N
— Projetar a cena sobre o plano Poskioning i Veajed volume
de imagem .
* Alterar as coordenadas
dos pontos \%\
— Enquadrar a cena na janela P b world
de exibicéo o
* Alterar as coordenadas @
dos pontos -\
photograph e 9““:::;:: pasme
- B4




Transformacoes Rigidas

As formas das figuras nao sao alteradas:

»Rotacéo
> Reflexao N
»Deslocamento (\

" L B

4
D C
V=W
P> P
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Rotacao 2D

¥
(XZ’yZ) Ponto Inicial:

(x{,y;)=(Rcos¢,Rsen ¢

(Xp)ﬁ)

Ponto Final:

(xz,yz) (Rcos(@+8),Rsen(@+0))

=R cos(p+0)=Rcos pcos®—Rsen¢ send=x,cos— y,sen B
y,=Rsen(@+6)=Rsen ¢ cosO+R cos psen=x,senf+y, cos6

X cosO —sen0

senB cosB

2 | =
Yo

Em linguagem matematica:
Rotacao pode ser traduzida em uma
transformacao linear!!!!




Rotacao 2D

¥
(XZ’yZ) Ponto Inicial:

(x{,y;)=(Rcos¢,Rsen ¢

Quais sao 0s pontos invariantes

(x | nesta formulacdo?
X1 )1

Ponto Final:

(xz,yz) (Rcos(@+8),Rsen(@+0))

=R cos(p+0)=Rcos pcos®—Rsen¢ send=x,cos— y,sen B
y,=Rsen(@+6)=Rsen ¢ cosO+R cos psen=x,senf+y, cos6

X cosO —sen0

senB cosB

2 p—
Yo

Y1
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Rotacao 3D

|
" JL’- |:..1!._. U, 5}




Notacao Matricial

cosO -seno© 0
R, (0)=|sen® cos6 O
0 0 1

1 0 0
R (®)=| 0O cos6 -sen6
O senb®H cCos O

cos O O sen®o
Ry 0)=| O 1 0
-sen 0 O coso6
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Angulos de Euler

Y RWXI (North)

Y, (East)

Ii T‘n“ ﬂ; — = x > ¥ Pitch (&)
NG
S !._-_ _‘:J{:_, Yaw (¥)
. 4,
N Z, (Down)

IA725-1s2016 - Ting  http://www.chrobotics.com/library/understanding-euler-angles


http://www.chrobotics.com/library/understanding-euler-angles

Reflexao 2D

C1
-1 0 0
Reﬂexaoy = 0 1 0
0 0 1
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Nesta formulacao, quais sao 0s
pontos invariantes?



Translacao

=1
-

(uta,v+bw+e)

-

(~f |

Ha pontos invariantes neste tipo de acao?
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Notacao Matricial

71 0 0 a)
Tr = 0 1 O b
0 0 1 <
\_ 0 0 O 1/
'x) (1 0 0 a)/[x)
y| _|0 1 0 by
Z’ 0 0 1 c Z




Transformacoes Nao-Rigidas

_m
-

o -
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Mudanca de Escala

v, CREIE)

>
iy
e e
iy
-

My ¥
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Notacao Matricial

S O O S, O 0
S= 0 S 0 S = 0 S 0
y
60 S 0 0 S
Uniforme Nao-Uniforme

Nesta formulacao, quais sao os pontos invariantes?
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Cisalhamento (Shearing)

xemrelacdoayez yemrelacdoaxez zemrelacdoaxey
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Notacao Matricial

1 0 Ax/Az
Sh,=1] 0 1 Ay/Az
0 0 1
Sh, =

Nesta formulacao, quais sao os
pontos invariantes?

1

Sh

0
Ay/AX 1
Az[AX O

1

1 Ax/Ay 0)

0 1

0 Az/Ay
N

0
1

/



-1
0
0

S = O
_ O O

reflexao
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Sintese

s. 0 0 L0
0 S, 0 8 (1)
0 0 s

’ 0 0

re-dimensionamento

1 0 0 1 0 sh,

0 cos@ —sen0 0 1 sh,

0 senf cosf 0 0 1
rotacao cisalhamento

0
0
1

0

a
b
C
1

deslocamento




Transformacoes Afins

Afins = lineares + deslocamento

Aditividade: f(x+y) = f(x) + f(y) \

Homogeneidade: f(ax) = af(x) Transformacoes
| = rigidas
Reflexées/
Rotacao

Mudanca de escala
Cisalhamento
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Transformacoes Afins

Transformacoes T entre dois espacos vetoriais V
e W gque preservam paralelismo

VW

Xy =g Xy T Qg Y, T8y, 2y + Qg
Yo= a0 X, A, Y, a2 T A
Z,= 8y Xy Ty Y, T8y Z; + Ay,
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Concatenacao Matricial

Transformacéao Linear Translacéo
e " \4 | / s i ; T
z 11 12 ﬂl:!iﬂl-l L it (1] (12 a1y ay
y | 21 G g3 Gy | | Y Y (g1 (g9 Qg3 Gy
j | | ' =
“ (31 Az 331034 | 2 i (31 (3p 33 Gy
1 000 0]1]]! 11000 1

Coordenadas Homogéneas = pontos R" representados por (n+1) escalares
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Coordenadas Homogéneas

(X,Y,Z,W) Ponto | |
(x/w,y/w,z/w,1), ou seja, projecao

de (x,y,z,w), sobre o plano w=1

“ponto ¥ com centro de projecdo na
representante” de :
(X.y.W) origem.
Vetor

“diferenca” de 2 pontos
homogeneizados - Quarta
coordenada(w) € nula

Outra interpretacao geomeétrica:
lim (X/w,y/w,z/w,wW/w) = (c0,00,00,1)

W->0

Vetores paralelos ao plano w=1, p.e.,
(x,y,z,0), interceptam w=1 no “infinito”
[IA725 — 152016 - Ting na diregéo (x,y,z)_



Plano Afim

athine \
plane P
\E |
L e
ideal point HL w ideal Jine
j/"
u

X
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Transformacoes Afins
Notacao Matricial

() ()
)Z/ 7 M, M, M, > >Z/
V1) 1)
) ()

y | MMM, Y%
Z A
1) 1)

Composicao de matrizes

[A725 - 152016 - Ting



Dois Exemplos

N—Hﬁtaie
A&.Iate

1-Fotate

2-Tranzlate

P'=T.(RP)=(TR).P P'=R(TP)=(R.T).P

[A725 - 152016 - Ting



Transformacoes Inversas

4 4 4

.
- -
L -
- -._."
i .t 1
' '
' B
1 -
1 L.
t gt

P'=T.(RP)=(TR).P  P'=R.(T.P)=(RT).P
(TR)*P' =P (RT)1P' =P
R1TIP' =P T1IRIP =P

T o
Matrizes inversas
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Alternativas para “algebrizar”
Rotacoes

* Notacao Matricial
* Rodrigue’s rotation formula

V'=7 cosB+(kXV )senf+k(k-)(1-cosf)

https://en.wikipedia.org/wiki/Rodrigues%?27 rotation_formula

* Quatérnios

V'=qVvg
!

guatérnios

-1

[A725 - 152016 - Ting


https://en.wikipedia.org/wiki/Rodrigues'_rotation_formula

Quatérnios

Elementos da base

. . 19
q=ay+a,i+a,j+a,k=r(cosB+Isenf)=re

| .

. Parte vetorial
<\ Parte escalar — i ;
N I=a,i+a, j+a,k

I’=—1

x 1]ilj k
11 i|j k

1|1 -1 k|-
Graphical representation of

quaternion units product as . . .
90°-rotation in 4D-space J J 'k ']. 1

-k k k j | -i -1

bt Nao é comutativo!




Numeros Complexos

Parte real
l Parte imaginaria

Im |
A Z=X+iy
Im
A
oA -
@
0 X » Re
) (fo_rlﬁg;%) Forma Polar
-1 2 ? z=r(cos p+iseng )=re'
Z.7 )(2+y2

[A725 - 152016 - Ting

b
a+b

¢

lezzrlrz(lcos(;[)1"'913)2)"'{59”(5(1)1"'(;2))


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/69/Complex_conjugate_picture.svg

Quaternios

*Conjugado

G=a,~(a,i+a,j+ask)
*Adicao e Subtracéo:

q=q'=(ayxa,')+(a,xa,")i+(a,xa,') j+(azxa;')k
*Multiplicacéo

qq':(aoa;)—ala'l—aza'z—a3aé)+(aoa'1+ala(')+a2a'3—a3a'2)i+

(aya,~a,a,+a, a;)+a3c1'1)j+(aoa;,+c11a'2l—a2a'1+a3 a, )k

o

N
Q Q Q 9
N =
I

a da, —a,

w

0

:.rr '(cos(¢1+¢2)+Isleln(;l)1+¢2>):

*Norma e Inverso

2 - 2 2 2 2
|q|"=qg=ay+a;+a5+a;




Quatérnios em “forma vetorial”
q=a,+a,ita,j+ak=a,+(a,i+a, j+ak)=a,+Vv

*Conjugado
qg=a,—V

*Adicéo e Subtracao:
q+q'=(ag+a,)+(V+V")

*Multiplicacao
qq'=(a,a,~vV')+(VXW+a,V '+a,V)

-> =

VV' =V XV '=V-y

I

°lnverso

a,—Vv B a,—Vv
|2

(a,+v) '= =
’ |a0+7|2 aé"'ﬁ;



Espaco de Rotacoes “2D”

Parametrizagdo em coordenadas esféricas (9,¢) /<f 3" §
l AuAmenta g(-——---—'_::‘T‘_‘—i“------H
oangulo| s |_._ _,).
degeneracéo nos polos de || S |
i rotacao | | Variacag
\ do eixo’‘de
Parametrizagcao em coordenadas (w,x, y) v - rij?‘ °
a w
COS—=—=W e [100)
2 1 e
/<__ @ 4
v _-,-____;_::27 _I_-_ W, X, )Y
2, .2 Lo T
a X"+ _— |
sen—= Y=y x%+y? 'C~¢-__%'-_--'+ B .
2 1 No equador: &0, ) |
\ )
https://en.Wikipedia.org/wiki/Quaternions_and_spatial_rotation\ /
IA725 — 152016 - Ting o || e


https://en.wikipedia.org/wiki/Quaternions_and_spatial_rotation

Espaco de Rotacoes “3D”

Parametrizagdo em coordenadas esféricas (Q,d),y)

l

degeneracéo nos polos

l

Parametrizagao em coordenadas (W,x,y,z)

COSO( W
= —W Parte real
2 1
2 2 2 . o,
0§ \/x +Vv +7Z Parte imaginaria
sen>-=1 Y 72— +y?+7 ’

! :

a a Iy
g=cos—+Isen—=e
2 2

http://en.wikipedia.org/wiki/Quat

IA725 — 152016 - Ting _ _ _
ernions_and_spatial_rotation



Quaternios e Rotacoes

* Rotacdo de um vetor v por um angulo o em

torno do vetor (unitario) I (q=cos<"-+Isen<

v'=qVq '=Vcosa+(IXV)sena+1(1-7)(1-cosal)
N

Formula de rotacédo de Rodrigues

Demonstragéo Se encontra em

https://en.wikipedia.org/wiki/Quaternions_and_spatial rotation

[A725 - 152016 - Ting


https://en.wikipedia.org/wiki/Quaternions_and_spatial_rotation

Quaternios e Rotacoes

*Composicao de rotacoes:
v'=pqV(pq) "=pgVq 'p'=plqiq )p

*Quaternio unitario " Matrix ortogonal

g=a+bi+cj+dk

|

a’+b°—c*—d*  2bc—2ad 2bd+2ac
2bc+2 ad a’+b*—c’—d? 2cd—2ab
2bd —2ac 2cd+2ab  a*—b*~c*+d*)

[A725 - 152016 - Ting




Exemplos
*Rotacao de um vetor em torno do eixo (1,0,1) por 90°
v=(Zediskha2-Li-y

VT,

-Rota(;ao acima aplicada no vetor posicao v—(O 1,0)=j
V2. 1 V2 1. V2 1. V2.1, 1.
e et U s L At
V2. 42
=——1+
2 2
*Composicao de 45°em torno de y e 45° em torno de X

k

\ﬁ;zxﬁ;] i 1( \f2+]\/2+k) COSE+ISBH%

1 1 1
o(:1200 em torno do eixo (\@ \@,2(3)

.

eArchall


https://en.wikibooks.org/wiki/OpenGL_Programming/Modern_OpenGL_Tutorial_Arcball

Construcao de uma Cena

[A725 - 152016 - Ting



Dois Paradigmas de Transformacoes

| " |
5 c, B’ No mesmo referencial
C1
D C \
V=W | |
Wl
.. A B
Mudanca de referenciais
D C

[A725 - 152016 - Ting V



Mudanca de Referenciais
Reposicionamento de Objetos

P'=TP
T=PP1, B
se P for inversivel w- v
y y
WX
" : C
“Transformac&o de Base” Vx
W wy]:T vV, vy]
— -1
. —1 T= BWBV
all alZ —| " X,X Y, X X,X Y, X
yr Ao | [Wxy Wy y([Vay Vyy




O 01 1 0 0 1 1

-1 -1 -1 -1

Q{ 1 1 1 1 1 1 }7

O 0 0 O

-1 0 0 :D
1-1 0 O
1 1 1 1 0 0 0 O

-1

(3. 0O O

Exemplo
N\
-

-1-1 0 O

P'=B,B,P

[A725 - 152016 - Ting



Transformacoes de Vetores

Pontos
[AX BX CX} L[A’X B,X C’ﬂ
A B CJ) (A, B, C
Vetores: diferenca de 2 pontos
{ax bX CX} f {a’x b,X C,Xj
a, b, c, a, b, c,
MP,-MP, = M(P,-P,) = MliF;l

[A725 - 152016 - Ting



Vetores Normais

Em superficie suave, pode-se definir localmente um plano
tangente a cada ponto. O vetor normal deste plano
coincide com o vetor normal da superficie neste ponto P.

Antes da transformacao T.:
N(P,-P) =0

Apos a transformacao T.
N'(TP,-TP) =0

: N(PO'P) = N,T(PO_P)
Plano tangente N = N'T
NT-1 =N’

Se for deslocamento d:
N'(P,+d — (P+d)) = N(P,-P) =0
N =N
IA725~ 152016 - Ting N e N’ em vetor-linha!



Funcoes Analiticas

X
Y

a

10 11

Equacao implicita de uma circunferéncia

X2+)/2:R2 == (agx+ayy) + ax+a,y)=R’

Equacao paramétrica de uma circunferéncia

x| [Rcos8 gy X+dy Y

y - Rsen 0 a10X+a11y

[A725 - 152016 - Ting

=777



Funcoes Analiticas

Equacao de um segmento
P(t) = (1-t)P, +t P,
Transformacao linear:
(1-t) T P, +tT P, = T[(Q-t)P, +tP,] =T, P(t)
Translacao:
(1-t) (P, +d) + t(P,+d) = (1-t)P, + tP, + (1+t-t)d = P(t)+d
Equacao de uma curva de Bezier
P(t) =X B,(t) P,
Transformacao linear:
B, (T P)=TU(EB,(t) P)=T.P()
Translacao:
Y B,t) (P,+d)= XB,(t) P+ XB,(t)d=P(t) + d

[A725 - 152016 - Ting
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