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Modelos de Programacao Nao Linear

max (min) f(x)

Irrestritos
S. a. XID=R"

max (min) f(x)

alsml= restritos
S. ad.
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Exemplo: localizacao e alocacao

distribuidoras

Distribuidores: 17
Regides: 650 agrupando 24.000 clientes

3
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distribuidor, 1 =1,....,17

regiao, | =1,...,650

o

d = numero de viagens por ano para entregas a j-€sima regiao
4
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= Minimizar custo de transporte
* minimizar numero de viagens (w;) de | - |

 minimizar distancia entre i e |

17650 5 5
min Y > w; /(% ~h;)2+ (v ~h;)
i=1j=1
17 _
S.a ZVVij :dj, j=1,...,650 Modelo PNL

Wj 20,1=1...17 j =1,...,650

5
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Modelos convexos

min f(x)
s.a gi(x)=zg,1=1...,1
h; (x)<bj, ] =1...,J

(X)=c, k=1...,K

f(x) convexa
gi(x) concava [i
hi(x) convexa [

| (X) linear [k
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(%= 3y + (Xx,-3)

min

3%, + 5%, < 15

S. a.

oX, + 2X, < 10

X;, X, 20

I~ -
-
e
d -
X
N’ 4 s
y_ L,
/ s
/ 4
’ ’
/ / _
/ -
/ / -7
/ / s
/ \ e
/
/ / ,/
/
! / / -
1 h 7 R4
/ ’

h,(X)



max f(x)
sa gXxX)=za,i=1...,1
h; (x)<bj,] =1...,J

l(X)=ck, k=1...,K

f(x) cOncava
gi(x) concava [
hi(x) convexa 0]

1 (X) linear LIk

8
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3w, —w, +8 Inw,

maxX

100

<

=4

2 2
AN e — W, W, + W,
W1+W2
Wy, W, =0

S. a.

Funcao objetivo

3.5 wil 4

2.5

1.5

0.5




IcOes principais

Restr

100

<

2
W, + W,

h(wy, W,)

35 w1 4

3

2.5

3.5

2.5

wl



max 3w, —w, +8 Inw,

S. a. 42 —w,w, + W2 < 100
w, +w, =4
Wy, W, =20

3.5

/

2.5 |

1.5-
\
|

0.5




Propriedade de modelos convexos

Se a funcao objetivo do modelo é convexa e as restricoes
produzem um conjunto convexo factivel, entdo toda solucao
Otima local € uma solucéo 6tima global.

gi(x) concava [

h(x) convexa 0j Conjunto convexo

| (X) linear LIk

f convexa (concava) Funcao unimodal

12
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Metodo dos Multiplicadores de Lagrange

min(max f (x)

S.a 0i(X) =D Restricdes ativas
1=1,...,m
m
L(x,v) = T(x)+ 2vill —gj(x)] Funcdo Lagrangeana
1=1

v; = multiplicador de Lagrange associado a restricao i

13
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Pontos estacionarios da funcao Lagrangeana

(x*, v¥) € um ponto estacionario de L(x,v) se

m . Mg of .
Of(x%) = YViOgi(x*)] - Yoy = )
=1 i=10Xj = 0X]

gi (X*) =, Ui

Se (x*, v¥) € um ponto estacionario de L(X,v) e X* € uma
solucao otima irrestrita de L(x,v), entdo x* é uma solucao
otima do modelo correspondente com restricbes de
igualdade.

14
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Exemplo

min 6x12 + 4x§ + x§

S.a 24xq +24x, =360
X3 =1

L(x,v) = 6x12 + 4x§ + x§ +V[360—24%1 —24x5] + Vo [1— X3]

f(X) = @2x 8X5,2%3)
g1(x) = (24,24)0)
g2(x) = (001)

15
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24V1 =1 2X1

24\ =8Xo
vy = 2X3
24xq + 24%5 =360
1X3 =1

(X, X2, %3,V ,V2) = (691.32)

L(X,V) = 6x12 + 4x§ + x% — 72X — 12Xy —2X3 +1082

U
convexa

U
(Xi,xz,xg,vi,V;): (69132) = minimode L(X,V) 16
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Multiplicadores de Lagrange: interpretacao

v; = variacao valor 6timo f quando b, aumenta de uma unidade

v; = variavel dual

x« 0L
Vi =—

o
Limitacoes

= condi¢cOes de estacionariedade dificeis de resolver
= restricoes de desigualdade aumenta a complexidade
= solugOes otimas globais somente para modelos trataveis .,
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CondicOes de Otimalidade Karush-Kuhn-Tucker

Forma geral PNL diferenciaveis

min(max f (x)

S.a. gi(xX)=b, UG
gi(X)<hky, 0L
gi(X)=b, 0 0E

f, g : funcoes diferenciaveis

G, L, E : conjuntos de indices

18
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CondicOes das folgas complementares

Vil —gij(X)] =0 para todas desigualdades i

Restricoes nos sinais dos multiplicadores

objetivo| ieée< e | e =

min V. <0 v. >0 |lIrrestrito

max V. >0 V. <0 |lIrrestrito




CondicOes de Karush-Kuhn-Tucker

Solucdes (X, v) satisfazem as condicoes de KKT se:

f, g s&o funcoes diferenciaveis
condicOes das folgas complementares
restricoes no sinais dos multiplicadores
restricoes primais

equacao dos gradientes

bk owbdE

> 0g; (v = 0f (X
I

Qualquer x para o gqual existe um v que satisfaca estas
condicoes € um ponto de KKT



Caracteristica da direcao de busca Ax

objetivo LIf (X).Ax>0 LIf (X).Ax<0
min nao melhora melhora
max melhora nao melhora

(14.23)

LIf (X).Ax = 0= necessitamos de mais informacao

Factibilidade da direcao de busca Ax

Lg; (X).AX%s

(>0 restricbes ativas
<0 restricoes ativas

=0 todasrestricoes=

(14.24)
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Condicoes suficientes de KKT

= As condicOes de KKT fornecem um teste de primeira ordem para
determinar a auséncia de direcOes factiveis que melhoram o valor
da funcao objetivo

= |sto é, x € um ponto de KKT se e somente se n&o existe uma direcao
Ax em x que satisfaz as condicdes de primeira ordem (14.23)e (14.24)

U

» CondicOes KKT sao suficientes para otimo local, isto é,
se X € um ponto de KKT, entao x € otimo local

» Se modelo de PNL é convexo, condicoes de KKT sao
suficientes para 6timo global



CondicOes necessarias de KKT

= Necessidade: se x € uma solucéao otima, entdo x satisfaz KKT
= Solucao otima local € um ponto de KKT se:
1. todas as restricoes sao lineares

2. 0s gradientes de todas as restricoes ativas no ponto
de 6timo local sao linearmente independentes (qualificacéo

de restricao)
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(X~ 3P+ (X, - 3)?

s.a. 33X * 95X
5%, + 2X,
Xli X220

IN

15
10

IN
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Observacao

Este material refere-se as notas de aula do curso EA 044
Planejamento e Analise de Sistemas de Producédo da Faculdade de
Engenharia Elétrica e de Computacdo da Unicamp. Nao substitui o
livro texto, as referéncias recomendadas e nem as aulas expositivas.
Este material nao pode ser reproduzido sem autorizacao previa dos
autores. Quando autorizado, seu uso € exclusivo para atividades de
ensino e pesquisa em instituicdes sem fins lucrativos.
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