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Modelo Programacao Nao Linear: PNL

max (min) f(x)

restrito
S. a. Xx € Dc RN

max (min) f(x)

Irrestrito
S. a. x € D=R"
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Exemplo

. regressao nao linear
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ndamero custo namero custo ndamero custo
1 pi qi 1 pi qi 1 pi qi
1 19 7.9 5 5 19.5 9 14 9.2
2 2 25 6 6 13 10 17 6.3
3 9 13.1 7 3 17.8 11 1 42.0
4 4 17.4 8 11 8.0 12 20 6.6
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q=r(p)=x(p)*>

m

min f(x,%)= 2[q — X (p;)*?1*
=1

NUumero de Unidades x Custo Unitario

m=12

50
g0 |
< 30 | % %
5 . X1 = 40.69; Xy = —0.6024
% 20 .. °
S 10 - P ®oe l

0 ‘ ‘ ‘ —0.6024

0 5 10 15 20 q= r( p) =40.69 P

namero
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Funcoes Suaves e Derivadas

t i IRAES t

> > >
X X X

suave nao continua nao diferenciavel

o funcao f (x) suave: continua e diferenciavel no domimio de interesse D — R"
» modelos de PNL com funcbes suaves sao, geralmente, mais trataveis

 funcoes suaves: possuem derivadas — possibilitam busca mais eficiente

 derivada : foma analitica pode ser dificil / impossivel de ser obtida 5
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Busca Unidimensional

fo ! fx]

> X » X
1 hi hi lo
X =X~ —o(X" —X") * f(X) unimodal

2 lo hi lo
X7 =XT 4o (X —XT) « [XV, X°o]contém x*
o =0.618 (nimero de ouro) 6
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Busca Unidimensional com Numero de Ouro

Passo 0 Inicializac&o: escolher X!, X" e tolerancia ¢ > 0. Computar (0. = 0.618)
calcular valor da funcéo f (x) para os quatro pontos; t<— 0;

Passo 1 Parada: se (X" - XI°) < ¢, parar: solugéo 6tima aproximada x* =1/2 (X" - XI°);
sendo ir para Passo 2 se f (x!) é superior a f (x?); caso contrario ir para
o Passo 3;

Passo 2 Esquerdo: estreitar lado esquerdo do intervalo;
XMe—x2; XX
avaliar f(x!); t<«—t+1;irpara Passo 1;

Passo 3 Direito: estreitar lado direito do intervalo;
XO0¢—xl; XX
avaliar f(x?); t<—t+1;irpara Passo 1;
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Intervalo Inicial para Busca Unidimensional

* intervalo inicial deve ser tal que x* € [ X", x°] — padrédo 3 pontos
e padrdo 3 pontos {xlo, xmd xhi 1 = xlo < xmd < xhi = f (xmd) melhor que f(x") e f(x°)

e padréo 3 pontos {xlo, xmd xhi 1 5 x* ¢ [ xh | xo]

Passo 0 Inicializa: escolher limitante inferior X'Opara X* e passo § > 0;

Passo 1 Esquerda ou Direita: se f(X°+ §) é superiora f(X°) entdo XMd «— xl° +5;
ir para 0 Passo 2 para busca a direita; caso contrario 6timo esta a

esquerda; fazer XN« Xlo + §: ir para Passo 3;

Passo 2 Expande: amentar 8 <— 2 8; se f (X™Md) é superiora f(XMd+ §) entdo
XN «— xMd + 5 e parar; {X/°, XMd x" 1 fornece padréo
3 pontos; sendo X0 ¢«— xmd. xmd ¢ xmd 4 5. repetir Passo 2;

Passo 3 Reduz: diminuir 8 <— 8/2; se f(X°+§) é superiora f(X°) entdo
XMd ¢« X0+ § e parar; {X°, xMd X"} fornece padréo
3 pontos; sendo X" «— X! + §; repetir Passo 3; 8
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Condicoes de Otimalidade

Vetor Gradiente

Matriz Hesslana
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X = (X, X9, Xpn); T R" — R diferenciavel em x :

Vi (x) = (6f/0X;...0t/0X; ...0f 0 )

H(x) =

521
8x12
02 f

8Xn le

0% f
8X1 aXn

0° f
8x%
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m

X=(X,%);  F(X,%)=Yla —x(p) 2]

i=1 Exemplo
regressao nao linear
81: m X X
— =) . — X D 2 A2
o, El(q PP
of m
—=-22(g —% piX2 )X piX2 In(p;)
0Xy i1
af m
— =22
OX i=1
of m
— =23 In” (PG =% B2 )04 B ) = (4 p% )]
5)(2 i=1
of of m « « « y
— ) i D2 W D2V ) = (072 )X D22 )Y In( D;
8X18X2 8X28X1 igl[(ql 1pl )( p' ) Il( pl) (pl )( lpl ) Il( P )]
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R =(x,%) = (33, -0.5)

vf (33, -0.5) = (8floxq, 6floxs )¢ = (~23.07, —174.23)

H(33,-0.5) =
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6X2 @Xl

02 f
8x12
02 f

02 f
8X18X2
02 f

c’?x%

{

5.77 179.65
179.65 11003.12

|
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Aproximacao via séries de Taylor

f,(x'+AAx) = f(x') +AVF (x})Ax

la ordem
of
fl(x -I-}\,AX)—f(X )—I—XZ Xj
j=1 oxj
22
fo(x'+2AX) = f(x!)+AVE(x!)Ax +=-AxH (x")Ax
2a ordem

of 79 nn( of
f +AAX)=f + A o — Xi AX;
5 (x! x) = f(x") Z_ll[aijA 5 |21121£5X|5X jA j AX]

J
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Gradientes e d0timos locais condic&o necessaria

de la ordem

xt @ um ponto estacionariodef se Vf(x)=0

otimo local de uma funcéo objetivo suave € um ponto estacionario

f(x'+2Ax) = f(x)+AVE(x1)Ax
Ax = £Vf (Xt) [+ max, — min ]

f(x'+AAX) = f(xb) £ AVE(xHVE(x})

U

funcéo objetivo melhora a menos que V f (xY) =0 3
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Hessianas e 6timos locais condigBes de

2a ordem

se x' € um ponto estacionario de f entao V f (x!) =0; logo

2
f(x'+AA %)~ f(xY)+AVE(x})Ax + A AxH (x")Ax
2 Ax direcao de

t 22 . melhora em xt
~ f(x")+ 0 +7AXH(X )AX
U
necessaria
xtminimo localdef —  H(x!) semi-positiva definida
xtmaximo localdef — H(x! semi-negativa definida
suficiente

x! ponto estacionario de f e H(x!) positiva definida — x' minimo local de f

x! ponto estacionario de f e H(x!) negativa definida — x! maximo local de f
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lonarios

exemplos

pontos estac




Convexidade e Otimalidade Global

funcdes convexas

A

)]

f (XZ).

f(x!)
f(x)

fxl+ax2—xH < fx )+ A[f(x?)- fxD]; x,x?eD; Ae[0]]

16
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funcOes coOncavas

f(x)

f(x)
f(x?)

f(x)

fxl+ax2=—x) > fx )+ A[f(x?)- fxD]; x,x?eD; Ae[0]]

17
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Funcoes Convexas e Concavas

1- se f(x) € convexaentdo -f(x) € coOncava

2- f (x) com segundas derivadas continuas € convexa se e somente se
a matriz Hessiana H(x) € semi-positiva definida em um dominio convexo
(aberto)’; f(x) é concava se e somente se H(x) € semi-negativa definida.

3- funcdes lineares sao convexas e concavas

4- se f(x) € concava, g(x)=1/f(x) éconvexa V x|f(x)>0
se f(x) éconvexa, g(x)=1/f(x)éc™cava Vx|f(x)<O

5- se g (y) € uma funcao convexa nao decrescente e h(x) € convexa, entao
f(x)=g(h(x)) € convexa; se g(y) € uma funcao cbncava ndo decrescente
e h(x) e cbncava, entao f (x) =g (h(x)) é concava

18
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6- f (x) € convexase,paraa, >0 e g (x) convexa, i=1,.,K

K
Fx)=20i0i(x)
!

7- f (x) formada a partir de maximos de funcdes convexas € convexa
f (x) formada a partir do minimo de fungcdes concavas € concava

f (x) = max, {gj (x);i =1, k}
f (x) = min, {g; (x);l =1,---,K}
8- funcdes convexas (concavas) sao unimodais (0 contrario nao)

19
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Otimalidade Global: Condi¢cOes Suficientes

» se f (x) € uma funcao convexa, entao todo minimo local € minimo global

» se f (x) € uma funcao concava, entao todo maximo local € maximo global

por exemplo, no caso de minimo: seja x* minimo global e x! = x*
fx*)< f(x') = A[f(x*)—f(x)]<0; VA>0
fix'+ax*—xH)]< FxH+ A fx®) - fxH] < fx'); rel0]]

Ax = (x! - x*) direcdo melhoraem x!,V x! € D

U

x* Gtimo global 20
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 todo ponto estacionario de uma funcao convexa suave € um minimo global

 todo ponto estacionario de uma funcao concava suave € um maximo global

por exemplo, se f (x) &€ convexa, entao:

flx +Ax—x )< f)+A[fx)=-f(x)]  Ae(01]  definicio convexidade
flx +A(x=x )]~ f(x )+ AVEX)(x=x) Taylor
f(x)- f(x )= Vf(x )x—x)

Vix)=0 = fx-f(x)>0 Vx
)

x* & minimo global 9
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Algoritmo (Busca) do Gradiente

Passo O Inicializacdo: com solucao inicial x% toleréncia € > 0;t « 0;
Passo 1 Gradiente:calcular Vf (x') em x¢
Passo 2 Ponto Estacionario: se ||Vf (xY|| £ & entéo parar; x' € 6timo;
Passo 3 Direcdo: Ax"l« +Vf (x9) [+ para max, - para min];
Passo 4 Busca Unidimensional: determinar A, resolvendo

max (min) f(xt+AAx™);

Passo 5 Atualizar: x""l=x'"+ X A xt;

Passo 6 Incrementa: t=t+ 1;ir para Passo 1;

22
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Algoritmo do Gradiente

23
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Método de Newton

Utiliza informacao de segunda ordem

2
fo(x'+AAx) = f(x')+AVE(x)Ax + %AXH (xHAX

| =1

n [ of A2 hon( p2f
fr(xP+AAX) = F(xD)+ 0 — AX; +— Xi AX;
2 (X X) (x") Z[@-JAJ ZZLGXianJAI j

X] 2 j=1j=1

fazendol =1 e derivando com relagao a Ax

n 2
ofy _of | . 0° f
5AXi aXi j=1 @Xi OX J

AXj , i =1-,n
Vi, (Ax)=0 > HxHAx =-Vf(x")

Vi, (Ax) =V (xY)+H(xH)Ax y



Newton

f(x)
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Qe Gradlente

................................................................ BN
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« algoritmo Newtoniano converge para 6timo local se inicializacéo é
suficientemente préoxima do o6timo local

* Nn&0 ha garantia de que a matriz Hessiana seja nao singular em
todo dominio de interesse

* idéia: combinar gradiente + Newton
\J
» métodos Quase Newtonianos: Ax=-D,V f(x,)
* matriz D aproxima da inversa da Hessiana H -! ao longo da busca

» Hessiana: relacionada com a variagao do gradiente:

"

vi (xD) - v (xb) = H(xH[x = xt

29



Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno: Método BFGS

Ax « — D, VI

t+1 t+1

X — Xt+7\,t+1AX

T T T T
D D;gd' +dg’' D
Dy.j < Dy +| 1+ 8 t8 d? t 8 : g b
d" g d" g

dTg
d=x"-xt  g=vix!™H-vix') Dy==l

(— min, + max)
30



Qe BFGS
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Algoritmo de Nelder-Mead

* nao utiliza derivadas
 mantém (n+1) solucbes candidatas
* baseia-se nos conceitos de;:

— reflexao

— expansao

— contracao

— encolhimento

Ax= X' — merl merl < pior solugdo entre as (N+ 1) candidatas

n .
Z y' N—¢ésimo centroide



reflexdo

o B
. expanséo’
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encolhimento
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Observacao

Este material refere-se as notas de aula do curso EA 044
Planejamento e Analise de Sistemas de Producé&o da Faculdade de
Engenharia Elétrica e de Computacdo da Unicamp. N&o substitui o
livro texto, as referéncias recomendadas e nem as aulas expositivas.
Este material nao pode ser reproduzido sem autorizacao previa dos
autores. Quando autorizado, seu uso é exclusivo para atividades de
ensino e pesquisa em instituicdes sem fins lucrativos.
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