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Modelo de Programacao Linear

max CX X (nx1)
sa. Ax<b A (mxn), b (mx1), ¢ (@xn)
x=0

|I>:()(DRn | AX < b, x =0} Poliedro

1-poliedros sao conjuntos convexos

2- poliedros podem ser limitados ou ilimitados
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Exemplo

max 12 ¥ + 9%y
s.a. X1 <1000
Xo <1500
X1+ Xo <1750
4xq + 2Xo < 4800

X1, Xo02 0
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X5 solugao otima: x* = (650, 1100)
. maximo local = maximo global

< X; <1000 (x;=0)
2000

X, <1500 (x,=0)

1000

4
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Solucobes factiveis
— fronteira
— interiores
— extremos

X5 A

Solucéo o6tima
— ponto da fronteira
— Unica = ponto extremo

/'

Extremo N&o factiveis
1000 \
° X8
Fronteira ——» ¢x°  * X'
X2
X0 s
| L | >
1000 | 2000 %
Interior °
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Forma Padrao Modelos de PL

max 12 xq + 9%,
S.a. X1 + X3 =1000
X2 +X4 =1500
X+ Xo +X5=1750
4x1 + 2%y +Xg = 4800
X1, X2, X3, X4, X5, Xg= 0

X3, X4 X5 Xg - Variaveis de folga

min (max) cx cOR"
s.a Ax =b bORM Forma padréo
x>0 x OR"

OBS: para restricdes > subtrai-se x's — variaveis de excesso 6
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min (max) cx cOR"

s.a AXx =b bORM Forma padrao
x>0 x OR"
P=(x0U R" |AX = b, x 20} Poliedro forma padréo

XUP  significaque x é uma solucéo factivel

OBS: poliedros sao conjuntos convexos e podem ser limitados ou ilimitados
7
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* pontos extremos: definidos pelas restricbes que estao
simultaneamente ativas nos pontos

 pontos extremos adjacentes: restricoes ativas diferem de um elemento

e aresta: segmento de reta que conecta dois pontos
extremos

8
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SolucOes Basicas

max 12 x; + 9%,

S.a. X1 + X3

=1000

X9 + Xy =1500

X+ X + Xg =1750

4x1 + 2X%o +Xg = 4800

X1, X2, X3, X4, %5, X6 2 0

Xq + X3 =1000
X + Xy = 1500
X+ X =1750
4xq + 2Xo = 4800

Basicas

ProfFernandoGomide

Nao basicas

9
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< X; <1000 (x;=0)
2000

X, <1500 (x,=0)

10001

10
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Existéncia de Solucoes Basicas

X1 + X3 =1000 1 010

X2 X4 1500 def 0 0 _ 240
X+t X +0 =1750 1100
4xq + 29 + 0 = 4800 4200
X1 + X3 =1000 1100

0 +0 =1500 0 00O

det =0

X+ 0 + X5 =1750 1010
4x + O +X5 = 4800 4 0 01

Solucéo basica existe se e somente se as colunas das restricdes de
de igualdade correspondentes as mvariaveis basicas sao linearmente

iIndependentes (formam uma base)(solucao ndo degenerada).
11
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» Solucao basica factivel: solucao basica ndo negativa

» SolucOes basicas factiveis: pontos extremos de D

x'1=(120Q 0, - 200 150Q 550, 0)

x? =(100Q 150Q 0, 0, — 750, — 2200

x2 =(100Q 400, 0,110Q 350, 0)

12
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Ponto extremo: definicao

Um ponto x de um conjunto convexo C € um ponto extremo se néo
existem dois pontos distintos, x! e x> em C tal que, para algum a,
O<ax<l

X=axl+(1-a)x?

13



Resumo dos Resultados Importantes

Teorema 1. equivaléncia de pontos extremos e solucdes basicas

Considere um poliedro ndo vazio P ={XxIR"| Ax=b e x=0} . Um
vetor x € um ponto extremo de P se e somente se X € uma solucao
basica factivel de Ax = b, x=0.

Teorema 2: representacéo de solucdes basicas factiveis

Considere um modelo de PL na forma padréo e sejam x%,..,X¢ solucdes
basicas factiveis do modelo. Entdo, qualquer ponto x [ P pode ser

escrito como

Kk

X=d+ ) )\ixi
1=1

, L K
onde ou d = Oou é uma direc&o ilimitada e Z Ai =120
i= 14
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Teorema 3: resultado fundamental da programacao linear

Dado um modelo de programacao linear na forma padrao, entao:

3.1 se existe uma solucéao factivel, entdo existe uma solucéo basica
factivel

3.2 se existe uma solucéao factivel 6tima, entdo existe uma solucao
basica factivel 6tima.

(resultado fundamental da PL sob o ponto de vista algébrico)

15
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Colorario 1: existéncia de pontos extremos

Se um poliedro P = {x JR" | Ax = b e x> 0} é nao vazio, entao P
POSSUi N0 MiNIMO um ponto extremo.

Colorario 2: solucéo 6tima finita € um ponto extremo

Se existe uma solucéo otima finita para um modelo de PL, entao
existe uma solucao otima finita que € um ponto extremo de P.

ProfFernandoGomide
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Colorario 3: numero de pontos extremos

O poliedro P possui no maximo um ndmero finito de pontos extremos.

Colorario 4: representacio de poliedros limitados

Se o poliedro P ¢ limitado e nao vazio, entao P € o conjunto dos pontos
gue sao combinacdes convexas de seus pontos pontos extremos.

17

ProfFernandoGomide



Teorema 4: resultado fundamental da programacéo linear

Uma funcao objetivo linear cx atinge seu minimo sobre um poliedro
limitado P em um ponto extremo de P.
Prova (Luenberger, 1973):

Sejam x1, x2, ..., xk pontos extremos de P. Como P é finito e convexo,
todo ponto x [1 P pode ser expresso como

X=o,xt+a,x2+ ... +a,xk o=20,i=1,.kKa +a,+..+a,=1
Logo cx =a, (cx}) + a, (cx?) + ... +0, (CXK)
Seja z = min {cxi,i = 1,....k}. Entdaocx = (a, +a,+ ...+0,)z =z

Logo, o0 minimo de cx sobre P ¢ z.

(resultado fundamental da PL sob o ponto de vista geometrico)

ProfFernandoGomide
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Algoritmo Simplex

1-solucao basica factivel inicial: ponto extremo

X1 X9 X3 Xa X5 X6
max C 12 9 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1000
A 0 1 0 1 0 0 1500
1 1 0 0 1 0 1750
4 2 0 0 0 1 4800
N N B B B B
X 0 0 1000 1500 1750 4800

ProfFernandoGomide
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2-DirecOes de busca (direcoes simplex)

DirecOes simplex: sao construidas aumentando-se uma unica variavel
nao basica de tal forma gque as variaveis nao basicas
restantes nao sejam modificadas e determinando as
correcoes correspondentes para as variaveis basicas
necessarias para preservar as restricoes de igualdade

AAx =0

aumentando x, aumentando X,
(A% =1] 4=0]
) At 1 01 0 0 0]Ax=1
1 0100 0]|Ax=0 010100
01010 0 Ox =0
3 1=0 1100 10| &g
1100 10| Ay 420001 o
4 2 000 1] O - 1
| M ) )

Ax=[l 0 -1 0 -1 -4 ax=[o 10 -1 -1 -2
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Pros

3-Direcoes que melhoram objetivo e custo reduzido

n
f (%) :cx:chxj . Of(x) =c =[cy,Cp,-+Cr], OX
j=1

Cj =cAX, Ax =direcaosimplexqueaumentax; custo reduzido

cj >0 direcaosimplexmelhora,paraproblemasie maximizaca

c_j <0 direcaosimplexmelhora,paraproblemasie minimizac®

1 0

0 1
¢=12290,0,0,0] 0 =12>0; ¢, =[129,0,0, 0, 0] . =9>0

-1 -1

-4 _ 21
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4-Passo na direcao de busca

Ve

3

{
. X ]
A = mins :ij<0>
— AX J
§ J
X1 X2 X3 X4 X5 X6
max C 12 9 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1000
A 0 1 0 1 0 0 1500
1 1 0 0 1 0 1750
4 2 0 0 0 1 4800
N N B B B B
X 0 0 1000 1500 1750 4800
AX 1 0 -1 0 -1 -4
1000/-(-1) 1750/-(-1) 4800/-(-4)

ProfFernandoGomide

A =min{100Q 175Q 120¢ =1000

nenhuma componente de Ax
para a solucao basica corrente
xt negativo — problema ilimitado

22
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5-Atualizacao da base

200(¢

X; <1000 (x3=0)

X

0 1 (1000]
0 0 0
0 1000 -1 0
=X~ +AAX = +1000 =
1500 0 1500
1750 -1 750
| 4800 —4| | 800

X, <1500 (x,=0)

e variavel x; entra na base
e variavel x, sai da base

23




Algoritmo Simplex: Resumo

Passo 0 Inicializacao: com solucéo basica factivel x°, t « 0O;

Passo 1 Direcdes simplex: construir Ax associada com nao basica x
calcular custo reduzido C = cAx;

Passo 2 Otimalidade: se nenhuma direcao melhora ( Jﬁgj > (0 para max
¢ < Opara min), entao parar, X' é 6tima; senao escolher nova
direcdo Ax que melhora valor funcao objetivo; seja x; a variavel
gue entra na base;

Passo 3 Passo: se todos componentes de Ax forem nao negativas, entao
parar, o modelo é ilimitado; sen&o determinar A e escolher variavel
que deixa a base, X.: A « (X./-AX);

Passo 4 Novo ponto e base: determinar nova solucao xt*1 = xt+ A Axt*1l e
trocar X, por X, ; t=t+1 ir para o Passo 1;

24
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200(¢

X, <1000 (x;=0)

X, <1500 (x,=0)

25



Tableau Simplex

X 1 X 5 X 3 X 4 X & X 6
a1 iV 1 0 0 0 Ql
o1 o2 0 1 0) 0 b
3s1 a2 0 0 1 0 b
a1 2 0 0) o) 1 D4
G G 0 0 0 0 Z

Método de eliminacao de Gauss e 0 algoritmo simplex

1- Sellg > 0 (g < 0, min) entéo. colunaq= rna{rgj, JUN} |
linha p= mm{l;i/giq, 3,> 0,1 =1,...m}
Se ¢<0,0] (g >0, min) entao solugao otima
SelJa, > 0 entdao o modelo € ilimitado

2- Atualizar elementos do tableau 26
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Atualizacao do Tableau Simplex

q
X1 X2 X3 Xq Xn
Y11 Y12 V13 . . Vin Vin+1
Y21 Y22 Y23 Yin Y2 n+1
P Yp1 Ypq
Ym1 Ym2 Ym3 ceas ceen Yin Ymmn+1
Y+ 1,1 Ym+1.2 VYm+1.3 . e Ym+1in Ym+1n+1
' Yi )
Yij = Vi -JEWq 1#p
Ypq —
Ypq = PIVO
' Y i
Ypj =~ '=p
Ypq 27
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q=1 t=0
v

X1 X2 X3 X 4 X5 X g

p=1> 1 0 1 0 0 0 1000

0 1 0 1 0 0 1500
1 1 0 0 1 0 1750
4 2 0 0 0 1 4800
12 9 0 0 0 0 0

a=maxg,c, f=max12 9} =1
J J

p:min{ By by bs Dby }:min{loon,NSQ 1200} =1
I &1 Q1 831 agg i

28
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Pro

{ t=1
X1 X2 X3 X4 X5 X6
1 0 1 0 0 0 1000
0 1 0 1 0 0 1500
0) 1 -1 0) 1 0] 750
0) 2 -4 0) 0) 1 800
0 9 -12 0 0 0 -12000

fFernandoGomide

q=max ¢y, c3f=max 9, -12} =2
j j

p=min
|

|

b by, by Dby

Yo 2 832 42

|

= min{ x, 1500, 750, 400} = 4
I

29



Pro

qf3 =2
X1 X2 X3 4 5 X6
1 0 1 0 0 0 1000
0 0 2 1 0 -0.5 1100
0 0 1 0 1 -0.5 350
0 1 -2 0 0 0.5 400
0 0 6 0 0 -4.5  -15600

fFernandoGomide

g=max c3, cg } =max 6, - 45} =3
J J

p=min
|

|

l—31 l_32 l_33 l_34

43 d23 d33 43

|

=min{100Q 550, 350 x} = 3

30



Pro

X1 X9 X3 X4 X5 X6

1 0 0 0 -1 0.5 650

0 0 0 1 -2 0.5 400

0 0 1 0 1 -0.5 350

0 1 0 0 2 -0.5 1100
0) 0 0 0) -6 -1.5 -17700

x*= (650 1100 350 400 0 0)

fFernandoGomide
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Algoritmo Simplex com Duas Fases

Passo 0 Modelo Artificial: se Osolucao basica factivel X%, entao ir para 3;
sendao criar modelo artificial somando (subtraindo) variaveis arti-
ficiais;

Passo 1 Fase I: inicializar modelo artificial com solucao basica artifical
factivel e minimizar soma das variaveis artificiais;

Passo 2 Factibilidade: se Fase | termina com soma > 0, entao parar (modelo
original infactivel); senao utilizar solucéo final como solucao basica
factivel inicial para o modelo original;

Passo 3 Fase Il: aplicar algoritmo simplex inicializando-o com a solucéo
basica factivel obtida no Passo 2 para obter ou a solugao 6tima,
ou detetar que o problema é ilimitado.

32
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min 4% + Xo + X3
Ss.a. 24+ Xo+2X3=4
3X1 +3X2+ X3 =3

X1, X2, %320

Fase |

min x4 + Xg

S.a. 2t Xo+2x3+ x4 =4 Modelo
3% +3%+ X3+ X5 =3 Artificial
X1, X0, X3, X4, %5 20

33
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Tableau inicial

X1 X9 X3 X4 X5
2 1 2 1 0 4
3 3 1 0 1 3
0 0 0 -1 -1 0
Primeiro tableau
X1 X2 X3 X4 X5
2 1 2 1 0 4
3 3 1 0 1 3
5 4 3 0 0 7

ProfFernandoGomide
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Segundo tableau

X2 X3 X4 X5

1 | 43| 1 -2/3 2
1 1/3 0 1/3 1
-1 4/3 0 -5/3 2

Terceiro tableau

X2 X3 X4 X5
-3/4 1 3/4 -1/2 3/2
5/4 0 -1/4 1/2 1/2

0 0 -1 -1 0

35



min 4x + Xo+ X3

S.a. 2+ Xo+2x3=4
3% +3Xo+ X3 =3
X1, X0, X320

Fase |l: tableau Inicial

X1 X2 X3
0 -3/4 1 3/2
1 5/4 0 1/2
-4 -1 -1 0

ProfFernandoGomide

36



Primeiro tableau

X1 X2 X3
0 -3/4 1 3/2
1 5/4 0 1/2
0 13/4 0 712
Segundo tableau
X1 X2 X3
3/5 0 1 9/5
4/5 1 0 2/5
-13/5 0 0 11/5 -
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Solucoes degeneradas

O I I I I

0 5 10 15 20
iteracoes

Solucéao basica factivel € degenerada  se restricoes de ndo negatividade
para algumas variaveis basicas estao ativas ( algumas variaveis basicas
sao nulas) ~ varias bases produzem a mesma solucéo basica 38
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Convergéncia e Ciclagem

» Se a cada iteracao existe um valor A > 0, entdo o algoritmo simplex
para apo0s um numero finito de iteracdes, indicando ou a solucao
Otima ou concluindo que o modelo é ilimitado.

e com o algoritmo de duas fases, pode-se também detetar infactibilidade.

 existéncia de solucbes degeneradas pode provocar que A = 0.

» sequéncia de solucoes pode se repetir — ciclagem

n
m(n—m)!

n°® maximode bases=

40
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Observacao

Este material refere-se as notas de aula do curso EA 044
Planejamento e Analise de Sistemas de Producédo da Faculdade de
Engenharia Elétrica e de Computacdo da Unicamp. Nao substitui o
livro texto, as referéncias recomendadas e nem as aulas expositivas.
Este material nao pode ser reproduzido sem autorizacao previa dos
autores. Quando autorizado, seu uso € exclusivo para atividades de
ensino e pesquisa em instituicdes sem fins lucrativos.
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