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Resumo

Esta tese de doutorado tem como objetivo apresentar uma proposta de modelo
computacional de superficie deformavel. Ha duas vertentes de modelos de superficies
deformaveis fisicamente embasados: modelos de mecanica das particulas e modelos de
mecanica dos continuos. Os modelos de mecanica dos continuos sao mais realisticos
e intuitivos, por se basearem numa estrutura geométrica continua e utilizarem os e-
lementos de Geometria Diferencial para a sua analise. Similar a maioria dos modelos
deformaveis com base na mecanica dos continuos, propomos um modelo de superficie
deformavel com base na superficie de Cosserat elastica. Diferentemente dos modelos
existentes na literatura de Computacao Grafica e Animacao, o nosso modelo considera
a relacao entre as deformacéoes tangenciais e normais, e inclui um novo paradigma line-
arizavel para estimar os vetores normais. Isto possibilita a formacao de dobras e rugas
a partir da acao de forcas tangenciais. Uma implementacao € apresentada. Para corrigir
alguns tipos de desequilibrios criados pelo método das diferencas finitas empregado na
discretizacdo, propomos fatores de correcoes das forcas internas atuantes nas bordas.
Experimentalmente, o modelo proposto foi validado com aplica¢gdes para caimentos, para
criacao de dobras e rugas de tecido de pano.

Abstract

This doctoral thesis aims at presenting a proposal of a computational model for a
deformable surface. There are two trends of deformable surface models that are phys-
ically based: particle systems and continuum mechanical models. The continuum me-
chanical models are more realistic and intuitive, since the underlying geometric struc-
ture is a continuum which can be analyzed with use of Differential Geometriy. Similar
to most of works based on the continuum mechanics, we propose a deformable surface
model based on an elastical Cosserat surface. Differently from the existing models in
the Graphic Computer and Animation literature, our model considers a relation between
the tangential and normal deformations, and integrate a novel linearizable approach for
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estimating the normal vectors. This provides an efficient way to simulate folds and wrin-
kles under the action of tangential forces. An implementation is presented. In order to
correct some kinds of unbalance of forces, due to the methods of finite differences em-
ployed on the discretization, we propose correction factors for the internal forces that act
on the boundaries. Experimentally, the proposed model was validated in the simulations
of cloth draping, folds and wrinkles of cloth.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao e Importancia

A modelagem de objetos deformaveis tem sido alvo de estudo pela comunidade
de computacao grafica por mais de duas décadas, através de uma vasta cadeia de apli-
cacoes e pela arte em si que gera imagens e animacoes de cenas virtuais de fina beleza

comparaveis as cenas reais.

Os modelos deformaveis tém sido usados, por exemplo, na manufatura e pro-
jeto de vestuarios (animacao de vestuarios sobre figuras humanas, no comportamento
de tecidos sobre outros objetos ou suspensos, etc), animacdes de expressdes faciais
e figuras humanas e animais e na area de medicina para analises de imagens médi-
cas (incluindo segmentacao, representacao, registro e captura de movimento da forma),
modelagem e animacdo de musculos, simulac¢oes cirurgicas e treinamento de pessoal,
ambos com a exigéncia de tempo real e modelagem fisicamente realistica de tecidos
humanos complexos, nao-lineares e deformaveis [41], dentre outras aplicacoes. Para
sumarios do uso de modelos deformaveis em analises médica, recomenda-se a referén-
cia [60]. Um panorama de modelos deformaveis em computacao grafica com enfoque
maior em medicina € dado em [41]. Aplicacdes e panorama de modelagem e animacao
de vestuarios sao apresentados em [66, 49, 90]. E, para uma revisao sobre superficies

deformaveis: topologia, geometria e deformacédo, recomenda-se [62].

A modelagem e animacao de tecido em computacao grafica € de grande importan-
cia para moda e entreternimento. Muitos esforcos de pesquisa em computacao grafica
tem sido despendidos para a simulacao estatica e dinamica de tecidos. O mesmo € relati-

vamente dificil para simular, principalmente por causa da complexidade de suas formas
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e movimentos. Ele é facilmente deformado e pode assumir muitas formas complicadas
com muitas dobras, rugas e/ou vincos, e isto € ainda dificil de realizar com as técnicas
computacionais conhecidas [69]. A aparéncia realistica dos resultados de simulac¢des de-
pendera entao da capacidade do modelo deformavel contemplar tais fenomenos fisicos

que ocorrem no tecido.

1.2 Classificacao dos Modelos Deformaveis

Podemos classificar os modelos deformaveis em trés tipos: (1) modelos geométri-
cos, por exemplo [1, 6, 20, 21, 46, 47, 48, 57, 59, 61, 66, 67, 77, 81, 82, 92]; (2) modelos
fisicos, por exemplo [3, 4, 8, 9, 11, 12, 15, 27, 28, 33, 35, 37, 39, 40, 44, 50, 58, 65,
70, 73, 76, 85, 87, 93]; (3) existem modelos que tentam unir uma abordagem geométrica
com uma abordagem fisica (modelos hibridos [14, 17, 22, 38]). Os modelos geométricos
nao levam em consideracao as propriedades fisicas do objeto, fazendo uso de entidades
e/ou transformacoes geométricas para obterem os efeitos desejados. Sao tuteis para
modelagem estacionaria, objetos rigidos cuja forma nao muda ao longo do tempo. In-
felizmente sao modelos inertes [86]. Os modelos fisicos buscam incorporar conceitos
e propriedades fisicas para a animacao do objeto. Eles constituem um campo impor-
tante e tem atraido interesse da comunidade de computacao grafica, pela possibilidade
de unir realismo e controle intuitivo em simulagdes estaticas e dinamicas, o que nao é
possivel fazer com os modelos geométricos. A desvantagem deste tipo de modelo esta
no custo computacional maior do que os modelos geométricos (complexidade de tempo
e memoria). Finalmente, os modelos hibridos tentam suprir as deficiéncias dos mode-
los fisicos na simulacao de distintos comportamentos de curvatura com as técnicas de

modelagem geométrica para aumentar o realismo nas simulacoes.

De acordo com a representacao geométrica do objeto sobre a qual € desenvolvida
a teoria de deformacao, distinguimos os modelos fisicos em dois tipos: (1) aqueles que
consideram o objeto como um conjunto discreto, como € o caso do modelo de sistemas
de particulas que utilizam a mecanica das particulas [4, 8, 9, 11, 22, 33, 37, 39, 40, 44,
65, 73, 76, 85, 93]; e (2) aqueles que consideram o objeto como um continuo utilizando
a mecanica dos continuos [3, 12, 15, 27, 28, 35, 50, 58, 70, 87]. A primeira, a abor-
dagem de sistemas de particulas, parte do menor elemento que constitui o objeto, as
particulas, as quais sao consideradas como pontos-massa. Cada particula esta conec-
tada as particulas vizinhas, por meio de fios ou molas, para incorporar os parametros

de controle do comportamento do material do qual € feito o objeto, tais como estica-
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mento, cisalhamento e curvatura. Estes fios ou molas constituem um mecanismo para
modelar as relacoes ou interacoes desta particula com as suas vizinhas. A segunda
abordagem, baseada em mecanica dos continuos, considera o objeto como um continuo,
usualmente representado parametricamente. E considerada uma regido continua em
torno de cada ponto do objeto (geometria diferencial) e nela sdo impostos principios
de equilibrio para obter equacoes diferenciais parciais na forma integral ou pontual que
governam o equilibrio. Por menor que seja a vizinhanca local de cada ponto, ainda assim
sera um elemento de dimensao maior do que o ponto ou particula, considerado elemento
sem dimensao. Observemos que na segunda abordagem a incorporacao dos parametros
de controle do comportamento de deformacao do objeto € feita de forma natural. Estes
parametros ja vém embutidos no modelo continuo € nao ha uma busca de modelar as

possiveis interacdes internas ocorridas.

De acordo com Simo et al. [80], em todo procedimento de solucdo numeérica,
existem dois niveis diferentes de aproximacdes a serem considerados: (1) o primeiro
nivel se preocupa com a geometria do objeto e as equacoes de equilibrio que governa o
movimento dele; (2) o segundo nivel esta relacionado a solucdo numérica das equacoes
de equilibrio. Um modelo geometricamente exato refere-se ao primeiro nivel. Consi-
deramos o modelo de particulas geometricamente inexato enquanto o modelo continuo,
baseado em teoria de cascas, € considerado geometricamente exato. Isto €, aceitando as
suposicoes cinematicas que definem a classe de movimentos admissiveis, a geometria

da casca e as equacoes de equilibrios sdo tratadas exatamente.

1.3 Panorama dos Modelos Fisicos

House e Breen [9, 49] estabeleceram que o “tecido € um mecanismo, nido um
continuo”. Contudo, em computacao grafica, nao podemos dar ao luxo de modelar cada
detalhe deste mecanismo. A unica maneira de evitar isto € considerar um pedaco do
tecido como um material continuo [37]. Infelizmente, modelos continuos mais precisos
numericamente geralmente conduzem a um grande esfor¢co computacional. Eischen e
Bigliani [34] realizaram uma bateria de testes e simulacdes para comparar os dois mo-
delos distintos, um modelo continuo € um modelo de particulas. Eles concluiram que
um modelo continuo € mais preciso enquanto um modelo de particulas tem um melhor
desempenho em tempo e apresenta resultados qualitativamente corretos. No entanto,
acreditamos que os modelos continuos dao um melhor controle das deformacées e resul-

tados mais realisticos, por serem baseados numa teoria que permite analises diferenciais
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sobre o seu comportamento [41].

O modelo precursor dos modelos fisicos foi proposto por Feynman [39]. Ele tratou
o caimento do tecido como um problema de minimizacdo de funcoes energia de uma
grade de pontos. Breen et al. [8, 9] também formularam o problema como um problema
de minimizacdo de func¢des energia, considerando os cruzamentos dos fios do tecido
como particulas. Utilizaram ainda dados do tecido obtidos pelo sistema de avaliacao de
Kawabata [53] nas simula¢gdes. Motivados pelo modelo de Breen et al. [9], Eberhardt
et al. [33] propuseram um modelo estendido incorporando a equacao de Lagrange para
governar o movimento das particulas. Baraff et al. [4] descreveram a energia em cada
ponto do modelo em funcao das relacoes deste ponto com os seus vizinhos. Por questao
de instabilidade na obtencao das solucdes em cada instante ¢, introduziram ainda o
método de Euler implicito na integracdo numeérica de forma a nao onerar o tempo de
processamento. Bridson et al. [11] focaram a sua pesquisa na simulacao de roupas com

dobras e/ou vincos.

Outros modelos de particulas fazem uso de sistemas massas-molas para esti-
marem a forca interna a partir das reacdées das molas. Provot [73] propés um modelo
baseado numa rede de massas-molas. Devido o tecido ter o comportamento nao-linear,
problemas de superelasticidade ocorrem quando a mola, que tem um comportamento
linear, esta submetida a alta pressao. Provot propos a alteracdo da posicao da particula
quando a sua distancia para a particula vizinha ultrapassa um valor limite estabelecido.
Os trabalhos [16, 30, 31, 32, 40, 45, 52, 88, 89, 91] priorizaram a discussao sobre pro-
blemas de superelasticidade, complexidade temporal e instabilidade. Desbrun et al. [30]
propuseram dividir as for¢cas no sistema em partes linear e nao-linear. O objetivo deles
era propor um algoritmo estavel e eficiente para animacao de objetos deformaveis no
contexto de realidade virtual. Kang et al. [52] tentaram melhorar a aparéncia do tecido
subdividindo os triangulos e introduzindo curvas splines cubicas enrugadas para gera-
rem uma superficie suave enrugada. Na busca de tornar em tempo real a animacao de
humanos virtuais vestidos, Cordier et al. [22] combinaram um método geométrico com o
método fisico massa-mola, segmentando o tecido em varias secoes para as quais algorit-
mos diferentes sao aplicados. Considerando que, na maioria dos casos, cisalhamento e
anisotropia de elongacoes podem ser negligenciados, Fuhrmann et al. [40] propuseram
um modelo massa-mola mais simples que os anteriores, porém, contemplando as pro-
priedades de elongacoes e curvatura. A maior preocupacao deles nao foi com a corretude
fisica, mas com a simulacdo em tempo real. Jeong et al. [51] propuseram um modelo de

mola 3D que exibe uma forca de resisténcia a curvatura e torcao, usando uma massa
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orientada com um unico vetor direcao para cada mola atada a massa. Porém, segundo

eles, a mola 3D nao cria toda forca de restauracio ou torque contrario a torcao.

Precursores dos modelos fisicos baseado em mecanica dos continuos, Terzopou-
los et al. [87, 86] analisaram superficies deformaveis usando teoria de elasticidade
nao-linear com uma resposta esforco-distensao simplificada. A energia elastica interna
€ estimada pelas quantidades geométricas, tensores métrico e curvatura. A partir dessa
energia € aplicada uma técnica de minimizacao para obtencao da forca elastica interna.
Aono [58] apresentou um modelo de propagacao de rugas e vincos baseado na teoria
de elasticidade e nos principios de D’Alembert. Neste modelo o tecido de pano € visto
como um meio que propaga ondas. Carignan et al. [12] apresentaram um modelo de
animacao de roupas sobre atores sintéticos em movimento, propondo a substituicao da
forca de amortecimento do modelo de Terzopoulos et al. [87] por uma for¢ca de amorteci-
mento que varia de acordo com a taxa de variacao, no tempo, da métrica da superficie.
O objetivo deles era minimizar a velocidade da deformacao. Na busca de uma forca de
reacao precisa, foram propostos os modelos baseados na teoria de cascas finas [15, 35].
Chen et al. [15] tomaram como base fisica para seu modelo a teoria de s6lido degenera-
do enquanto que Eischen et al. [35] se embasaram na teoria de superficie de Cosserat
com vetor diretor inextensivel. Em ambos os modelos foram introduzidas as medidas
materiais, como moédulo de Young, modulo de cisalhamento e raio de Poisson, nas simu-
lacoes de caimentos de tecidos. Por ultimo, Au et al. [3] apresentaram um modelo com
caracteristicas semelhantes ao modelo de Terzopoulos et al. [87] com o ponto alto que é
a inclusao de propriedades materiais como: modulo elastico, médulo de cisalhamento,

modulo de curvatura, médulo de torcao e raio de Poisson.

1.4 Objetivos

Um modelo de superficies deformaveis ideal seria aquele que embutisse quatro
caracteristicas importantes: realismo, controle intuitivo, eficiéncia (tempo e memoria) e
precisao nas simulacoes. Este trabalho visa prioritariamente a desenvolver um modelo
que permita um usuario leigo controlar intuitivamente o comportamento visualmente
realistico do tecido. Acreditamos que o avanco tecnologico, que nos oferece PC’s cada
vez mais velozes e com grande capacidade de armazenagem, dissipara o problema de
eficiéncia (tempo e memoria). Embora exista uma forte correlacao entre a precisao e o
realismo, nao € o nosso objetivo avaliar a qualidade do nosso modelo sob o ponto de

vista numeérico.
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Nesta tese, temos como objetivo apresentar um modelo alternativo, fisicamente
embasado num modelo de mecanica dos continuos bidimensional, que possibilite um

controle intuitivo e resultados visualmente realiticos.

1.5 Problemas e Conjecturas

Percebemos nos modelos de particulas as dificuldades de controle da deformacao,
devido a modelagem das forcas internas, principalmente no que diz respeito ao controle
de curvatura e torcao. E muito dificil a determinacao destas interacées a nivel de mi-
croestrutura. Um outro problema ¢ a modelagem do tecido que € um material com um
comportamento nao-linear, dificil de ser modelado neste nivel de estrutura, surgindo as-
sim problemas classificados na literatura como superelasticidade. Sua maior vantagem
em relacao aos modelos continuos € o custo computacional. Conforme a analise de Eis-
chen e Bigliani [34], o modelo continuo apresenta resultados numéricos mais precisos
enquanto que o modelo de particulas € superior em velocidade e apresenta resultados

visuais qualitativamente realisticos.

Os modelos continuos, propostos até o presente momento, sdo baseados em teo-
rias de elasticidade de objetos tridimensionais, das quais derivam forcas internas de
reacao a acao externa para um objeto bidimensional (superficie). Temos forcas inter-
nas simplificadas, enfraquecendo o equilibrio do movimento. Por outro lado, os modelos
continuos, em geral, tém uma semantica geomeétrica, associando as variacoes das me-
didas de geometria diferencial (tensores métrico e curvatura) com as forcas aplicadas
através das equacoes constitutivas. Estas medidas geométricas determinam a forma da
superficie, isto €, elas determinam a superficie a menos de um movimento rigido. Com
isso, acreditamos que a controlabilidade das deformacdes nesses modelos pode ser mais

simples e intuitiva.

Por apresentar caracteristicas que acreditamos serem boas, interface simples e
intuitiva, uma série de experimentos sobre o modelo de Terzopoulos et al. tém sido
realizados por nosso grupo de pesquisa. Em [74], os autores relataram que tinham
tido dificuldades de obter os efeitos perceptuais de uma superficie em deformacao que
tem resisténcia para curvar-se. Eles suspeitaram que era devido a falha em satisfazer
as condicoes de compatibilidade da geometria diferencial. Contudo, perceberam que
mesmo quando as condicoes de compatibilidade eram satisfeitas, deformacdes nao re-
alisticas quando a superficie estava curvando ainda eram produzidas. Isto nos motivou

a uma posterior investigacao da fundamentacao fisico-matematica deste modelo.
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Até o presente momento, temos identificado duas aproximacées no modelo que
acreditamos ser o motivo das distorcoes dos resultados das simulacées: (1) a aproxima-
¢ao do vetor normal, e (2) a aproximacao da forca elastica da superficie de reagao as

acoes externas.

Uma boa proposta de aproximacao para o vetor normal, apresentada nesta tese,
pode ser dada baseada nas férmulas de Gauss. Esta abordagem € melhor, pois, tem uma
maior fidelidade com sua magnitude, direcao e sentido, reduzindo o problema (1). Porém,
os problemas de equilibrio no modelo de Terzopoulos et al. persistiram, motivando-nos a
buscar um modelo analiticamente correto, para que tenhamos uma melhor aproximacgéao

da forca elastica da superficie de reacao as acoes externas.

A teoria fisica apresentada em [42], bem explanada em [64], ¢ uma melhor es-
colha para o embasamento da proposta de modelo de superficie deformavel, pois, além
de possuir a semantica geométrica, € uma teoria de deformacao geral, completa e exata
voltada para superficie. As equacoes e funcoes de estado sdao dependentes apenas dos
dois parametros de superficie (bidimensional) e o comportamento da superficie em re-
lacao ao espago em que ela esta imersa € caracterizado por um campo de vetores nao
tangentes a ela. Seu desenvolvimento parte diretamente de principios de equilibrio para
superficie, encontrando analiticamente a forca interna que atua na mesma, em cada
instante, bem como a relacao de equilibrio que governa o dinamismo do movimento. Ele
tem um grande potencial para a modelagem realistica e intuitiva de tecido, oferencendo
um bom controle de curvatura (dobras e rugas) bem como um bom equilibrio para o

movimento (simulacdes dinamicas).

Num tecido real, ao sofrer deformacées de elongacoes, compressoes ou cisalha-
mentos existe uma tendéncia de preservacao da area surgindo forcas internas capazes
de criarem dobras e/ou rugas, conforme a rigidez de curvatura. Nenhum modelo pro-
posto até o presente momento contempla de forma direta a relacao entre as deformacoes
tangenciais com as deformacdes normais. Propomos nesta tese, de forma direta, a in-
clusao da energia interna que relaciona esses dois tipos de deformacées. Isto permite a

formacao de dobras e/ou rugas, quando somente forcas tangencias ocorrem.

1.6 Organizacao da Tese

Esta tese esta disposta como segue. No Capitulo 2, daremos uma breve revisao

sobre tensor (Secdo 2.1) e sobre geometria diferencial (Secao 2.2). No Capitulo 3, apre-
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sentaremos uma revisao bibliografica sobre modelos fisicos de superficies deformaveis,
com foco nos modelos para aplicacao ao tecido de pano. No Capitulo 4, faremos uma
apresentacao do modelo fisico, o qual servira como base teérica para o modelo que pro-
poremos no Capitulo 5. Foram necessarias algumas simplificacées no modelo original,
sem comprometer a qualidade visual dos resultados. Mostramos ainda no Capitulo 5
que o nosso modelo, em parte, € uma generalizacao do modelo proposto por Terzopoulos
et al. [87]. No Capitulo 6, discutiremos a implementacao do modelo proposto no Capi-
tulo 5. Sua implementacao é realizada fazendo uso da técnica das diferencas finitas,
para a qual sao propostas algumas abordagens na fronteira, dentre elas, correcio da
forca interna na fronteira para corrigir problemas de desequilibrios criados pela técnica.
Propomos também uma primeira abordagem para correcao de deslocamento indevido,
criado pela técnica, quando uma forca € aplicada num ponto isolado. Também fazemos
uma nova abordagem para o calculo da densidade de massa e coeficiente de amorteci-
mento ao longo do tempo. Em seguida, no Capitulo 7, mostraremos os resultados de
simulacoes com o intuito de validacdao e demonstracao do potencial do modelo proposto
nesta tese. Encerraremos esta tese com o Capitulo 8, no qual teceremos as nossas
conclusodes e sugestoes de trabalhos futuros. Para facilitar a compreensao desta tese,
incluimos alguns apéndices: no Apéndice A apresentamos alguns exemplos de tensores;
nos Apéndices B, C, D e E apresentamos algumas relacoes e deducoes para dar suporte
ao Capitulo 4; e, por ultimo, no Apéndice F, apresentamos as formulas do trapézio e de

Simpson para integracao numerica.



Capitulo 2

Preliminares: Tensores e Superficies

Regulares

Neste capitulo, procuramos dar uma nocao teorica sobre: tensor (Secao 2.1), com
base em [83, 43], e geometria diferencial (Secao 2.2), embasado em [13, 55, 84]. Esses
conceitos sao utilizados na mecanica dos continuos, na qual é fundamentada a nossa

proposta de modelo de superficie deformavel.

2.1 Tensores

Sintetizaremos, nesta secao, os principais conceitos associados aos tensores tais
como as regras de transformacoes por covariancia e contravariancia, de acordo com os

tipos e as ordens dos mesmos.

Uma preocupacao corriqueira da comunidade de fisico-matematicos € o conhe-
cimento de como certas grandezas e leis fisicas se transformam diante da mudanca do
sistema de referéncia. Existe um grande interesse na universalidade da lei fisica, isto €&,
o fato de a lei nao ter o caracter de dependéncia de um sistema de referéncia particular.
Por exemplo, uma entidade que se anula num sistema de coordenadas anular-se-a em
todos os sistemas de coordenadas? A resposta positiva acontece para o caso das enti-
dades denominadas de tensores, devido a lei de transicao de um para outro sistema de
coordenadas. Podemos dizer que € uma transicao linear. Equacoes tensoriais e tensores
sao de grande interesse para a comunidade de fisico-matematicos devido a independén-
cia do sistema de referéncia. A analise tensorial trata entidades e propriedades que sao

independentes da escolha desses sistemas de referéncia, tornando-a uma ferramenta
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fundamental e ideal para o estudo de leis naturais. Outra caracteristica importante da
analise tensorial € a concisao das expressoes. A seguir, discutiremos um pouco sobre o

conceito de tensores, para em seguida concluirmos com a sua definicao.

Tensor € um objeto abstrato representado num sistema de referéncia particular
por um conjunto de funcdes, chamadas suas componentes, como um vetor € deter-
minado num dado sistema de referéncia por um conjunto de componentes. Um dado
conjunto de funcdes que representa um “tensor” depende de uma lei de transformacao
dessas funcdes de um sistema de coordenadas para outro. De acordo com a lei, temos

uma transformacao por invariancia, covariancia e contravariancia.

Vamos considerar nossa discussao no espaco euclidiano 3-dimensional. Sejam z,
y € z as coordenadas cartesianas de um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais
fixado. Denotamos por ut (i = 1,2,3) as coordenadas de um sistema de coordenadas

curvilineas arbitrario, relacionadas as coordenadas cartesianas pela transformacao

1,2

L2 u?), y=yh,v?,ud) e z=z2(ul,u?u?), 2.1)

z=z(u,u’,u

com a mesma satisfazendo
dzr dzr oz
oul  JuZ  Gud
By By By
oul  ou?z oud 75 0. (2.2)
Oz 9z 0z
oul  ou? oul
A condicao (2.2) acima garante a existéncia de uma unica inversa da transformacao (2.1)
tal que

ut =ut(z,y,2), i=1,2,3. (2.3)

Suponhamos agora que as coordenadas curvilineas ' sao transformadas num
conjunto de novas coordenadas curvilineas % por quaisquer funcées de valor tinico ar-
bitrarias da forma

at =t (ul,u?,ud). (2.4)
Suponhamos ainda que estas funcoes sao inversiveis e possuam derivadas parciais de

todas as ordens ou até uma ordem requerida. Entao, sua inversa sera
ut = vt(ut,u?,ud), (2.5)

onde também assumimos que as funcées ' tém as mesmas propriedades mencionadas

para a.

As diferenciais destas funcées se transformam da seguinte forma:

RN P =
du :ledu, du :Z;ﬁdu, (2.6)
J= J=
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Ui
Figura 2.1: Mudancas de coordenadas

oul

onde as matrizes (g—fj;) € (555

) sdo as matrizes jacobianas das mudancas de coordenadas

que satisfazem:

L 28] £0e |25 £0;

3 aut  duk __ i 3 vl 9wk _ i
2. Dk=1 5uF " gw = 05 OU Dk=1 paF * gw — 05

onde 6; € o delta de Kronecker dado por

. 1 ) = 9
g={b =i
0, i#j

O item (1) nos diz que as matrizes jacobianas das transformacdes de coordenadas

sdo inversiveis e o item (2) que uma € a inversa da outra.

A transformacao das diferenciais € linear, cuja matriz associada € a matriz jaco-

biana da transformacao de coordenadas, isto €,

~1 ou! o9u' du! 1
du Oul Ou? Oud du

=2 | = | 9w ou® 8w 2
du - Oul  Ou? Oud du ) 2.7)
dii3 aud  9u®  dad du’

ul  Bu?  9ud

As quantidades du’ em (2.7) sao exemplos de componentes de um tensor con-
travariante de ordem 1 no sistema de coordenadas u’, cujas componentes no sistema
de coordenadas @* sao du’, onde i = 1,2,3, como podera ser constatado pela definiciao de

tensor dada no final desta secao.

Sejam R(u',u?,u3) e R(@', %%, @) o vetor posicao de um ponto do espaco nas co-

ordenadas curvilineas u’ e o vetor posicao do mesmo ponto do espaco nas coordenadas
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curvilineas 4‘, respectivamente. Observe que os vetores sdo 0 mesmo com relacdo ao

sistema de coordenadas cartesianas ortogonais fixados, isto €,
(-1 -2 -3 =1 =2 -3y  2/-1 -2 -3\ 3/-1 -2 -3
R(u ,u",u°) = R(u (a ,a”,u’),u"(a ,a",u"),u(a,a",a)). (2.8)

Considerando os vetores de base em cada sistema de coordenadas dados por

OR _ OR

ek g; = Bk (2.9)

g;, =

em conjunto com (2.8), obtemos a seguinte relacio de mudanca entre os mesmos,
quando mudamos do sistema de coordenas u’ para o sistema de coordenadas i°,
3 .
B ou?
j=1
A transformacao em (2.10) é dita ser por covariancia quando mudamos do sistema de
coordenadas u' para o sistema de coordenadas %‘. Dizemos entdo que os vetores g; sao
os vetores de base covariantes do sistema de coordenadas u‘, enquanto g, sdo os vetores

de base covariantes do sistema de coordenadas ‘.

Os vetores de base reciprocos g7, no sistema de coordenadas u’, e §/, no sistema

de coordenadas #', sdo definidos a partir dos vetores de base pelas expressoes
9,9’ =6, g;-g =9d, 2.11)

respectivamente. Utilizando a definicdo dos vetores de base reciprocos e a relacao de
transformacéao dos vetores de base, podemos mostrar que os vetores de base reciprocos
transformam-se, quando mudamos do sistema de coordenadas u’ para o sistema de

coordenadas #', pela relacao

(2.12)

°’\
ﬁl

Lembramos que a matriz (‘9“ ) € a matriz jacobiana da transforma(;éo de coordenadas

oud
a* = @'(ut,u?,u?), cuja inversa é a matriz jacobiana ( ) da transformacéao inversa de

coordenadas v’ = wu'(ual,u?,u?).

A transformacao em (2.12) é dita ser por contravari-
ancia quando mudamos do sistema de coordenadas u’ para o sistema de coordenadas

Dizemos entdo que g* sdo os vetores de base reciprocos contravariantes do sistema
de coordenadas u’, enquanto §° sdo os vetores de base reciprocos contravariantes do

sistema de coordenadas .

Os vetores V; e V*, i = 1,2,3, sao ditos covariantes e contravariantes, respectiva-

mente, se eles obedecem as mesmas regras de transformacoes (2.10) e (2.12) dos vetores
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de base e vetores de base reciprocos, respectivamente, quando mudamos do sistema de

coordenadas u! para o sistema de coordenadas ".

Vamos considerar neste momento um vetor V no espaco euclidiano 3-dimensio-
nal, invariante com respeito a mudanca de coordenadas, com componentes v’ e v; em
relacao aos sistemas de referéncia g, (vetores de base covariantes) e g’ (vetores de base

reciprocos contravariantes), respectivamente, isto €,

3 3
V=> vig;=> ung (2.13)
j=1 k=1

A pergunta que fazemos €: como essas componentes se transformam quando mudamos
do sistema de coordenadas u’ para o sistema de coordenadas %'? Pela transformacao

dos vetores de base, teremos por um lado
3 3 3. gk
j= =1 j=

e por outro lado

3
= v*g,. (2.15)
k):
Usando as relacoes (2.14) e (2.15), concluimos que
3 -
ouk .
ko ou—
= auj“ . (2.16)

Dizemos que as componentes v; € v* sdo as componentes covariantes e contravariantes
do vetor V no sistema de coordenadas u’, respectivamente, enquanto as componentes
7; € ¥* sdo as componentes covariantes e contravariantes do vetor V no sistema de

coordenadas %’.

Observe que a transformacdo das componentes de um vetor de um sistema de

coordenadas para outro ¢ uma transformacéo linear, isto €,

o1 oul onl  on! 1
v Oul Ou?2 Oud v

2 | =| ez oz o 2

v T Oul  ou?z oud v ?
~3 ou® 9u® 9u’ 3

v oul  ou? Oud v
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e
. oa' ol oa! \ oul  oul oul \'
v1 dul  uZ 943 v1 9al 0a? a8 v1
= — | o> ow® ow? — | a2 o ou?
V2 | T | 8T Bu? 8B V2 | = | %aT aa® aad v2 |
= ou® 9wt omd o ud oud
U3 dul  u?  9ud U3 oal  9u® 9ad U3

onde o sobreindice —t corresponde a operacao de inversao seguida da transposicao da
matriz. Observe que, se as componentes de um vetor sao nulas num sistema de coorde-

nadas, também serao nulas em qualquer outro sistema de coordenadas.

Tentando manter o mesmo carater de independéncia do sistema de coordenadas
da analise vetorial buscou-se uma generalizacao para tal tipo de transformacao de seus

elementos.

Considere um sistema F de funcées, de qualquer ordem!, cujas componentes siao
definidas no conjunto das variaveis gerais u’ e sdo funcoes de u!, u? e u®. Se mudar-
mos as coordenadas u' para @’ e as componentes de F nos dois conjuntos de variaveis
estiverem relacionadas por certas regras, que definiremos abaixo, entao diremos que o
sistema F € um tensor de ordem igual ao numero de indices, em suas componentes,
que variam. Definiremos, a seguir, até a ordem 2, trés tipos de tensores: covariante,

contravariante e misto?.

I. Tensores de ordem O: Considere um sistema definido por uma tnica funcao f
nas variaveis u’, isto €,
fut,u?,u?). (2.18)
Este mesmo sistema, nas variaveis %’, € definido por f, a saber,

f(a',a® a%). (2.19)

O sistema sera dito um tensor de ordem zero ou invariante escalar ou s6 escalar
se

flut,u?,u’) = fa', a2, a%), (2.20)
para valores correspondentes de u’ e 4'. Por simplicidade, cometendo um abuso

de linguagem, dizemos que f (ou f] € um escalar ou tensor de ordem zero.

II. Tensores de ordem 1: Os tensores de ordem 1 seguem as regras de mudancas
(2.16) e (2.17), de acordo com o tipo, contravariantes ou covariantes, respectiva-
mente. Entao, as componentes de um vetor num dado sistema de coordenadas
sdo as componentes de um tensor de ordem 1 nesse sistema de coordenadas.

Seguem-se as definicoes.

!A ordem é o nimero de indices que variam.
20 tipo misto aparece a partir da ordem 2.
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a. Considere um sistema de funcées de trés componentes T¢ nas variaveis u'
e trés componentes 7% nas varidveis %'. Este sistema é dito um tensor con-

travariante de ordem 1, se

3 3
_ ou' .
Tz == % J ) (2.2 1)
j=1
ou

71 du' ou' dul 1
T ul  0uZ  oud T
72 — ou? 9w’ ou? 2
T - oul Ou? Oud T ’
713 oa®  oa® oud 3
T Oul Ou?2 Oud T

para valores correspondentes de u’ e #'. Por simplicidade, dizemos que T" (ou

T%) é um tensor contravariante de ordem 1.

b. Considere um sistema de funcées de trés componentes 7T; nas variaveis u’ e
trés componentes T; nas variaveis %’. Este sistema é dito um tensor covariante

de ordem 1, se

3 .
_ Ol
¢ out
i=1
ou
—t
‘ ol 9wl oul
I ouT  u?  OuF G
3 — aa’ oa? oa?
| = | 5o 5 o8 T
— a3 oud oud
Ty T T o Ty
oul oul oul \' [ p
oul 0u® 0wl 1
- ou?  ou?  ou? T
- dul ouZ 9ud 2 ’
oud  dud oud T
oul 0u® 0wl 3

para valores correspondentes de «' e @. Por simplicidade, dizemos que T; (ou

T;) é um tensor covariante de ordem 1.

III. Tensores de ordem 2: Qual seria o processo natural de generalizar a transfor-

macao das componentes de um vetor? Considere os dois vetores
3 3 3 3
j k j k
V=) vg;=) ugt, W=} wyg;=> wg"
j=1 k=1 j=1 k=1

e analise como as componentes ¢/ = v'w’, ¢;; = viw; € c§ = v'w; se transformam

(2.23)

quando mudamos do sistema de coordenadas u* para o sistema de coordenadas
@'. Observe que cada conjunto é composto de nove componentes que obedecem as

seguintes regras, respectivamente:
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a. Considere um sistema de funcées de nove componentes 7% nas variaveis u*
e nove componentes 7% nas variaveis @*. Este sistema é dito um tensor con-

travariante de ordem 2, se
. 7t 97
Ti =y W O 1y (2.24)

para valores correspondentes de u* e @'. Por simplicidade, dizemos que T% (ou
T%) é um tensor contravariante de ordem 2.

b. Considere um sistema de func¢des de nove componentes 7;; nas variaveis u* e

nove componentes Tij nas variaveis @*. Este sistema é dito um tensor covari-

ante de ordem 2, se

3
- ou® out
Ty= Y 5T (2.25)

para valores correspondentes de ' e @’. Por simplicidade, dizemos que 7;; (ou
Tij) € um tensor covariante de ordem 2.

c. Considere um sistema de fun¢des de nove componentes sz nas variaveis u*

nove componentes 7% nas variaveis 4*. Este sistema ¢ dito um tensor misto

€

de ordem 2, se

. —i ol
Ti=Y" o Ou e (2.26)

para valores correspondentes de u’ e %'. Por simplicidade, dizemos que T? (ou

T%) é um tensor misto de ordem 2.
As componentes v e v;; dos vetores
3 3
Vi=) vig, V=) wg,, (2.27)
i=1 i=1

covariantes e contravariantes, i = 1,2, 3, respectivamente, sao componentes de tensores

contravariantes e covariantes de ordem 2, respectivamente.

Dois tensores de ordem 2, ¢;; e d*, com determinantes nao-nulos, det(c;;) # 0 €

det(d*") # 0, sao ditos reciprocos ou conjugados se as relacoes
3 . .
> cipd™ = 6] (2.28)
k=1

sdo satisfeitas, isto €, se as matrizes (c;;) e (d¥') sdo inversas uma da outra.
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As definicées para tensores de ordens superiores a 2 segue de forma analoga as

definicoes anteriores. Por exemplo,

. ol 0w out pimn

Tidk — ou” ou’ ou”
. . oul Qum Sun
’m7n:

(2.29)

para valores correspondentes de u' e 4’, € a regra para um tensor contravariante de

ordem 3.

O tipo do tensor € denotado pela posicdao dos indices. A notacao indice acima €

usada para tensores contravariante e indice abaixo para tensores covariantes.

Para a definicao de tensores de superficies (bivariaveis), aplique as mesmas regras
para tensores espaciais (trivariaveis) dadas nas equacoes (2.18) a (2.29), substituindo a

variacao dos indices de 1 a 3 para 1 a 2.

Apresentamos alguns exemplos de tensores no apéndice A.

2.2 Superficies Regulares

Além de fixarmos algumas notacodes e expormos alguns resultados sobre super-
ficies, a ser utilizados ao longo desta tese, nesta secao daremos um bom suporte para o

entendimento do modelo fisico [42], na qual se baseia a nossa proposta.

A partir desta secao, os indices gregos assumem valores 1 e 2 e os indices latinos
assumem valores 1,2 e 3. Nesta tese adotaremos algumas convecoes em busca de uma
melhor clareza para compreensao das expressoes: quando formos somar com relacao
a algum indice utilizaremos o simbolo de somatério e indicaremos o indice de variacao;

utilizaremos a letra em negrito com uma seta sobre a mesma para indicar um vetor.
A seguir, daremos a definicao mais geral de uma superficie regular, elemento base

da teoria fisica apresentada nesta tese.

Definicdo: Um subconjunto S ¢ # € dito uma superficie regular se, para cada p € S,
existe uma vizinhanca V em R3 e uma aplicacdo r : U — V NS de um conjunto aberto
U C R% sobre VNS C N3, tal que

1. r é diferenciavel;

2. r é um homeomorfismo;
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3. (condicao de regularidade) Para cada g € U, a diferencial

dry : R2 — R3 € injetiva.

A aplicacao r € dita uma parametrizacao de S e VNS é a vizinhanca coordenada
de p em S. Uma vizinhanca coordenada ¢ uma vizinhanca sobre a superficie S, em torno
do ponto p, coberta pela parametrizacdo ou, se preferir, coberta pelas coordenadas de

superficie [13].

A condicao (1) quer dizer que se escrevemos

r(u,v) = in(u,v)ei, (u,v) € U, (2.30)

as funcoes zi(u, v) tém derivadas parciais continuas de todas as ordens em U (C*), onde
e; sdo vetores da base canodnica de R3. E claro que a ordem exigida para as derivadas
pode ser n # oo, de acordo com a conveniéncia, desde que se preserve o resultado que

garante a existéncia da superficie regular (Teorema Fundamental das Superficies).

A condicao (2) quer dizer que r tem uma inversa r ! : VNS — U que é continua.
A continuidade de r ja € garantida por (1). A injetividade nesta condicao garante que
nao havera auto-interseccoes na superficie regular. Isto garante a unicidade do plano
tangente no ponto p € S. A existéncia da inversa e sua continuidade € titil para a garantia
da nao dependéncia da superficie de sua parametrizacao r. Isso nos leva ao livre transito
de mudanca de coordenadas, isto €, as propriedades e definicbes sobre a superficie

independentes da parametrizacao.

Por ultimo, a condicao (3) quer dizer que os vetores

oz’ or oz’ or

drg(1,0) = —e;=—, drg0,1)= e = —
sao linearmente independentes, isto €, o produto vetorial dos dois € um vetor nao nulo.
Isto garante a existéncia de um vetor normal a S em p = r(g). Ou ainda, garante a

existéncia do plano tangente a S em p = r(q).

Observe que a definicao de superficie acima considera a mesma como coberta
por uma colecao de imagens de parametrizacoes r ou vizinhancas coordenadas. Con-
sidere, no decorrer desta tese, as superficies cobertas por apenas uma imagem de uma

parametrizacao. Nesse caso, ela € apenas uma parte da superficie definida acima.

Sejam z' referidas a um sistema de coordenadas cartesianas fixo €, no instante

t, e v’ a um sistema de coordenadas curvilineas arbitrario. Elas sdo relacionadas pela
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transformacao de coordenadas

ot =zt (ut,u?udt),  det (%> > 0, (2.31)
ou?

tal que existe a inversa, com det (gT“;) > 0. Observe que o determinante positivo garante
nao s6 a inversibilidade como também a preservacao da orientacdo. Considere uma
superficie S, mergulhada num espaco euclidiano 3-dimensional, definida pela equacao
u3 = 0, dada por

r=r(u®t) = Zwi(ul,uQ,O,t)bi, (2.32)

i

onde r € o vetor posicao de um ponto de S relativo ao sistema (2 e b; sdo os vetores de
base unitarios deste sistema cartesiano. Quando o sistema de coordenadas cartesianas
€ ortogonal, b; = e; sao os vetores de base candnicos, cujas componentes sao todas nulas

com excecao da i-€sima componente que € igual a 1.

As coordenadas u' serdo identificadas como coordenadas normais conveciona-

das3:

u®, a = 1,2, correspondem as coordenadas de superficie sobre S e u® ao longo
da direcao normal a S. Isto quer dizer que cobrimos uma regiao do espaco euclidiano
3-dimensional com uma familia de superficies paralelas a S, onde para obtermos uma

3 constante. Observe que u?

dessas superficies fazemos u = 0 nos da a superficie S.
Este sistema de coordenadas € conhecido como sistema de coordenadas normal. O vetor
posicdo de um ponto do espaco circundante (ou envolvente) a superficie S pode ser
representado como

R(ul,u?,u?,t) = r(ul,u?, t) + vdasz(u', u? 1), (2.33)

onde a3 € o vetor normal unitario da superficie S (Figura 2.2). A superficie S € chamada
de superficie de referéncia do sistema de coordenadas do espaco circundante ou envol-
vente. Isto € uma forma de mergulharmos a superficie no espaco. O mergulho per-
mite obtermos instrumentos de medicoes na superficie induzidos pelos instrumentos de

medicoes do espaco circundante, tornando as medidas compativeis.
Convencionaremos que no tempo inicial ¢ = 0 a superficie sera denotada por S°.
Se a,, sao os vetores de base ao longo das curvas coordenadas u“, entao

or =Ty Qo a5 =aas, a=detlags)=| " 2| >0, (2.34)

ay, = —
o
ou as a

onde a,g sao os coeficientes da primeira forma fundamental ou tensor métrico de S

(tensor de superficie covariante de segunda ordem). Daqui em diante, convencionaremos

3A expressiao coordenadas convecionadas significa que para cada ponto as coordenadas u' estao fixadas
ao longo do tempo [83, 64].
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B2 (U1>0)

Figura 2.2: Coordenadas normais

que a virgula como subindice seguida de « indicara uma diferenciacao parcial com res-
peito a u® (isto também ¢é valido para qualquer outro indice diferente de «). Os vetores

de base reciprocos (Figura 2.3) sao definidos por

1, a=
a®-ag =05, 05= P (2.35)
0, a#p,
e a partir deles obtemos o tensor métrico reciproco (tensor de superficie contravariante
de segunda ordem)
a®® = @~ . aﬂ, (2.36)

que satisfaz a relacao
> a*ang = 4. (2.37)
A

De fato, escrevendo
a® = Zcma% ag = Zd)\ga)‘,
y A

utilizando a equacao (2.35) nos produtos internos (a® - a”) e (ag - a)) para mostrar que
c®’ = a® e dyg = a)g € efetuando o produto interno (a® - ag) chegaremos a expressao
(2.37). A expressao (2.37) nos diz que a matriz (ao‘ﬂ) ¢é a inversa da matriz (a.g) e vice-
versa, pois os tensores sao simétricos. O tensor métrico reciproco pode ser obtido a partir

do tensor métrico, resolvendo o sistema de equacdes dadas por (2.37), pela relacao

) )
a a [4

ag9 a12 a1
ol — 12 _ 21 _ 22 _ (2.38)

Dados os vetores de base, poderemos obter os vetores de base reciprocos, e dados
os vetores de base reciprocos, poderemos obter os vetores de base, respectivamente,

pelas expressoes
a® = Za“ﬂag, a, = Zaaﬂaﬁ. (2.39)
B B
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Figura 2.3: Vetores de base reciprocos

Podemos mostrar que o tensor métrico espacial (trivariavel) do sistema de coor-

denadas u!,

oI

Jop = Zaa i Zazﬂ 7
Oxd

a1 = Zaa ) g

oI
2233Z Z(f);

sobre S (u? = 0), é dado por

Gap = @By Ga3 = G3a = 0, g33 = 1’

€ seus reciprocos por
g8 = g0, 403 3a _
Definindo
g = det(g;),
tém-se sobre S (u® = 0)
g = det(gij) = a

O vetor normal unitario a S pode ser definido por

aq-a3=0, as-as=1, a3 =a’, [@a1aza3] > 0,

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

onde [a;asa3] = +/a. O mesmo € obtido a partir dos vetores de base pela expressao

3 ai] X as
az=a"= ———.
la1 x as|

(2.46)
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O tensor de superficie covariante de segunda ordem
bog = —@q - a3 p = ay g - as, (2.47)

€ chamado tensor curvatura ou coeficientes da segunda forma fundamental, onde para
a obtencao da segunda igualdade de (2.47) usamos a relagao obtida quando derivamos

a equacao (2.45); com respeito a ub.

Os vetores de base a, sao ditos covariantes com respeito as coordenadas de su-
perficie u® por transformarem-se segundo a regra para tensores de superficie covariantes

de ordem 1, isto €, se a transformacao de coordenadas de superficie € dada por

a® = a*(u), (2.48)
entao o
_ U

Os reciprocos dos vetores de base sao ditos contravariantes com respeito as coorde-
nadas de superficie u® por transformarem-se segundo a regra para tensores superficie

contravariantes de ordem 1 5
_ ut
a® = z; S (2.50)

Ja o vetor normal unitario a3 = a® é dito invariante, pois

Os simbolos de Christoffel I‘gﬂ associados ao sistema de coordenadas de superfi-

cie u* sao definidos pela métrica associada a esse sistema, isto €,

1
Tag =D 50" (Gays + 57,0 — Gaps) = o - @, (2.52)
0l

e estdo associados ao determinante da matriz (ag) por

a
Y o= Va)a (2.53)
> Va
As derivadas dos vetores de base sao calculadas pelas expressoes
aas =Y Tagax+ bapas, (2.54)
A

chamadas de formulas de Gauss, e as derivadas dos vetores de base reciprocos por

a% = — Y T%sa + bias. (2.55)
A
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As derivadas do vetor normal a3 sao tangentes a S. De fato, derivando a equacao (2.45)s

com respeito a u# concluimos que a3 € ortogonal a a3. Dessa forma, tem-se
asp=— Y bias, (2.56)
a

como combinacodes lineares dos vetores de base a,. Estas expressoes sao conhecidas

como féormulas de Weingarten.

Os coeficientes b sao calculados multiplicando a equacao (2.56) por a,, uti-
lizando (2.47), fazendo uso das simetria dos tensores métrico e curvatura e resolvendo o

sistema de equacoes

D aaxb} =byg. (2.57)

Elas sao dadas, portanto, por

b3 = absa. (2.58)
A

Os tensores meétrico e curvatura nos permitem mensurar quantitativamente o
comportamento da vizinhanca coordenada de um ponto sobre S. No estudo de geometria
diferencial temos trés classes de medidas de curvatura importantes: curvatura normal
kn, curvatura gaussiana K e curvatura média H. As sec¢oes normais de uma superficie
S, num dado ponto p € S, sao curvas que correspondem as intersecoes dos planos
normais a superficie S passando por p. Cada direcao tangente a superficie, junto com
a direcao normal a ela, determina um plano normal que, por sua vez, determina uma
secao normal. A curvatura normal x,, num dado ponto da superficie S, para uma dada
direcao tangente, € a curvatura da secao normal correspondente. Esta curvatura € dada

pela expressao

322 st bapdudu®
Y51 Gapducdu’’

(2.59)

Knp =

O conjunto das curvaturas normais a superficie S, num dado ponto p € S, possui
um minimo e um maximo, isto €, existe uma secao normal de menor curvatura ki e
uma secao normal de maior curvatura ky. Estas curvaturas, ki € k3, sAo chamadas de
curvaturas principais. A curvatura normal varia continuamente no intervalo fechado
[k1,k2]. A partir das curvaturas principais, definimos duas outras classes de medidas
de curvaturas. A curvatura gaussiana K de uma superficie S, num dado ponto p € S,

corresponde ao produto das curvaturas principais de S em p
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K = k1kp = bib2 — b2bh = Duiboz = biobn (2.60)
a

ou equivalentemente

1 (0r%, Or
K= _a_n( St = S+ THIY + (Th)? ~ T3S, ~ THIY), (2.61)
enquanto a curvatura média de uma superficie S, num dado ponto p € S, corresponde a

meédia aritmética das curvaturas principais

2 2
1 1 1/b —2b b
H=Z(m+n) =5 ) b= Y bapa® = (2222 Fonin (2.62)
a=1 a,f=1

E importante ressaltar que a curvatura gaussiana K (Eq. 2.61) depende apenas
do tensor métrico. Neste caso, as superficies que possuem o mesmo tensor métrico
(superficies isométricas) terdo a mesma curvatura gaussiana K. Logo, dizemos que a
curvatura gaussiana € invariante por isometria. Desta forma, superficies isométricas
sao indistinguiveis do ponto de vista da curvatura gaussiana. A reciproca so6 € verdade
localmente, isto €, superficies que possuem a mesma curvatura gaussiana sao local-

mente isométricas.

Com respeito a curvatura meédia, superficies distintas também podem possuir a
mesma curvatura média H. Por exemplo, planos, catendides e helicoides sao indistin-
guiveis sob o ponto de vista da curvatura média, uma vez que para todos os seus pontos
H=0.

As superficies que tém, porém, as mesmas curvaturas gaussiana K e média H
terdo a mesma variacdo das curvaturas normais s, € [ki1,k2], € vice-versa. De fato,

ambas satisfardao a mesma equacao do segundo grau
k* —2Hk+ K =0, (2.63)

que determinam as curvaturas principais k; e ke, € a curvatura normal pode ser calcu-

lada a partir delas pela expressao
kpn = k1(cos0)? + ko (send)?, (2.64)

onde # € o angulo entre a direcao tangente que se esta calculando a curvatura normal e
a direcao principal associada a curvatura principal k;. A variacao da curvatura normal
k, € de extrema importancia para a determinacao da forma da superficie, no sentido de

como ela se curva.
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Os simbolos de Christoffel 75]- associados ao sistema de coordenadas curvilineas
do espaco u' sao calculados por expressoes analogas a (2.52), substituindo a meétrica
da superficie pela métrica do espacgo envolvente (2.40). Fazendo uso de (2.40), da con-
tinuidade do tensor métrico e de suas derivadas parciais, de (2.41), (2.52), (2.56) e (2.47),

tem-se sobre a superficie S
Yap =Taps 783 = —b8, 7ap =Dbap, Yas =735 =0. (2.65)

Considere as componentes covariantes v, de um vetor de superficie V' com respei-
to a um sistema de coordenadas de superficie u*. Sabemos que, se mudarmos o sistema
de coordenadas de superficie de v* para u®, as componentes covariantes do vetor V' se

transformarao pela relacao

B oup
Ta =D 505, (2.66)
B
pois estas componentes sdo as componentes de um tensor de superficie de primeira

ordem (Eq. 2.17). Agora, como se transformam as derivadas %9 Estas derivadas sao

componentes de um tensor? Veremos a resposta no que segue. Derivando a equacao
(2.66) com respeito a @*, aplicando a regra da soma, do produto e da cadeia (composta)

para a derivada, obteremos

T B oy B
04 Ou” ou? dvg Zaau 2.67)

on due u OuY A Ou K

By
que é a regra de transformacao entre as derivadas das componentes de um tensor de
superficie covariante de ordem 1. Comparando a equacao (2.67) com a regra de trans-

formacao para tensores covariantes de ordem 2 (Eq. 2.25), conclui-se que as derivadas

Ovg
ouP

da igualdade, a nao ser que a transformacao de coordenadas seja afim. Isto motivou a

nao obedecem a regra de transformacao, devido ao segundo termo do lado direito

busca de uma derivada sobre tensores cujo resultado fosse ainda um tensor. Explicita-

remos a seguir como obter esta derivada para tensores de superficie de ordem 1.

Utilizaremos a seguinte relacao [55]:

02up ou” ou”®
gwrow ~ 213 A P ALl (2.68)
RyY

entre os simbolos de Christoffel T'A ap € r? ﬁ nos dois sistemas de coordenadas u® e u®

respectivamente, e a derivada segunda que aparece na equacao (2.67). Inserindo

o /\6 o
(2.68) na equacao (2.67), utilizando (2.66) e reagrupando os termos teremos:

0Vq Sy 0V ou” oul
W — Zy: FC\{,BIU'Y = g (8'(1,)‘ ZPK)\’Ufy> ﬁw (269)



26 Preliminares: Tensores e Superficies Regulares

av,g

Observe que, de acordo com (2.69), as 4 componentes ( 27 Fm'“v) transformam-
se como um tensor de superficie covariante de ordem 2 para mudanca de coordenadas
de superficie. Dessa forma, define-se cada uma destas componentes como a derivada
covariante v,|g da componente v, de um tensor covariante de ordem 1, com respeito a

coordenada de superficie u?, ou seja,

Ov
IUO{l,B = (9—’(,[,';‘ - E FZ)\’U’Y? (270)
Y

que € a componente de um tensor de superficie covariante de ordem 2.

Seguindo este caminho natural, define-se a derivada covariante de tensores de
todas as ordens e tipos, de tal maneira que o resultado seja um tensor de uma ordem

imediatamente superior.
Num invariante escalar definido sobre a superficie, a derivada covariante € igual a

sua derivada usual ou ordinaria. Para tensores de primeira e segunda ordens define-se:

1. Tensores de superficie de primeira ordem:

ore
T, |5———ZF’\BT,\, T =55 +ZP%TA (2.71)

2. Tensores de superficie de segunda ordem:

oT,
Taﬁ"Y = 8ua7ﬁ - Z(Fg\zfyT)\,B + F/ﬂ\'yTa)‘)7
A

o1
ou”

T8, = +3 (0T 4 18,1,
A

f + Z (T — T3, T%). (2.72)

De forma analoga, com respeito a métrica espacial (2.40), as definicdes dadas em

(2.71) e (2.72) podem ser estendidas para tensores espaciais (trivariaveis).

Em geometria diferencial, o estudo das propriedades que dependem s6 da pri-
meira forma fundamental, como comprimento de arco de curva, angulo entre vetores
tangentes, area e curvatura gaussiana, € conhecido como geometria intrinseca da su-
perficie. Essas propriedades que dependem s6 da métrica sao descritas sem referéncia

ao espaco no qual a superficie esta mergulhada. Isto quer dizer que elas nao levam em
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conta as caracteristicas da superficie como ela pode apresentar-se para um observador
localizado no espaco circundante. Duas superficies isométricas, a saber um cilindro e
um cone, por exemplo, sdo inteiramente diferentes quando vistos por um observador no
espaco envolvente. Porém, do ponto de vista da geometria intrinseca, as duas sao indis-

tinguiveis pois as propriedades métricas delas sao descritas por expressoes idénticas.

Em geral, a derivada ordinaria ou usual de um vetor do plano tangente de uma
superficie nao resulta num vetor pertencente ao plano tangente. No estudo da geome-
tria intrinseca da superficie € definida uma derivada de um vetor do plano tangente a
mesma, denominada de derivada covariante, com a finalidade de se ter o vetor resul-
tante da operacao derivada pertencente ao plano tangente a superficie. Entao, define-se
a derivada covariante do vetor tangente como sendo a projecao normal da derivada or-
dinaria ou usual deste vetor sobre o plano tangente. A derivada covariante € definida

nos vetores de base e base reciprocos por:
anls =Y Thsar, a®g=-) T%a’, (2.73)
A A
e € dita ser com respeito ao tensor meétrico ag.

Uma entidade que fornece uma caracterizacao da forma da superficie, como ela
se apresenta para o espaco envolvente, € a linha normal a mesma. O comportamento
do pé da linha normal, quando ela se desloca ao longo da superficie, depende da forma
da mesma, isto €, de como ela se curva. Portanto, nao € conveniente estudar o com-
portamento de deformacao da superficie baseado no estudo da geometria intrinseca. O
espaco envolvente a mesma deve ser mantido e a derivada covariante dos vetores de base

passa a ser:

@alp = o, — Y Tagax = basas, (2.74)
A

que € a definicdo usada pela comunidade que estuda teoria de elasticidade de casca
(Shell) [23, 42, 43, 64, 75]. Em resumo, ao invés de se fazer a projecao ortogonal da
derivada ordinaria (usual) no plano tangente faz-se a projecao ortogonal na direcao nor-

mal a superficie.

Numa maneira similar, a derivada covariante dos vetores de base reciprocos e do

vetor normal sao definidas por:

A

asla =a3,q = — Zbﬂaa'a = - Zbgag, (2.75)
B B



28 Preliminares: Tensores e Superficies Regulares

onde na segunda expressao em (2.75) levou-se em conta que o normal € um vetor in-
variante, para formularmos a igualdade entre a derivada covariante e a derivada usual.
Dessa forma, mantido o espaco envolvente, a derivada covariante nao sera restritiva
a vetores tangentes a superficie. Para pares de vetores wv,, covariantes, ou v®, con-
travariantes, o = 1 e 2, a derivada covariante € aplicada seguindo a regra dos tensores
covariantes ou contravariantes com respeito as coordenadas de superficie u®, respecti-

vamente, isto €,
Valg = Va,3 — ngﬁvk (2.76)
A

v%¥|g = va,p + Z I5pv™. @.77)

Para vetores invariantes com respeito as coordenadas de superficie v, a derivada covari-
ante € igual a derivada usual. Também sao validas para derivada covariante as regras

do produto e soma da derivada usual.

Se o vetor
v = E v¥a, + viag = E vgaﬂ + v3a®,
o B
€ um invariante, v* e vg sao ditas suas componentes contravariantes e covariantes,

3

respectivamente, e v° e v3 sdo os invariantes escalares.

Uma pergunta, no estudo de superficie, que nao deve ficar sem resposta é: sob
que condicoes garante-se a existéncia e a unicidade de uma superficie? Iniciamos apre-
sentando dois resultados importantes, conhecidos como condicoes de compatibilidade
ou condicoes de integrabilidade. O primeiro resultado, conhecido como equacao de

Gauss, € dado por
Ryoxp = bapbyy — barbs,, (2.78)

onde R,,\s € 0 tensor-curvatura de Riemann covariante [13, 55]. A equacao (2.78),

devido as relacoes de anti-simetria de R,

Ryaxg = —Ryapr € Ryang = —Rayg,

se resume em
Ri212 = baab1y — (b12)% (2.79)

O segundo resultado, conhecido como as equacoes de Mainardi-Codazzi, €

Obyg 8ba)\
Fu, Z by, = Z bl 5, (2.80)
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que, ao considerar as simetrias I‘Z§ =TI% . € by, = bue, equivale a expressao
bag|r = banrlp- (2.81)

Se o leitor substituir os possiveis valores para «, 8 € A em (2.81), facilmente percebera

que as equacoes de Mainardi-Codazzi se resumem apenas em duas:
bila = bial1,  baali = baila. (2.82)

Finalmente, devido a O. Bonnet, podemos acrescentar aos dois resultados vistos acima,
um terceiro resultado importante, conhecido como teorema fundamental das superficies
ou teorema de Bonnet, que assegura a determinacdo de uma superficie a partir dos

tensores meétrico e curvatura [13, 55]. Em resumo, temos:

Teorema Fundamental das Superficies: Se a,5 € b,3 sdo dadas como funcoes
de u; e ug, suficientemente diferenciaveis (pelo menos de classe n > 3), que satisfazem
as equacoes de Gauss (2.79) e Mainardi-Codazzi (2.82), enquanto ai;; > 0, a2 > 0 €
aijlage — a%z > 0, entao existe uma superficie S que tem aqp € beg cOmo tensores métrico e
curvatura, respectivamente. Esta superficie € determinada unicamente a menos de um
movimento rigido. Se € conhecido um ponto da superficie, entdo, tem-se a garantia de

que a superficie S € unica.

Concluiremos esta secao dando dois conceitos que utilizaremos no decorrer desta

tese, que sao: superficie riemanniana e superficie euclidiana.

Um espaco bidimensional (superficie) coberto pelas coordenadas u® € dito ser um
espaco riemanniano se a métrica, dada pelas componentes a,g, prescreve um elemento
de arco ds, de tal maneira que

ds* = angdu®du® (2.83)

é uma forma quadratica positiva definida nas diferenciais du? (ds?> = aaﬂduaduﬁ > 0),
com a,s pelo menos de classe C!. Dessa forma, as superficies definidas nesta segéao sao

espacos riemannianos bidimensionais ou superficies riemannianas.

Um espaco euclidiano € aquele que pode ser coberto por um sistema de coorde-
nadas Cartesianas. Entdo, uma condicao necessaria e suficiente para que um espaco
bidimensional seja euclidiano € que ele possa ser coberto por um sistema de coordenadas
u® cujos coeficientes do tensor métrico a,g, associado ao sistema u®, sejam constantes.
Equivalentemente, € necessario e suficiente que o espaco possa ser coberto por um sis-
tema de coordenadas Cartesianas retangulares (aqo = 1 € a12 = a9; = 0). Uma superficie

que também €é um espaco euclidiano € chamada de uma superficie euclidiana. Observe
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que toda superficie euclidiana € uma superficie riemanniana mas o contrario, em geral,

nao € verdadeiro.
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Capitulo 3

Estado-da-Arte: Caimento, Dobras e Rugas
de Tecidos

Neste capitulo, faremos uma revisao bibliografica dos trabalhos especificos so-
bre modelos de superfcies deformaveis (tecidos) fisicamente embasados, propostos até o
presente momento desta tese, na solucao (ou pelo menos se preocuparam) do problema

de caimento, dobras e rugas/vincos de tecidos.

Os modelos de superficies deformaveis podem ser divididos em dois grupos: mo-
delos geométricos e modelos fisicos. Os modelos geométricos, como ja foi dito, sdo mode-
los inertes que podem ser uteis para simulacoes estaticas e ndo levam em consideracao
as propriedades fisicas na deformacao do objeto. Daremos um panorama dos modelos

fisicamente embasados.

O leitor que tiver interesse nos modelos geométricos pode recorrer ao relatorio

técnico [25], no qual fazemos uma revisao bibliografica destes modelos.

Dividiremos os modelos fisicos em duas se¢des de acordo com a abordagem inicial

do objeto: discreto ou continuo.

3.1 Modelos Fisicos Baseados em Mecanica das Particulas

Modelos baseados em mecanica das particulas consideram o objeto como um
conjunto discreto, cujos elementos sao denominados particulas. A cada particula sao

aplicados conceitos e propriedades fisicas pontuais (mecanica das particulas).

Apresentaremos nesta secao alguns trabalhos dentro da abordagem de sistemas
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de particulas. Dividiremos os mesmos em dois grupos: aqueles que nao fazem uso de
molas conectando as particulas (Subseccao 3.1.1), denominados aqui simplesmente de
sistemas de particulas, e aqueles que consideram as particulas conectadas por molas

(Subseccao 3.1.2), denominados aqui de sistemas massas-mola.

3.1.1 Sistemas de Particulas

Sistema de particulas consiste de um largo niamero de pontos-massa (particulas)
movendo sob a influéncia de forcas externas, tais como, gravidade, cargas uniformes e
pontuais, campos vértices!, reacées devido a colisées com obstaculos estacionarios ou
em movimento, nao esquecendo das forcas internas que se resultam de auto-colisoes.
Cada particula, em geral, € representada por sua posicao, velocidade, aceleracao, massa
e outros atributos. O conjunto de particulas move-se de acordo com as leis de Newton

para o movimento.

Uma questdo nos modelos para simular tecido, até entdao apresentados, era a
auséncia da relacdo entre as caracteristicas fisicas do tecido real e os parametros usados
nos meétodos de modelagem. Uma primeira tentativa proposta neste sentido foi descrita
por Feynman [39]. Ele foi um dos primeiros pesquisadores a descrever o tecido como
um conjunto de particulas representando as intersecoes dos fios [72]. Ele descreveu
todo o sistema pela introducdo de funcées-energia para cada particula, dependendo
da posicao geométrica das particulas vizinhas, e incluiu as dinamicas do caimento do
tecido minimizando todas as funcoes-energias em cada etapa discreta de tempo para
encontrar trajetorias para todas as particulas. Usando diferentes parametros para as
funcoes-energia ele foi capaz de simular uma variedade de tecidos. O modelo fisico
de Feynman [39] € voltado para modelagem de caimento de tecido de pano. Ele usou
uma grade 2D para representar um tecido 3D. A posicao final de tecido é obtida pela

minimizacao da energia dada em cada ponto da grade por

E(P(Za])) = keEelastica(P(iaj)) + kcEcurvatura(P(iaj)) + kgEgTa'uitacional(P(iaj))a

onde k., k. € k; sdo as constantes de elasticidade, curvatura e densidade, respecti-
vamente. Feynman derivou as energias Egstica € Feurvatura da teoria de elasticidade
supondo que o tecido € uma casca flexivel. Para calcular a energia no ponto P(i,j) ele
utilizou vizinhanga 8, isto €, utilizou os 8 pontos circundantes. A forma do tecido é

obtida movendo os pontos para encontrar um estado de energia minima produzindo a

!Campos vértices sdo campos rotatérios que originam redemoinhos, furacées, turbilhées e rodopios.
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Figura 3.1: Tecido de pano como sistema de particulas.
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Figura 3.2: Resisténcias internas do tecido.

forma de equilibrio ou a forma final. Sua principal preocupacao € a forma final do tecido
pois seu modelo € visto como sendo um modelo para simulacao estatica. Seu modelo
nao contempla o controle de cisalhamento, o que dificulta uma simulacao realista do

simples caimento de um pano sobre um objeto sob o efeito de seu proprio peso.

Preocupados com a interacao do modelo deformavel com os objetos rigidos, Breen
et al. [8] propuseram quatro funcoes-energia buscando agregar relacoes mecanicas lo-
cais e pressoes (coacdes) que existem nos cruzamentos dos fios do tecido, conforme
ilustra Figura 3.1. Sao elas: (1) energia de repulsdo U,pe;, prevenindo a compressao €
interpenetracio; (2) energia de esticamento ou elongacao Ugreicn;, €nergia que conecta a
particula com as quatro particulas vizinhas e captura as distensoes; (3) energia Upepg;
devido a curvatura dos fios saindo do plano local do tecido; (4) energia Uyyeyis; devido ao
cisalhamento no plano (Figura 3.2). Observe que eles propuseram a energia do trelis-
samento, ou cisalhamento no modelo continuo, fenémeno que nao é considerado no

modelo de Feynman. Dessa forma, a energia total em cada particula p; € estimada por

Utotali = Urepelq; + Ustretchi + Ubendi + Utrellisi-
A minimizacao dessas funcées energia produzem o caimento e dobramento.

O processo de simulacao € dividido, numa mesma etapa de tempo, em duas fases.

Na primeira fase da simulacao, sao modelados os efeitos da gravidade e os computos das
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colisdes entre o tecido e os objetos com os quais o mesmo esta interagindo. Nesta fase,

Breen et al. [8] utilizaram a seguinte equacao do movimento para cada particula p;

onde r; € o vetor posicao da mesma, m € a sua massa, c € a constante de amortecimento
devido a resisténcia do ar e G € a forca da gravidade. Eles utilizaram a solucao analitica

da equacao acima.

Na segunda fase, a energia Uy, € minimizada para a obtencao da forma final do
tecido. Encerrada esta fase, a velocidade de cada particula € corrigida de acordo com a

mudanca de posicao.

Posteriormente, introduziram em [9, 10] a energia gravitacional Ug,4,; dependente
da altura da particula, isto €, Ugrqy; = migh;, onde m; € h; sdo a massa e a altura da
particula p; e g € a aceleracao gravitacional. Tentando reproduzir o comportamento
de caimento de tecidos reais, utilizaram dados experimentais de Kawabata [53] para
estimarem as energias Upepg; € Uprentis;- Estes modelos representam um avanco em relacao

ao modelo de Feynman por introduzirem dados do material e o controle de cisalhamento.

Motivados pelo trabalho de Breen et al. [9], pela flexibilidade e pelo baixo custo
computacional em relacdo aos modelos continuos e pela inclusdao de dados do material,
Eberhardt et al. [33] buscaram estender o modelo deles. Eles se preocuparam nao sé com
as posicoes finais das partiiculas mas também com as trajetérias das mesmas. Porém,
nao € tido como um modelo dinamico eficiente. Eles introduziram técnicas para modelar
dados de forcas através dos dados experimentais de Kawabata [53] tentando reproduzir
comportamentos anisotropicos e histereses. As forcas sdo derivadas de funcoées-energia
cinética e potencial pela formulacao lagrangeana
d s 0L oL .
3 Guy) = wg TP

0v;j
onde z;; € v;; sdo as coordenadas dos vetores posicao e velocidade da particula p;. A
funcao de Lagrange € dada por L = FE inetica — V., com Eginetica = %mi(’l]z’j)2 e a energia
potencial total V' € a soma das energias Fiepsao, Ecisalhamento € Eeurvatura COrrespondentes
as forcas de tensao (esticamento e repulsao), cisalhamento e curvatura, respectivamente,
e da energia potencial E,tenciar que depende da altura, equivalente & energia gravitacional
Ugrav; do modelo de Breen et al. Incluiram no sistema resisténcia do meio, permitindo
distinguir os efeitos de um tecido caindo sob a resisténcia do ar e vento, e interacées do
tecido com corpos em movimento e friccées com superficies, tornando mais realiticas as

simulacoes.
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Figura 3.3: Superficie mergulhada.

As interacoes com o meio ou interpenetracoes sio realizadas entre duas iteragoes

subsequentes no tempo para ajustes de posicoes e velocidades.

Baraff et al. [4] propuseram um sistema de simulacao de tecido de pano usando
para cada particula funcoes-energia Egyeichs Fshear € Freng dependentes das condicoes
vetoriais entre as particulas vizinhas. Nao fizeram uso de dados de Kawabata [53] para
estima-las. Utilizaram uma malha triangular e consideraram o tecido como uma super-
ficie mergulhada no ®? (Figura 3.3). Buscaram uma relacdo que permitisse encontrar os
vetores tangentes w,, € w,, inspirados na Figura 3.4, e a partir deles determinaram as en-
ergias Fgyretch € Fshear- Para a energia Ey.,q €les utilizaram a medida do angulo entre dois
triangulos adjacentes. Este sistema pode realizar simulacoes estaveis numericamente
em grandes passos de integracdo no tempo, devido ao acoplamento de coacdes sobre
particulas individuais do tecido com método de integracao implicito. Eles combinaram
um método de integracao de Euler implicito recuado com um método de integracao de
Euler explicito avancado para tornar a simulagdo mais rapida em relacido aos modelos
de particulas anteriores. Eles reorientaram os pesquisadores da area de modelos de-
formaveis, em computacao grafica, para o uso de esquemas implicitos, por mostrarem
que € possivel tornar o processamento mais rapido que o uso dos esquemas explicitos
que exigem pequenas etapas de integracao, por questoes de instabilidades. Uma outra

caracteristica deste modelo € o passo de tempo ser adaptado dinamicamente.

Dada a energia interna total F = Egyetcn + Eshear + Freng N0 ponto, a forca interna
total neste ponto € calculada pela primeira variacao —‘3—5. Utilizaram a dinamica do
movimento dada pela equacao

5 -1, 94 F
& m™( 8m+ ),

onde m € a massa e F representa forcas externas (ar, contato e amortecimento). Observe
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Figura 3.4: Relacao local.
que —‘3—5 corresponde a forca interna total no ponto. O problema relacionado com o
modelo de Baraff et al € a superelasticidade (deformacodes grandes) devido o tecido ter
um comportamento nao-linear, o qual nao € bem modelado pelos modelos de sistemas
de particulas. Baraff et al. [5] também propuseram um procedimento para resolver
este problema. Eles apresentaram um sistema de particulas confinadas ou refreadas

empregando o principio de trabalho virtual de mecanica classica.

Os modelos discutidos até o momento incluem procedimentos de minimizacao de
energia. Para evitar esses procedimentos de minimizacao de energia, devido ao custo
computacional de resolucao de equacoes diferenciais nao-triviais, Plath [72] propdés uma
abordagem, usando outro método fisico, denominada de autémata celular. O estado da
particula depende dos vizinhos locais através de sugestoes vindas deles. A direcao do
movimento de cada particula é determinada pela combinacao destas sugestoes. Como
nos modelos anteriores, sua proposta tem como aplicacdo o caimento sobre objetos,

incluindo o corpo humano.

Mais que caimentos, simulacoes de comportamento de dobra e enrugamento

foram também alvos de pesquisa.

Ng et al. [68] apresentaram um sistema para modelagem e visualizacao de tecido
com linhas similares a Feynman, mostrando alguns caimentos. Propuseram um me-
lhor e mais rapido método para minimizacdo de energia. Propos em [67] um método

geométrico para formacao de dobras utilizando funcées senoidais.

Etzmup et al. [37] apresentaram um engenho completo de simulacao de roupas
com o intuito de produzir animacodes rapidas e realisticas. Este sistema modela roupas
para figuras animadas. Neste modelo, eles tentam unir a rapidez das simulacoes de

sistemas de particulas com o realismo dos modelos de mecanica dos continuos por
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uma formulacao de diferencas finitas. Desse modo, tentam obter forcas corretas e pro-
priedades fisicas do material tais como parametros de curvatura, cisalhamento e tensao
do tecido, que podem ser diretamente derivados para o modelo de particulas da teo-
ria de continuos. Apesar de aceitarem como verdadeiro o comentario feito por House e
Breen [49] - “cloth is a mechanism, not a continuous material” , eles complementam - “in
computer animation we cannot afford to model each detail of this mechanism, i.e., each
single thread and structure”. Segundo eles, a chave do problema esta na aproximacao do
tensor de esforco ¢. Considerando r(u,v) o vetor posicdo de uma superficie deformada,
o € aproximado por
o ( ki(yan —1)  ipai )
sHag) k2(v/az —1)

, @12 = G91 = Ty - Ty € k1, ko € u sdo constantes elasticas

onde /a1 = ||ry|, a2 = ||y

de materiais. Do divergente do tensor esforco (div o), eles estimaram as forcas de esti-
camento e cisalhamento. As forcas internas de curvatura nao podem ser derivadas do
tensor de esforco proposto por eles. Entao, essas forcas sao aproximadas pela “ener-
gia de lamina fina” projetada sobre o normal da superficie. A equacao do movimento

utilizada é
d’r
P ae

onde f € a forca gravitacional. Distanciamento dos pontos na direcao perpendicular a

—divo=f,

direcao das forcas aplicadas, como o processo de formacao de vincos, ndo consegue ser

simulado.

Bridson et al., com vistas voltadas para dois problemas, um referente a aparéncia
e aspecto do tecido e o outro referente ao tempo da simulagao, propuseram em [11] uma
nova abordagem para o controle de curvatura e um novo esquema misto de integracao
no tempo. Com relacao a proposta de esquemas de integracao no tempo para acelerar o
processo de simulacdao, bem como aumentar a estabilidade do mesmo, varios autores ja

tinham dado suas contribuicées como [4, 32, 91, 45, 71].

O trabalho de Bridson et al. € voltado para simulacao de roupas com dobras e
vincos. Para eles, uma chave para obterem um alto nivel de detalhes, isto €, dinamicas
de dobras e vincos, € obter um bom modelo para o curvatura ou bom controle para a
mudanca de curvatura. Considerando que a fisica da mudanca da curvatura do tecido
ainda era insuficientemente compreendida, buscaram propor uma familia de forcas para
controle de curvatura, segundo eles fisicamente corretas, para atuar entre pares de
triangulos [11]. O elemento de curvatura basico sdao dois triangulos margeados por

um lado comum, podendo a malha triangular ser desestruturada. Isto visava nao s6
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Figura 3.5: Exemplos de trelicas massa-mola.

o manuseio de malhas de triangulos desestruradas como também a obtencdo de um
controle fino e mais robusto sobre a curvatura, que consideravam nao ser eficientemente
possivel com os modelos centrados no vértice como elemento basico. Os elementos de
curvatura sao embasados no angulo diedral e sua taxa de mudanca, como em Baraff
et al. [4] e estendido por Grispun et al. [44]. Em resumo, com o objetivo de produzir
uma simulacao de tecido com dobras e vincos para melhorar o realismo Bridson et al
propuseram: (1) um modelo de curvatura com angulos de repouso nao-nulos para a pré-
formacao de dobras e rugas; (2) uma técnica para premeditacao de detalhes em regides
de contatos; (3) um método para tratamento de colisdes que preserva dobras e vincos; (4)
um mecanismo dinamico de pressao que auxilia para controlar o dobramento de larga
escala. Apesar de tanto esforco o seu modelo nao contempla o acoplamento entre as
deformacodes tangenciais e normais, usualmente desprezados no modelo de casca fina
[63].

3.1.2 Sistemas de Particulas Massa-Mola

Sistemas massa-mola sao essencialmente sistemas de particulas com conexoes
cujos comportamentos sao regidos pela lei de Hook: a cada particula esta conectado um
numero finito de particulas vizinhas por forcas-mola [93]. Um objeto € modelado como
uma colecao de pontos-massa conectados por molas numa estrutura de trelica (Figura
3.5). E facil e simples calcular a forca sobre cada ponto-massa, o qual pode ser animado
pela integracao numeérica da forca. A relacao entre as forcas e as distensoes das molas

pode ser formulada com uma simples equacao diferencial ordinaria.

Provot [73] propos um modelo massa-mola para a animacao de tecidos. Podemos
considerar o seu modelo como um marco para os modelos massa-mola voltados para
tecido. Seu modelo de trelica massa-mola € de acordo com a Figura 3.5(b). Ele propos
trés tipos de molas: molas estruturais (Figura 3.6(a)), para modelar as tensoes ou forcas

de compressoes e tracoes (esticamentos); molas de flexdes (Figura 3.6(b)), para modelar
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(i) (i,j+1)
(i) (i,ji+2)
(i) (i,j+D)
gm
(i+1,) (i+2,)) (i+1,) (i+1j+1)
(a) (b) (c)

Figura 3.6: Tipos de molas.

as tensoes ou forcas de flexdes (curvatura); e molas de cisalhamento (Figura 3.6(c)), para
modelar as tensdes ou forcas de cisalhamento. Assim, ele tentou simular com as molas

todas as elasticidades: métrica, curvatura e cisalhamento.

Provot mostrou que, quando uma concentracao de alta tensao ocorre numa pe-
quena regiao da superficie, as deformacoes de elongacdes locais tornam-se nao realisti-
cas, isto é, ocorrem grandes taxas de deformacoes de elongacoes. Isto € devido ao com-
portamento nao-linear do tecido que € dificil de ser modelado com as molas. Aumentar a
rigidez das molas nao resolve o problema. Para resolver esse problema, chamado de su-
perelasticidade, ele utilizou um método baseado no seguinte procedimento: fixa-se uma
taxa de deformacao 7., denominada de taxa critica de deformacao, e se a taxa de de-
formacao da mola exceder esse limite, sao realizadas modificacoes nas extremidades da
mola (ou nas posicdes dos pontos extremos da mola) para manter a taxa de deformacao

no limite da taxa critica.

Para cada ponto p;; € aplicada a equaciao do movimento
F;; = pagj,

onde u € a;; sao a densidade de massa e a aceleracao do ponto e F;; € a soma da forca

interna, modelada pelas molas, e for¢ca externa (gravidade, viscosidade do meio e vento).

Para o problema de superelasticidade, Vassilev et al. e Dochev et al. [31, 88, 89]

propuseram as modificacoes das velocidades ao invés das posicoes.

Além da preocupacao com as questoes de eficiéncia e estabilidade, Kang et al.
[52] tentaram melhorar a aparéncia do tecido subdividindo os triangulos e introduzindo
curvas splines cubicas enrugadas para gerarem uma superficie suave enrugada, con-
siderando que curvas splines cubicas geram uma superficie excessivamente suave, di-
ferente da aparéncia real do tecido. Tal mecanismo visou a criacao de rugas no tecido

simulado. O modelo deles gera o movimento de um pequeno numero de pontos-massa
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e calcula a posicdo dos outros pontos-massa por um método de interpolacao como o da
curva spline cubica. Determinadas as curvas splines cubicas, eles adicionaram rugas
a elas gerando curvas splines cubicas enrugadas. A partir destas determinam a super-
ficie. Porém, pelo fato da malha esparsa conter poucas particulas (ou pontos-massa),
torna-se dificil a modelagem de tecido com grandes curvaturas (fenomeno normal numa

deformacao de tecido). Este modelo produz animacoes consideradas aproximadas [40].

Cordier et al. [22] apresentaram um método para animacao de tecido de pano em
tempo-real. Ele é voltado para a animacao de figuras humanas vestidas. O método pro-
posto € hibrido, tentando explorar os méritos de ambas as abordagens de deformacoes:
fisica e geométrica. Ele combina a rapidez de métodos geométricos (curvas catenaria,
circulo e FFD) com o realismo dos métodos fisicos (sistema massa-mola simplificado)
para a animacao interativa de figuras humanas vestidas, simples e complexas. Este
meétodo permite a animacdo em tempo-real. Para conseguir esse desempenho, as pecas
de roupas sao divididas em trés pedacos que sao simulados por algoritmos distintos,
dependendo de como eles estao acamados sobre a superficie do corpo e se eles grudam
ou escorregam sobre ele. Os pedacos sao: (1) roupa esticada, que segue a deformacao
da pele; (2) roupa frouxa ou solta, aplicando um método geométrico a partir das curvas
catenaria e ciculo para mangas e pernas de calca e aplicando FFD para o tronco; (3)
roupa flutuante, que € aplicado o modelo fisico massa-mola simplificado. Utiliza uma
abordagem geométrica (curvas catenaria, circulo e FFD) para a formacao de dobras e
rugas, sem relacao fisica. Este trabalho buscou evitar alguns calculos desnecessarios,
de acordo com os autores, referentes a deteccoes de colisdes complexas e deformacoes
fisicas. O modelo € restrito ao caimento da roupa sobre figura humana numa simulacao

dinamica.

Fuhrmann et al. [40] desenvolveram um sistema interativo para animacao de
tecido. Nesse sistema, € usada uma malha triangulada, servindo como base de um sis-
tema massa-mola. Também € descrito um algoritmo que substitui as forcas internas por
varias forcas de coac¢odes ou pressoes, podendo ser aplicados largos passos de integracao
no tempo. E capaz de animar um pedaco de tecido em tempo real. O tecido pode ser

arrastado interativamente usando o mouse.

Enquanto outros modelos tentam refletir propriedades como cisalhamento, es-
ticamento e curvatura anisotropicos, Fuhrmann et al. propuseram o que chamam de
modelo mais simples que refletira aproximacoes para propriedades de esticar e curvar,

negligenciando o cisalhamento e anisotropia de elongacées?. Esta abordagem de substi-

20 tecido é um objeto que pode ser composto de um material que tem a propriedade de anisotropia de
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tuicao das forcas internas por pressoes ou coacdes também visa resolver o problema de
superelasticidade [40]. Segundo os autores, essas pressoes podem ser parametrizadas
para gerar diferentes comportamentos do tecido. As forcas externas se resumem a gravi-
dade, forca de entrada do usuario e forcas de colisdes com outros objetos da cena. A
maior preocupacao deles nao foi com a corretude fisica, mas com a simulacao em tempo
real. O modelo deles nao pode ser aplicado para tecidos cujas elongacoes ultrapassem a
décima parte do comprimento do estado de repouso. E um modelo fisicamente limitado.

Nao é um modelo proprio para a formacao de dobras e rugas.

Devido os modelos massa-mola apresentados até o presente momento serem
compostos por molas unidimensionais, regidas por equacoes constitutivas lineares3
(hookeanas), os mesmos nao sao capazes de reproduzir certos compotamentos nao-
lineares dos tecidos. Este problema motivou Jeong et al. [51] a formularem um modelo
de mola chamado mola 3D. Este modelo de mola 3D visa refletir com mais fidelidade
as forcas de resisténcia a curvatura usando uma massa orientada com um unico vetor
diretor para cada mola atada a ela. Porém, a mola nao cria toda forca de restauracao ou
torque contrario a tor¢ao. Esta € uma abordagem nova, na linha de um melhor controle

de curvatura em sistemas massa-mola, que ainda esta em processo de formulacao.

Varios trabalhos tiveram uma atencao maior nos problemas de eficiéncia e esta-
bilidade em animacoes via sistemas massa-mola, por exemplo, [16, 30, 31, 32, 40, 45,
52, 88, 89, 91].

3.2 Modelos Fisicos Baseados em Mecanica dos Continuos

Modelos baseados em mecanica dos continuos consideram o objeto como um con-
tinuo parametrizado e aplicam conceitos e propriedades numa vizinhanca local. Nesta
linha de visao, existem diversas vertentes tedricas gerais e completas a respeito do com-
portamento de materiais, tanto dos corpos sélidos como das laminas e cascas finas,

perante acoes externas.

Modelos deformaveis baseados em mecanica dos continuos podem ser de duas

naturezas: baseado em energia ou baseado em forca. Modelos baseados em energia

elongacoes.

3As equacdes constitutivas sdo equacdes que caracterizam o comportamento interno termomecanico ou
mecanico de elasticidade ou plasticidade do material. Isto €, sio modelos matematicos para as respostas
termomecanica ou mecanica do material da casca, capazes de determinar as varias func¢des de estado
derivadas dos principios de balanco [64, 75].
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calculam a energia de todo objeto de um conjunto de equacdes e em seguida determi-
nam a forma movendo os pontos para encontrar um estado de energia minima. Modelos
baseados em forca representam a forca entre os pontos como equacdes diferenciais e
realizam uma integracao numeérica para obterem as posicoes dos pontos em cada itera-
cao no tempo. Em geral, modelos baseados em energia produzem simulacoes estaticas,
considerando apenas os valores escalares das grandezas fisicas, € modelos baseados em
forca produzem simulacdes dinamicas, levando em conta as direcoes das grandezas fisi-
cas [66]. Portanto, os modelos baseados em forca sdao mais apropriados para modelagem

de caimentos, dobras e rugas de tecidos.

O trabalho pioneiro em modelos baseados em forcas foi proposto por Terzopoulos
et al. [87].

Terzopoulos et al. [87] apresentaram um modelo de superficies deformaveis usan-
do teoria de elasticidade nao-linear com uma resposta esforco-distensao simplificada. O

modelo nao emprega propriedades do material como modulos de Young e raio de Poisson.

As dinamicas do modelo sao regradas pela equacao do movimento na sua formu-

lacao lagrageana:

) de(r)
=N
O+ v+~ (r, 1),

onde v = 7 € a velocidade do vetor posicao » de um ponto da superficie S, y € a densi-
dade de massa e v € a constante de amortecimento num ponto r. O vetor F denota a

contribuicao das forcas externas em r num instante t¢.

A aproximacao da forca interna e(r) = de(r)/ér € obtida efetuando a minimizacao

da energia e descartando alguns termos:

~ 0 or 0?
e(r)= > - (aija—uj)  Fuga; Bim) (3.1)

J

onde n é o vetor normal a superficie e
ai; = mijlaij — Aij),  Bij = &ij(biy — Byj)

com a;; € A;; denotando as componentes dos tensores métrico da superficie no estado
deformado e nao deformado, respectivamente, b;; € B;;, as componentes dos tensores
curvatura da superficie no estado deformado e nao deformado, respectivamente, e 7;; €

&i;» as constantes de elasticidade.
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Em seguida, Terzopoulos et al. aproximaram o vetor normal n pelas derivadas

92pr . . ~ .
Bu;0u; e obtiveram a segulnte expressao para a forga interna

parciais de segunda ordem
2

- 0 or 0? o0%r
er)= D 5 (“aT) * G, (ﬁiﬂ‘ auiau) :

ij=1

Acreditamos que a utilizacao destas aproximacodes foi devido a complexidade de
usar o vetor normal como produto vetorial dos vetores de base tangentes, para resolver
o sistema de equacédes diferenciais parciais. Porém, esta aproximacao torna dificil o
controle da mudanca de curvatura da superficie, pois a direcao, sentido e magnitude
da derivada parcial de segunda ordem em geral nao coincidem com a direcao, sentido e
magnitude do vetor normal. Um bom controle de curvatura € importante para a aparén-
cia visual de caimento, dobras e rugas do tecido. Outra simplificacao no modelo deles € a
desconsideracao do termo de acoplamento entre as medidas métricas e as de curvatura,
importante para a formacao de dobras e rugas quando apenas forcas tangenciais sao

aplicadas.

Posteriormente, em 1988, Terzopoulos et al. [86] incorporaram comportamento

inelastico ao modelo (viscoelasticidade e plasticidade).

Aono [58] apresentou um modelo de propagacao de vincos baseado na teoria de
elasticidade e nos principios de D’Alembert. Neste modelo o tecido de pano € visto como

um meio que propaga rugas € vincos.

Para a obtencao do modelo Aono fez as seguintes suposicoes: (1) o tecido no es-
tado inicial € considerado homogéneo, isotréopico e linearmente elastico; (2) pelos princi-
pios de D’Alembert, o tecido esta em estado de equilibrio, durante todo instante de
tempo, sob as forcas aplicadas; (3) o tecido nunca estica ou encolhe ao longo da direcao

normal a superficie. Com estas trés suposicoes ele obteve a seguinte equacao

Py O%uy 0 (0u;r Oug d?u; du;
a2 oy T O (G * 5mc) T =g g (3-2

onde 1 = z, T9 = y € £3 = z sdo as coordenadas cartesianas, u; € o deslocamento na

G

direcao z;, f; € a forca aplicada na direcao z;, A € a constante de Lamé, G € o modulo
de rigidez, p € a densidade de massa do tecido e ¢; € a constante de amortecimento
na direcao z;. Aono incluiu anisotropia (local e global) e viscoelasticidade a Eq. (3.2).
Comportamentos como o caimento ou interacao com objetos rigidos nao foram levados

em consideracao.

Simo et al. [78, 79, 80] usou teoria de superficie de Cosserat com o vetor diretor

inextensivel para formular de forma precisa as leis de equilibrio locais, equacdes consti-
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tutivas locais e forma fraca das equacoées de momentos numa maneira util para analises
e implementacao por elementos finitos. Kim [54] mostrou como tratar o caimento 3D de
tecido usando esta proposta de Simo et al. O método considera todas as propriedades do
material tais como modulos, peso e rigidez. Deng [29] estendeu o trabalho de Kim [54]

4 e contato. Uma

para tratar de pregueamento (ou enrugamento), curvatura nao-linear
abordagem simples foi proposta por Collier et al. [19], que trataram a “casca” como
uma montagem de “laminas”. Nesta abordagem € usada a superposicao de esticamento
e curvatura das laminas para representar o comportamento da casca. Nela, exclui-se
o0 acoplamento de esticamento e curvatura dentro dos elementos, ndo sendo um bom

procedimento para o tratamento do tecido [15].

Preocupado com o desempenho computacional dos modelos baseados em me-
canica dos continuos, Chen e Govindaraj [15] resolveram optar por outra abordagem
para predizerem o caimento de tecidos. Sua abordagem € baseada na teoria de soli-
do-casca degenerado, com o normal a superficie do meio nao deformada permanecendo
normal a superficie do meio deformada durante a deformacdo e que os esforcos sao
aproximadamente planos e paralelos ao plano tangente a superficie do meio. Segue,
entao, desta ultima suposicao, que as distor¢coes da casca sao definidas adequadamente

pelo tensor métrico e tensor curvatura,

1. variagdo da métrica

1
8043 = E(aaﬂ — Aaﬂ);

2. variagcao da curvatura
12
Kap = Bap = bap + 5 Z(Ba,\e,\ﬂ — BgaEaa);
A=1

onde aqg (Aap) € bog (Bag) sdo as componentes dos tensores métrico e curvatura da

superficie corrente (inicial), com r(u!,u?) o vetor posicao de um ponto da superficie.

Consideraram também as deformacées de cisalhamentos transversais da casca,

pela projecao do vetor normal sobre a superficie de referéncia da casca corrente

1. cisalhamento transversal da casca

73a:n.i(3_r)_

Qoo \OUZ

4Grande mudanca da curvatura para pequeno esforco, isto ¢, a relacio mudanca da curvatura do tecido
e esforco realizado é nao-linear.
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Para tratar o problema de nao-linearidade devido a grandes deformacées, pro-

puseram a equacao de equilibrio dada por
K(u)Au = Af,

onde u € o vetor deslocamento, f € a carga externa e Au e Af sao as variacoes dessas
grandezas. Nao mostram como calculam as forcas internas a partir destas medidas de
deformacoes nem como calculam a matriz de rigidez K. Fizeram uso nas simulacoes das

medidas do material: médulos de Young e cisalhamento e raio de Poisson.

Pela suposicao sobre o vetor normal, uma grande deformacao de curvatura da
superficie nos levara a uma grande variacao dos cisalhamentos transversais da casca,
utilizados para modelar o comportamento de caimento do tecido. Isto € um problema
entre a suposicao sobre o vetor normal em cada instante de tempo e as medidas de
cisalhamentos transversais, pois, a medida que ocorrer mudanc¢a na curvatura, ocor-
rerao mudancas das projecoes do vetor normal a superficie inicial sobre as direcoes
tangentes a superficie corrente. Outro problema desta suposicao esta no calculo das
componentes do tensor curvatura que serao apenas aproximacoes. O acoplamento da
deformacao tangencial e normal € feito de forma unilateral, isto €, apenas a deformacao
tangencial é considerada na deformacao normal. Isso € um problema para o equilibrio
do modelo, pelas relacoes de compatibilidade geométrica e fisica. Além disso, como no
calculo de ko5 0s termos €)5 € €, €stdo multiplicados por B,) € Bg,, respectivamente,
nos pontos da superficie que sao planares no estado inicial, o acoplamento entre defor-
macoes tangenciais e normais nao ocorrera. Entao, por exemplo, nas simulacoes cujas
forcas sao tangenciais e a superficie € plana tal relacdo nao contribui para a formacao

de dobras e rugas.

Eischen et al. [35] desenvolveram um sistema baseado na teoria de casca nao-
linear [78, 79, 80], proposto por Simo et al. Ele € destinado a resposta de material
nao-linear, contato de tecido com superficies rigidas e controle adaptativo de compri-
mento de arco, objetivando as simulacdes de movimentos 3D relacionados a processos

de manufaturamento de tecido real.

A casca é representada a partir da superficie do meio ou superficie de referéncia,

e do vetor diretor unitario (Figura 3.7).

No modelo de Eischen et al. [35] sdo considerados trés tipos de deformacoes:

1. variacdo da métrica ou distensiao de membrana

1
5aﬂ = §(Ga5 — Aaﬂ);
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X

Figura 3.7: Configuracao da casca.

2. variacao da curvatura

Y

o= (i 35) ~ (s )

3. cisalhamento transversal da casca
or 87‘0
10 = (e 4) = (e D)

onde r e rg sao os vetores posicao da superficie corrente e inicial, respectivamente, e
d e D sao os vetores diretor sobre a superficie corrente e inicial, respectivamente, com
D normal a superficie inicial. As deformacdées de membrana medem as elongacdes ou
compressoes € mudanca de angulos na superficie do meio da casca, as deformacoes de
cisalhamento transversais medem os cisalhamentos das secdes transversais da casca e

as deformacédes de curvatura medem as mudancas de curvaturas da superficie do meio.

As relacoes entre as forcas e momentos atuando na casca e as deformacoes sao

governadas pelas equacoes constitutivas:

1. esforco de membrana

2
n®® =h Z Caﬂ’\‘se,\g;
Ad=1

2. esforco de cisalhamento transversal

2
qoz — kh Z Ca3)\3,y)\;
A=1
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3. esfor¢o de curvatura
2

h3

af _ v afAd .

me =15 Z CEkas;
Ab6=1

onde h € a espessura da casca e k € um fator de correcao de cisalhamento. Utilizaram

as medidas do material como raio de Poisson v, médulo de elasticidade FE e fator de

correcao de cisalhamento k&, inseridas no calculo das constantes de elasticidade pelas

expressoes
E —
Caﬁ)\d — (1 2) [VAa/J’A)\J + (1 . V) (Aa)\AﬂJ —i—Aa(jA)"B)],
-V
Ca3)\3 — kE Aa)\
201 +v) " 7

onde a matriz (A%?) é a matriz inversa da matriz (A,g3).

A imposicao de momento linear e angular permite o desenvolvimento de uma
forma fraca® da teoria de casca nao-linear. Incorporando resposta aos materiais do
tecido, os procedimentos de linearizacdo padrao dos elementos finitos conduzem a forma
matricial

K(rd)(y1) = Pust ~ Fia(r, ),
onde F;,;(r,d) € o vetor forca interna e F.,; € o vetor forca externa. A solucao desta
equacao gera incrementos nos vetores posicao e no vetor diretor, r e d, usados para
atualizar a posicao e o vetor diretor da superficie do meio da casca. O modelo deles
nao acoplam as deformacdes tangenciais com as deformac¢des normais, importante no
tratamento de dobras e rugas no tecido. Além da complexidade analitica do modelo
deles, sao feitas restricbes no modelo 3D para a obtencao de um modelo 2D bem como
ocorre o enfraquecimento do equilibrio da quantidade de movimento pela abordagem

variacional.

Au et al. [3] propuseram um modelo para simulacao do caimento de tecido de
pano buscando incorporar propriedades materiais do tecido aos parametros de controle

da deformacao. Sao utilizadas duas energias no ponto nodal r, j]

2
Uslivdl =5 > O (aaslisd] — Aaslis 1) (asnlis 3] — Asali 1),
a7ﬂ:5aA:1

SForma fraca sdo aquelas obtidas a partir do enfraquecimento de algumas hipéteses. Isso enfraquece a
convergéncia. Tanto em [78, 79, 80] como em [35] a forma fraca € uma formulacao variacional das equacoes
de equilibrio de quantidade de movimento.
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2
Uslivfl =5 Y. C5" (baplisi] = Baslis ) (barlis 1] — Banlis 1),
a’/B,(S,)‘Zl

definidas em termo dos tensores métrico e curvatura, respectivamente.

Fazendo restricoes sobre as dire¢cdbes warp e weft, reduz-se os parametros de
elasticidade a cinco parametros para cada energia, isto €, apenas Cj!'!, Ci!?2, (C;?12,
C??'! e C$?*? sao nao-nulos. Estes parametros dependem dos parametros do material
como: modulos elasticos, modulos de cisalhamento, modulos de torcao, médulos de

curvatura e raios de Poisson.

A partir das energias Ug[i, j] € Ugli, j|, sdo derivadas duas forcas f;[é,j] € fg[i, 7]

pelo seguinte calculo

0Ug[(1 —1),5] | 0Ug[i,j] , 9Ugli, (j —1)]

fG[Zaj]

orli, j] orli, 7] orli, ]
.. 0UB[(i—1),5]  0oUBl(i—1),(j —1)] , oUgli, (5 +1)]
Fali-gl = orfig orli, j] L = R

OUslig) | Usfis G~ V)], OU[(i +1),5]
orli, 7] orli, ] or(i, j] '

Au et al. utilizam o vetor normal da etapa de tempo imediatamente anterior a
etapa atual, estimando a forca fp[i,j] totalmente na etapa de tempo anterior. O equi-
librio das forcas atuando no ponto nodal r[i, j] € dado pela equacao

. d?rli, j] . drli, ] . .
plisi)(G = 5 8) = li, 1528 = Foli ] + £ plis ).

O modelo de Au et al. € um modelo semelhante ao modelo de Terzopoulos et al.
[87]. Porém, eles tratam o vetor normal diferentemente e fazem a inclusdo de parame-
tros do material. E um modelo com uma forca resposta simplificada. Ndo contemplam
a relacao entre as deformacoes tangenciais e normais, importante para o tratamento

de dobras e rugas. Com o uso da for¢a interna f 3|7, j] no instante anterior ao instante

corrente surge uma dificuldade para o controle da curvatura.

O ponto comum de todos os trabalhos que seguem o paradigma da Mecanica dos
Continuos € a negligéncia do termo de acoplamento das deformacéoes tangenciais e das
normais na formulacdo da energia interna. A nosso ver, isso constitui uma barreira
para simular movimento do tecido na dire¢do perpendicular a direcao da aplicacao das

forcas.
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3.3 Comentarios Finais

Os sistemas de particulas em geral sao modelos fisicos simples, de facil com-
preensao e construcao. A complexidade € menor comparando com os modelos contin-
uos. A animacao baseada nesta abordagem ja pode ser feita em tempo-real. Eles sofrem,
no entanto, do problema de serem modelos discretos que buscam aproximar o continuo.
Nestes modelos ocorrem dificuldades de composi¢cdes das forcas internas de interacoes e
do controle dos efeitos indesejados. E uma tarefa ardua e dificil a micromodelagem das
interacoes neste nivel de estrutura (microestrutura), principalmente o controle de cur-
vatura e o tratamento de dobras e rugas, importantes para a aparéncia visual realistica
do tecido simulado. Nao existe ainda um acoplamento entre as deformacées tangenciais
e normais, importantes para o tratamento de dobras e rugas dos tecidos, cujo compor-

tamento € nao-linear, podendo surgir efeitos classificados como superelasticidade.

Os sistemas continuos gozam da desvantagem do alto custo computacional, pois
geralmente resultam em sistemas de equacoes diferenciais parciais cuja busca da solu-
¢ao numeérica € computacionalmente cara tanto em tempo quanto em memoria. Porém,
os mesmos sao desenvolvidos em modelos geometricamente exatos por fisico-matemati-
cos de forma analica e sistematica. Com isso a controlabidade nos sistemas continuos
sera melhor, em relacao aos sistemas de particulas, pela maior fidelidade da modelagem
das deformacées, forcas internas e equilibrio de forcas. Além disso, os parametros de
controle sao incorporados de forma natural via modelo fisico porque as equacdes con-
stitutivas relacionam diretamente as forcas com as variacoes nas medidas geométricas.
Dessa forma, consideramos que os sistemas continuos poderao oferecer uma interface
simples e intuitiva para o usuario bem como resultados mais realisticos que os sistemas

de particulas.

Em ambos, sistemas de particulas e sistemas de continuos, ainda nao foram
feitas abordagens adequadas para o tratamento de dobras e rugas envolvendo deslo-
camentos ortogonais as equacoes. Nesta tese, apresentamos um modelo baseado em
mecanica dos continuos que consegue tratar apropriadamente este tipo de comporta-

mento bastante comum nos tecidos.
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Estado-da-Arte: Caimento, Dobras e Rugas de Tecidos
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Capitulo 4

Superficie de Cosserat

Neste capitulo, apresentaremos um modelo de comportamento termodinamico de
superficies de Cosserat propostas pelos irmaos Cosserat em 1909. Este modelo permite
analisar as deformacdes de cascas finas (thin shells), representando as mesmas como
superficies bi-dimensionais providas de um vetor diretor nao tangente a elas em cada

ponto (Figura 4.1).

Figura 4.1: Superficie de Cosserat.

Uma casca, intuitivamente falando, € um corpo 3-dimensional caracterizado pelo
fato de duas superficies da sua fronteira, em lados opostos, serem muito maiores em
relacao as outras superficies da fronteira (Figura 4.2). Define-se como a sua espessura
a distancia entre estas duas superficies maiores. Quando esta espessura € suficiente-
mente pequena, diz-se que a casca € fina. Quando as superficies maiores forem planas,
ela € chamada de lamina (plate). Na década de 1950, Naghdi mostrou o potencial do

modelo de superficie de Cosserat para modelar “cascas solidas”.

Figura 4.2: Casca.
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Ericksen e Truesdell [36], em 1958, desenvolveram uma teoria geral de equilibrio
para distensoes em “hastes e cascas”, com base no trabalho dos irmaos Cosserat. Con-

tudo, eles nao levaram em consideragiao as equacoes constitutivas.

Em 1965, Green et al. [42] integraram os principios dinamicos e termodinamicos
de mecanica dos continuos a analise de uma superficie de Cosserat: o postulado de
equilibrio de energia, equacoes constitutivas, desigualdade de producao de entropia e
propriedades fisicas invariantes sob movimentos de corpos rigidos superpostos. Com
isso, as aplicagdes do modelo se estendem além das deformacées infinitesimais e dos

materiais elasticos.

Existem duas vertentes nesta abordagem de superficie de Cosserat [64, 75]: (a)
teoria de superficie de Cosserat 3-dimensional, que parte de principios fisicos de equili-
brio para volumes arbitrarios da casca fina!, encontrando equacées locais de equilibrios
2-dimensionais sobre a superficie do meio da casca, porém, as variaveis de estados da
superficie S sdo integradas com relacdo a coordenada u?, que varia na direcao da es-
pessura da casca, onde a reducido para variaveis de estados dependentes apenas das
coordenadas de superficie u* ocorre mediante as hipoteses de Love-Kirchhoff; (b) teo-
ria de Cosserat por abordagem direta (2-dimensional), que parte de principios fisicos
de equilibrio voltados para areas arbitrarias da superficie [42], encontrando equacoes
locais de equilibrio 2-dimensionais sobre a superficie S, com as variaveis de estados de-
pendentes apenas das coordenadas de superficie u*. A segunda abordagem se enquadra
melhor com o nosso objetivo de pesquisa, pois € um modelo de mecanica dos continuos,
tem semantica geométrica e € voltado para superficie, evitando o uso da hipétese de
Love-Kirchhoff, que inviabiliza a introducdo do termo de acoplamento na equacao de
energia interna da superficie deformada, ou de fazermos aproximacées de um modelo

3D para um modelo 2D ou trabalharmos com um modelo 3D.

No que segue, apresentaremos a proposta de Green et al. [42], na qual o nosso

trabalho se baseou para elaborar um algoritmo aplicado a deformacéao de tecidos.

4.1 Definicao de Superficie de Cosserat

Uma superficie de Cosserat ¢ uma superficie mergulhada no espaco euclidiano
3-dimensional a qual em cada ponto € assinalado um unico vetor diretor d nao tan-

gente a superficie. O diretor ndo necessariamente esta na direcao do vetor normal a

!0 modelo para tecidos de pano proposto por Eischen et al. [35] é embasado na proposta de Simo et al.
[78, 79, 80], que, por sua vez, é embasado na teoria de superficie de Cosserat 3-dimensional.
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superficie S e € assumido ter a propriedade que permanece invariante em comprimento
quando o movimento de S € alterado para um movimento de corpo rigido sobreposto. O
mergulho corresponde a maneira como a superficie € inserida no espaco circundante a
ela, de modo que o elemento de medicao desse espaco circundante restrito a superficie

corresponde ao elemento de medicao da superficie.

Sejam os pontos de uma regiao B (casca fina) num espaco euclidiano 3-dimensio-
nal referidos a um sistema de coordenadas Cartesianas retangulares fixo z* (i = 1,2, 3)
e seja u',u?,u® um sistema de coordenadas curvilineas convecionadas? definido pelas

relacoes de transformacao

ot = 2 (ut, u?, ud, t) det(a—ﬂ) >0 4.1)
- ? ? » Y/ 3u7 - .

A transformacéao (4.1) € nao singular e tem uma unica inversa

ut = u'(zh, 22, 23, 1). 4.2)

Sejam os pontos de B identificados pelo sistema de coordenadas curvilineas con-
vecionadas geral (Eq. 4.2), cujos vetores posicao, relativos a origem do sistema Carte-

siano retangular fixo, €

3
R = R(u',u%,u? t) = in(ul,UQ,u?’,t)ei, 4.3)
i=1
onde e; sdo os vetores da base canénica do sistema de coordenadas Cartesianas retan-
gulares.
Seja S a superficie dada pela equacao u® = 0 (Figura 4.3), isto é, a superficie

formada pelos pontos do corpo B cujos vetores posicao siao dados por

r=r(ut,u? t) = R(ul,u?,0,1). (4.4)

No capitulo anterior (Cap. 2), na Secao 2.2, cobrimos o espaco circundante a
superficie ou o corpo B com um sistema de coordenadas normal. Isto €, u! = constante

e ud = 0 ou u?

= constante € u? = 0 geram curvas sobre a superficie S, denominadas de
curvas coordenadas, enquanto a direcao de «? coincide com a direcdo normal a superficie

S. Em [42], Green et al. consideram tal sistema de coordenadas curvilineas.

2Um ponto tem um mesmo terno de coordenadas »’ durante todo instante ¢.
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Figura 4.3: Superficie do meio da casca.

A deformacao da superficie de Cosserat S ao longo do tempo ¢ € caracterizada por

r=r(ut), du*t), [aiaxd] >0, (4.5)

onde [a;aqd] = (a1 X a2)-d representa o produto misto dos vetores. A condicao [aiaqd] > 0
impde que os vetores ai, as € d nao sejam coplanares e que o vetor diretor d esteja do

mesmo lado do vetor normal, em relacdo ao plano tangente.

O vetor diretor € um vetor que nos permite avaliar o comportamento de uma su-
perficie relativo ao meio em que ela esta imersa. Veremos na préoxima secao que através
dele, pode-se determinar as deformagdes que nao sao intrinsecas a superficie, aquelas
que nao sao determinadas apenas pela métrica da superficie S (Secao 2.2). Por exemplo,
numa folha de papel, quando € dobrada, ndo ocorrem mudancas referentes as pro-
priedades caracterizadas pela métrica: porém, as superficies antes e depois de dobrada
sdo distintas. Esta distincao entre as mesmas pode ser determinada pelo vetor dire-
tor. O vetor diretor também nos permite modelar uma casca por meio da sua superficie
do meio e descrever as propriedades volumétricas em relacao a ela, como espessura,

curvatura e cisalhamento das secoes transversais da mesma.

4.2 Energia Armazenada na Superficie de Cosserat

Nesta secao, estabeleceremos as relacoes entre as medidas geométricas e as medi-
das de deformacoes da superficie, definiremos as forcas atuantes na superficie e estabe-
leceremos as equacodes constitutivas para as componentes das forcas internas atuantes

nela.
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4.2.1 Deformacao de uma Superficie de Cosserat

Green et al mostraram que os trés vetores a1, a; € d de uma superficie de Cosserat
nos dao medidas geométricas que permitem caracterizar as deformacoes de uma casca
fina ao longo do tempo. As medidas cinematicas sao obtidas a partir destas medidas
geométricas, comparando-as em relacdo a um estado inicial S° nao deformado, da su-
perficie de Cosserat. Os vetores de base e base reciprocos, o normal unitario, os tensores
métricos e métricos reciprocos, o tensor curvatura e o vetor diretor da superficie inicial

S0 serao designados por A,, A%, Aj, Aup. AP, B, € D, respectivamente.

S

Figura 4.4: Estimativas de comprimento e angulo.

A partir dos vetores de base a, obtemos estimativas do comprimento de um pe-
queno arco sobre as curvas coordenadas e do angulo entre as duas curvas coordenadas

da superficie de Cosserat S (Figura 4.4), através das componentes do tensor métrico

Gqp = Qq " Ag. (4.6)

As medidas fisicas associadas a estas medidas geométricas sdo as variagoes das

mesmas em relacao ao estado inicial da superficie de Cosserat S, isto €,

(aap — Aap)- 4.7)

N —

Eaf =

Dessa forma, as medidas ¢,4 medem as mudancas de comprimentos (elongacoes

ou compressoes) e cisalhamentos sobre a superficie de Cosserat S.

As medidas fisicas associadas a uma casca fina que nao dizem respeito as medi-
das intrinsecas da superficie do meio desta casca fina sao caracterizadas por medidas
geométricas associadas ao vetor diretor d. O vetor diretor d, em termos de seus compo-

nentes, pode ser expresso na forma

d=> da;=)_da’ (4.8)
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onde, pela equacao (2.45)3, tém-se d3 = ds. Considere as medidas geométricas

di =d-a;, Mg=dg-a;, (4.9)

que nos da, respectivamente, uma estimativa da projecao do vetor diretor sobre o vetor
a; e de curvatura. Para que fique mais claro, considere o caso em que d = a3. Neste

caso,

ABa = @30 " @8 = —byg. (4.10)

As medidas fisicas associadas ao vetor diretor d sao definidas a partir das medi-

das geométricas (Eq. 4.9) pelas expressoes

Kia = XNia — Niq. € v = d;j — Dj, (4.11)
onde A;q = A;- D 4 e D; = A; - D sao os valores de )\, € d; no instante ¢ = 0.

De um ponto de vista fisico, pode-se pensar que o vetor diretor d € um vetor
que descreve as deformacoes das fibras ou filamentos materiais orientados ao longo da
espessura da casca fina. E permitada a esta fibra esticar, isto é, a magnitude da projecio
de d sobre a direcao normal pode mudar, e € permitida cisalhar em relacao aos tangentes
a, da superficie S, isto €, a magnitude das projecoes do diretor nas direcoes tangentes
pode mudar. Além do comportamento da fibra, as variacoes do vetor diretor d ao longo
das direcoes tangentes, projetadas nas dire¢ées a;, nos informam como a superficie do
meio e transversais da casca fina curvaram-se ao longo do tempo. Figura 4.5 ilustra

diferentes classes de deformacoes modelaveis pelo vetor diretor.

Em [42], além de desenvolverem um modelo tedrico considerando o caso geral
para o vetor diretor, Green et al também apresentaram tal modelo restringindo o vetor

diretor d ao vetor normal unitario a superficie S, em todo instante ¢, isto €,

d(ut,u? 1) = as(ul,u? ). (4.12)

Consideraremos no restante desta tese o caso particular dado pela equacao (4.12).

Quais sao as implicagoes ao assumirmos isso? Com esta configuracao do vetor

diretor teremos as seguintes medidas geométricas, em todo instante ¢, associadas a ele
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Ay

) casca inicial

g

) casca alterada a espessura (c) casca cisalhada

% s

) casca curvada transversalmente (e) casca curvada

@

4

Figura 4.5: Medidas cinematicas do vetor diretor.

di=dy=0, d3=1, Aga=—bga;, Aga=0. 4.13)

Dessa forma, as medidas fisicas que medem as deformacodes ocorridas na casca

fina representada pela superficie de Cosserat S reduzem-se a

1
€ap = 5(0ap — Aap), Kap = ~(bap — Bap)- (4.14)

Esta restricao nos leva a concluir que numa casca fina que satisfaz esta restricao,
durante todo instante ¢, ocorrem apenas as deformacodes da superficie do meio: elonga-
¢oes/compressoes e cisalhamentos sobre ela e mudanca da sua curvatura. Nao ocorrem
alteracoes da espessura, cisalhamentos transversais, nem mudanca das curvaturas das
secoes transversais. Isso nos permite focalizar simplesmente na superficie do meio da
casca e nas mudancas ocorridas nela. Desta forma, apenas as componentes dos ten-
sores métrico e curvatura da superficie S, elementos da teoria de geometria diferencial,
serao considerados no estudo das deformacoes, facilitando o projeto de uma interface

mais intuitiva.
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4.2.2 Definicao das Forcas Atuantes na Superficie de Cosserat

Sejam as velocidades v =7 e w = d = a; dadas por

3 3 3 3
v= E v'a; = E via', w= E w'a; = E w;a’, (4.15)
i=1 i=1 i=1 i=1

onde, por (2.45)3, tém-se v3 = v3 € w3 = wj.

Seja w C S uma regiao arbitraria, no tempo ¢, limitada por uma curva fechada c,

3

com v = 22 vea® o vetor normal unitario exterior a curva ¢, na superficie S (Figura

a=1
4.6).

S

Figura 4.6: Area arbitraria.

Sejam os vetores N e M tais que N -v e M - w representam as taxas de trabalho
por unidade de comprimento de ¢, associado ao deslocamento do ponto e do vetor dire-
tor. Eles sdo ditos, respectivamente, vetores forca de curva e forca de curva diretora?,
medidos por unidade de comprimento de c. As forcas N e M atuam ao longo da curva
fronteira ¢, da regiao w, em oposicao ao deslocamento dos pontos de ¢ € ao deslocamento
do vetor diretor, respectivamente, e dependem do vetor normal unitario exterior v da
curva c. Elas correspondem as forcas devido a acao, segundo a direcao v, da parte de S

externa a regiao w sobre a parte interna de w (Figura 4.7).

S

Figura 4.7: Atuacaode N, M, F e L.

3Vetor normal unitario exterior & curva no ponto P, na superficie, é o vetor unitario no plano tangente a
superficie, em P, que € perpendicular ao vetor tangente a curva neste ponto.
4Acao também conhecida como forcas de contato.
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Sejam F e L, respectivamente, vetores forca e forca diretora atribuidos por uni-
dade de massa da superficie S, tais que F' - v e L - w representam a taxa de trabalho por

unidade de area da superficie S. As forcas F e L atuam na regiao w (Figura 4.7).

Os vetores forca de curva e forca de curva diretora N e M dependem do vetor

normal unitario exterior v a curva c (postulado de Cauchy) como seguem

2

N = Z v, N (4.16)
a=1
(]
2
MZZvaM“, (4.17)
a=1

onde N® e M“ sao os vetores forcas de curva e forcas de curva diretora, contravariantes
com respeito as transformacées de coordenadas de superficie, que atuam sobre as cur-

vas coordenadas u® (Figura 4.8). Estas forcas internas agem em contraposicao as acoes

externas.
1
N® N
M2
u 1
u2
S S
Figura 4.8: N* e M“ ao longo das curvas coordenadas u®.
Escrevendo
2
N* =Y Nfag+ N**as, (4.18)
p=1
e
2
M=) M"as+ M**as, (4.19)
p=1

pode-se usar o fato de N®, M® e a® serem vetores contravariantes e a3 ser um vetor
invariante para concluir que N#* = N*.af e MP* = M* . af sdo tensores de superficie
contravariantes de ordem 2, enquanto N3® = N®.a3 e M3* = M® . a3 sao tensores de

superficie contravariantes de ordem 1, sob transformacoes de coordenadas de superficie.
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4.2.3 Modelo de Energia Armazenada numa Superficie de Cosserat Elastica

Estabeleceremos, nesta subsecao, as equacées constitutivas dos vetores forcas de
curva N¢, junto com as relacoes entre as medidas de deformacoes €,4 € K45 € a energia
interna armazenada, que determinam o comportamento de uma superficie de Cosserat

elastica.

Lembramos que estamos considerando d = a3, em todo instante ¢, como também
uma abordagem puramente mecanica, na qual € desprezada a parte térmica ou o que

diz respeito ao estoque e fluxo de calor.

Em [42], as equacdes constitutivas que definem uma superficie de Cosserat como
sendo elastica sdo dependentes das grandezas e,3 € Kk,3 € das componentes iniciais
Aa5 = —Bag52

A = A(gaﬂa’iaﬂa_B/\a)a
N,ﬁa = N’ﬁa(‘sx\pa’i)\pa_BAp)a

MPe = MP%(ey,, kap, —Bap), (4.20)

onde a partir de N'7® e M5 obtemos N#® pela expressio

2
NP = NP — N b e, (4.21)

7=1
com N'A® chamada de parte simétrica da componente N#®. No apéndice E mostramos

como obtemos a equacao (4.21).

Por outro lado, numa superficie de Cosserat elastica, as componentes N 5 e M5«

estao relacionadas a energia interna armazenada A pelas expressoes

V0= e ) = 3 * )

onde y € a densidade de massa por unidade de area da superficie S, no instante ¢. Dessa

Gy g (4.22)

- - . ! . . .
forma, é possivel determinar N #* e M#*, em cada instante ¢, de posse da energia interna

armazenada neste intervalo de tempo. Na Secdo 4.4 apresentamos explicitamente a

SEmbora em [42] os autores mencionem a dependéncia de A, = —B,s, em nenhum momento estes
termos aparecem explicitamente nas equacodes constitutivas da teoria nao-linear.
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energia interna armazenada 4, proposta por Green et al. para o caso da teoria linear
de superficie de Cosserat elastica. No apéndice D damos uma idéia da obtencao das

relacoes (4.22).

As componentes N' 7% e MP* sao determinantes no calculo das componentes do
vetor forca de curva N9, isto é, as componentes N** sao calculadas diretamente delas

pelas equacoes (4.21) e

2
N3 =" MP|g+ uL*, (4.23)
p=1
onde L* = L - a® é a componente tangencial do vetor L referente a a,, com L = L — pw
(a diferenca entre a forca diretora L e a forca inercial devido ao deslocamento do vetor
diretor d = a3), e M| s corresponde a derivada covariante de um tensor superficie
contravariante de ordem 2 com respeito a coordenada u?. No apéndice E mostramos

como obtemos a equacao (4.23).

Dessa forma, com as equacoes apresentadas nesta subsecdo, podemos entao
determinar o vetor forca de curva N, necessario para o calculo da forca elastica de

resposta da superficie as acdes externas.

4.3 Modelo Cinematico de Superficie de Cosserat

Delinearemos nesta sec¢do a lei de conservagdao de massa local, os principios de
equilibrio e as equacoes locais de equilibrio. Aqui sdo tracadas as leis de conservacao
globais e locais fundamentais na teoria de superficie de Cosserat bidimensional (abor-

dagem direta).

4.3.1 Densidade de Massa

A massa de uma regiao arbitraria w da superficie de Cosserat S, em cada instante

de tempo ¢, pode ser definida pela medida escalar nao-negativa

m:/udoz/ Lod>, (4.24)
w wo

onde 4 € p19 sdo as densidades de massa por unidade de area da superficie S e S° (estado

deformado e inicial), respectivamente, com os elementos de area dX. e do do estado inicial
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e deformado, respectivamente, dados pelas formulas

dY = VAdu'du? e do = +/adu'du?, (4.25)

com A e a dados pela equacao (2.34)3 no tempo inicial e corrente, respectivamente. Ob-
serve que a equacao (4.24) decorre do principio de conservacao de massa. Este principio

pode ser reescrito como

/ pdo = 0. (4.26)

Considere J = y/a/A. Os elementos de area nos estados inicial e corrente estao

relacionados pela expressao

do = Jd% (4.27)
devido as coordenadas de superficie u® serem convecionadas.

Se pp € p sao, respectivamente, as densidades de massa por unidade de area no
estado inicial e estado corrente, entao, pela equacao (4.27) e pelo principio de conser-
vacao de massa (Eq. 4.24), teremos a lei de conservacao de densidade de massa p em

cada instante ¢

o = Jp. (4.28)

4.3.2 Principios de Equilibrio

Nesta subsecao, apresentaremos os principios de equilibrio para a superficie de
Cosserat, a partir dos quais sao obtidas as equacoes de equilibrio locais que governam

o movimento da mesma.

Os principios de equilibrio (ou leis de conservacao) estabelece a relacao entre as
forcas atribuida e interna correspondentes, como também a relacdo de equilibrio de mo-
mentos, que juntos proporcionam o equilibrio do movimento da superficie de Cosserat.

Em [64], Naghdi postula os principios de equilibrio como segue:

1. quantidade de movimento linear - a taxa de variacao da quantidade de movimento

linear é igual a soma entre forca atribuida resultante e forca de curva resultante;
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2. quantidade de movimento diretor - a taxa de variacao da quantidade de movimento
diretor € igual a soma entre a forca diretora resultante e forca de curva diretora

resultante;

3. momento de quantidade de movimento - a taxa de variacao do momento de quan-
tidade de movimento € igual a soma das resultantes do suplimento de momento
de quantidade de movimento devido a F, L e o fluxo de momento de quantidade

de movimento devido a N, M.

O modelo matematico para os principios de equilibrio acima é dado como segue.
Seja 4 a densidade de massa, por unidade de area da superficie S, no tempo t. E
assumido que todas as forcas e forgas diretora estdo continuamente distribuidas. A
forca F e forca diretora L, por unidade de massa, atuam através de uma area arbitraria
w de S; e a forca de curva N e a forca de curva diretora M, por unidade de comprimento,
atuam através da fronteira dw = ¢ da area w. De acordo com os principios de equilibrio
temos, para uma area arbitraria w da superficie de Cosserat, as leis de conservacao de

quantidade de movimento linear

jt//wdw—//zF-l-/Ndc (4.29)

de quantidade de movimento diretor,

jt/ uwdw—/(uL m dw—i—/Mdc (4.30)

e de momento de quantidade de movimento,

%/u(rxv+a3><pw)dw=/(r><,uF+a3XﬂL)dw+/(rxN+a3xM)dC. (4.31)
w w C

onde p € o coeficiente inercial associado ao vetor diretor, m € o vetor diretor conjugado
de superficie, por unidade de area da superficie S, que nao contribui para o movimento
e nao depende do vetor normal unitario exterior v, da curva fronteira ¢. Considerando
m = Y9 mla; e d = Y5 d;a’, as componentes m! do vetor m estdo relacionadas as

componentes d; do vetor diretor d pela expressao

A

onde §; = d; — D;, com D; a componente do vetor diretor no estado inicial. Este vetor

corresponde a forca relacionada a variacao das componentes do vetor diretor em relacao
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a base reciproca a'. De acordo com Green et al. [42], no caso de d = a3, nao existe
equacdo constitutiva para a componente m’, via energia armazenada, permanecendo
assim indeterminada. Porém, a relacao obtida para ele pela equacao (4.34) auxilia na
deducao da equacao (4.23) da componente N 3a do vetor forca de curva N (Vé apéndice
E).

4.3.3 Equacoées Locais de Equilibrio

Nesta subsecao, apresentaremos as equacoes locais de equilibrio que determinam
os pontos da superficie S e o vetor diretor d = a3, em cada instante ¢. Pela restricao
feita para o vetor diretor, ndo € mais necessaria uma equacao para a determinacao
do mesmo, pois ele pode ser determinado a partir do vetor posicao r dos pontos da
superficie S, utilizando a definicdo do vetor normal unitario a S. Porém, a equacao
que governa o movimento do vetor diretor € utilizada nao s6 para determinar d, como
também ¢ utilizada na deducao da equacao constitutiva da componente normal da forca
interna de resposta da superficie S. Também mostraremos a equacao local de equilibrio
de momento de quantidade de movimento, util para a determinacao das componentes

da forca interna.

Os principios de equilibrio nos levam as equacodes locais que governam o movi-
mento da superficie de Cosserat (superficie e vetor diretor). Noés nos limitaremos a a-
presentar os principais resultados. No apéndice B, damos uma idéia das deducoes das
equacoes locais de equilibrio a partir dos principios de equilibrio ou leis de conservacao.
Deixamos ao leitor a opcdo de escolha de tal leitura. Recomendamos as referéncias
[26, 42, 64] para os leitores interessados neste processo de deducoes de uma forma

refinada.

A equacao local de equilibrio de quantidade de movimento linear, obtida a partir
da lei de conservacao (4.29), estabelece o equilibrio de forcas no deslocamento de um

ponto da superficie S

2
pF+ Y N = o, (4.32)

a=1
e a equacao local de equilibrio de quantidade de movimento diretor, obtida a partir da lei
de conservacao (4.30), estabelece o equilibrio de forcas no deslocamento do vetor diretor

d, num dado ponto da superficie S,



4.4 Modelo Linear de Superficie de Cosserat Elastica 65

2

> M|+ pL —m = ppib, (4.33)
a=1
ou
2
> M+ ul = m. (4.34)
a=1

Nas equacoes (4.32) e (4.33 ou 4.34) a barra vertical |, representa a derivada covariante
de um vetor contravariante, com respeito a coordenada de superficie u?, isto €,

Na|a:N?:x+ZFgaN/B e Ma|a:M?&+ZFgaM’B. (4.35)
B B

O termo Zizl N¢|, corresponde a forca interna de reacao da superficie as acoes
externas. Quando a superficie tem um comportamento elastico, esta sera denominada

forca elastica de resposta da superficie as acoes externas.

A equacao local do momento de quantidade de movimento, obtida a partir da
lei de conservacao (4.31), estabelece o equilibrio dos momentos associados as forgas

internas, num dado ponto da superficie S,

2
D (aa X N+ agq x M®) + a3z x m =0. (4.36)
a=1

Como pode ser constatado em [42, 64, 75], as equacoes locais de equilibrio (4.34)

e (4.36) sao de fundamental importancia para o calculo das componentes do vetor forca

de curva N¢, isto é, delas sdao obtidas as relacdes utilizadas na determinaciao das ex-

pressoes para as componentes de IN¢.

4.4 Modelo Linear de Superficie de Cosserat Elastica

Quando os deslocamentos sdo infinitesimais, a teoria linear de superficie de
Cosserat elastica € considerada como um caso especial da teoria geral, apresentada
até este momento. Usa-se um processo conhecido como linearizacao, para obtencao do
modelo linear de superficie de Cosserat elastica, considerando que os deslocamentos sao

da ordem de um e pequeno.
Considerando a linearizaco®

r=r9t+exr, d=D+ed, (4.37)

6Veja [42, 64] para maiores detalhes da linearizacao.
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onde ry € D sao os vetores posicao e diretor no estado inicial, com ¢ um ntmero real, e

escrevendo
3 . 3 3 .
z=> mA, z=) 1'4; ¢ §=) §A (4.38)
i=1 i=1 i=1

as medidas de deformacées (Eq. 4.14) tornam-se

2
1
€ap = 5(als +zpla) = Baprs ¢ Kap = (dals — Bpads) — > Baa(ata — Bazs),  (4.39)
A=1
onde foram desprezados os termos da ordem O(e?) e fixamos ¢ = 1, como sugerido por
Green et al. [42]. A derivada covariante em (4.39) € com respeito a métrica A, da su-
perficie inicial, diferentemente da teoria nao linear que considera a derivada covariante

com respeito a métrica a,g da superficie corrente.

Green et al. [42], restringiram ao caso especial quando a energia interna ar-
mazenada A, em cada instante ¢, para a superficie de Cosserat elastica S, nao depende

explicitamente de —B,,, sendo uma funcéo explicita apenas das grandezas e,5 € kag

2
oA = Z (Aaﬂp’\sage,»\ + Baﬂp)‘fﬁaﬂﬁp)\ + Caﬂp)‘ea/gh‘,p)), (4.40)

as/B’pv)‘Zl
onde p é a densidade de massa por unidade de area da superficie inicial S°, com os

parametros de elasticidades (constantes) satisfazendo as relacdes de simetria

ACPPX = APePA — A0 — ppAeb (4.41)

Baﬁp)\ — B,Hap)\ — Baﬂ)\p — Bp)\a,B
Ca,Bp)\ — C,Bap)\ — Ca,@/\p — Cp/\a,B.

Na obtencao de (4.40) eles consideraram a superficie inicial como sendo homogénea

(distribuicao uniforme de massa) e livre de forca de curva e forca de curva diretora.

7 com um centro de sime-

Quando a superficie de Cosserat elastica € isotropica
tria, os parametros de elasticidade (4.41) dependem das componentes do tensor-métrico

reciproco da superficie inicial e de coeficientes de elasticidade, como segue

"Um material isotrépico é aquele que apresenta a mesma propriedade de rigidez em todas as direcées.
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APPA = 0 AP APA + iy (AP APA 4+ AN APP),
BYP = gAY AP+ ay (AP APN 4 AP APP),

CoPP = a5 AP AP 4 a7 (A% APA + AP APP), (4.42)

onde os coeficientes a1, ag, a3, a4, as € ag sdo considerados como constantes [42].

Desta secdo, utilizaremos as equacoes (4.40), (4.41) e (4.42), no modelo defor-
mavel apresentado nesta tese, que determinam a energia interna da superficie defor-
mada, as relacoes de simetria e constituicao das constantes de elasticidade desta ener-

gia, respectivamente.
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Capitulo 5

Um Modelo Continuo de Superficies
Deformaveis

Nosso objetivo € propor um modelo de superficie deformavel que tenha uma in-
terface simples e apresente resultados realisticos para distintos comportamentos de cur-

vatura em superficies deformaveis (comparadamente ou de um ponto de vista empirico).

Conforme ja apresentado no Capitulo 4, no estudo de deformacdes de cascas
finas, existe uma abordagem denominada de superficie de Cosserat, em homenagem
aos irmaos Cosserat (1909), que tenta modelar o comportamento de deformacao de uma
casca fina através de uma superficie com vetores diretores em cada ponto da mesma. Vi-
mos no Capitulo 3 que os modelos propostos por Chen et al. [15], Eischen et al. [35] e Au
et al. [3] sdo baseados em mecanica dos continuos, voltados para tecido de pano, com
semantica geométrica. O primeiro utiliza uma abordagem de solido degenerado, con-
siderando que o vetor normal a superficie do meio da casca nao-deformada permanece
normal a superficie do meio da casca deformada e, durante a deformacao, os esforcos
(stresses) sao aproximadamente planos e paralelos ao plano tangente a superficie do
meio da casca; o segundo utiliza a abordagem de superficie de Cosserat 3-dimensional,
considerando porém que a espessura seja suficientemente fina, para obter uma forma
fraca ou formulacao variacional para a equacao de equilibrio e faz restricoes para as va-
riaveis de estados ao longo da espessura da casca para eliminacao do terceiro parametro
via integracao nesta direcao; e o terceiro € um modelo de resposta material simplificado,

como o modelo de Terzopoulos et al. [87], que tenta incorporar propriedades do material.

O embasamento na teoria de superficie Cosserat, por abordagem direta, descrito
no Capitulo 4, que utiliza os tensores métrico e curvatura como elementos de medicao de

deformacao, nos dara um controle mais intuitivo, devido ao seu apelo geométrico, além
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de nos oferecer uma melhor sustentacao fisico-matematica. Almejamos alcancar com o
nosso modelo um bom controle de efeitos visuais de caimento e dobras em tecidos, cujo
comportamento € bastante diferenciado da maioria dos objetos processados em sistemas
CAD/CAM.

Neste capitulo apresentamos um modelo alternativo, baseado no modelo de e-
nergia de superficie de Cosserat elastica bidimensional, descrito no Capitulo 4, para
descrever as dobras, o caimento e enrugamentos de superficies deformaveis. Simpli-
ficacoes foram necessarias para tornar a sua implementacao factivel. Apresentamos
ainda uma abordagem para o vetor normal, a partir das formulas de Gauss (Eq. 2.54),
que relacionam as segundas derivadas a, g com as primeiras derivadas a, € o vetor nor-
mal a3, de forma a ter um melhor controle da curvatura (mudanca da curvatura) das

superficies, sem inviabilizar a implementacdao computacional da solucao.

5.1 Restricoes

Nesta secao, faremos algumas restricoes na superficie de Cosserat para obtermos

a nossa proposta computacional de superficie deformavel. As nossas premissas sao:

1. Superficie Elastica

Inicialmente, restringimos o comportamento da superficie deformavel S como sen-
do elastico, isto €, consideramos a superficie deformavel S como uma superficie
de Cosserat elastica. Isto possibilita a determinacao dos elementos necessarios
para a completitude da dinamica do modelo computacional, de acordo com o que

foi apresentado no Capitulo 4.

2. Vetor Diretor

Foi visto no Capitulo 4, que os vetores de base a, nos dao medidas de defor-
macoes capazes de determinarem mudancas de comprimentos e angulos sobre a
superficie de Cosserat S. Ja o vetor diretor d € capaz de determinar mudancas
de propriedades da casca ndo-intrinsecas! da superficie S, por exemplo: como a
superficie se curva e as propriedades da casca que nao se referem a superficie
(espessura, cisalhamentos e curvaturas das secOes transversais). As medidas da
casca modeladas pelo vetor diretor sao incorporadas na modelagem da deformacao

da superficie S que a representa (superficie do meio da casca ou situada no meio

'Propriedades intrinsecas a superficie S sdo aquelas que dependem apenas da métrica da superficie.
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da casca), pois elas contribuem para o calculo das componentes do vetor forca de
curva N®. Dessa forma, as deformacoes da casca que nao siao modeladas pelos
tensores métrico e curvatura da superficie S, contribuem para as deformacoes da

mesma. Quando restringimos o comportamento do vetor diretor

d(u',v*,0) = D(u',v?) = A3(u', ), d(u', v’ t) = as(u',u’ 1), (5.1)

em todo instante ¢, desde o estado inicial, a tiinica medida de deformacao, mo-
delada pelo vetor diretor, que pode ser nao-nula € a que determina o quanto a
superficie S curvou-se. Neste caso, as outras medidas da casca fina, como cisal-
hamentos e curvaturas transversais e elongacoes e compressoes da espessura,
nao contribuem para a sua mudanca, pelo fato de serem nulas. Isto €, as forcas de
cisalhamentos e curvaturas transversais e as forcas de elongacoes e compressoes
da espessura da casca sao nulas (Figura 5.1). Com isso, o comportamento da

superficie de Cosserat S € modelado apenas pelos tensores métrico e curvatura.

v
Figura 5.1: Forcas de deformacoes das secoes transversais e da espessura.

Assim, restringiremos o nosso modelo de superficie deformavel ao modelo de su-
perficie de Cosserat elastica com a propriedade do vetor diretor ser o vetor normal
unitario a superficie S, durante todo instante ¢, desde o estado inicial. Observe
que a proposta do vetor diretor ser unitario nos da um vetor diretor inextensivel
como no modelo de Simo et al. [78, 79, 80], isto é, o comprimento do vetor diretor

€ constante.

Esta restricao do vetor diretor facilita também na sua atualizacdo, em cada ins-
tante ¢, ja que pode ser feita através dos pontos da superficie S, pela definicao (Eq.

2.46), sem ter que fazer uso da equacao local de quantidade de movimento diretor
(4.33).

Com a restricao para o vetor diretor, proposta nesta tese, as medidas de defor-

macoes que medem as elongacoes ou compressoes e os cisalhamentos das curvas
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coordenadas (Eq. 4.14);, como também as medidas de deformacoes que medem
quanto a superficie se curva ou torce (Eq. 4.14),, sao calculadas no nosso modelo

de superficie deformavel pelas expressoes

€ap = (aaﬂ - Aaﬂ)a Kap = _(baﬂ - Baﬂ)- (5.2)

. Espessura da Casca

Veremos algumas simplificacoes que poderemos fazer no modelo de superficies de-
formaveis considerando a casca com espessura suficientemente pequena ou, com
um pequeno abuso, considerando a espessura nula. Mostraremos, sob algumas
suposicoes, que a forca diretora L e o coeficiente inercial diretor p sao depende
diretamente da espessura da casca h e do quadrado da espessura h?, respectiva-
mente. Dessa forma, quando h ~ 0 poderemos considerar L = 0. O leitor podera
perceber, no que segue, que a forca L varia de acordo com a carga externa e com
a aceleracao do vetor diretor ao longo do tempo (vetor normal unitario), porém, a

espessura da casca € determinante para a sua intensidade ou magnitude.

De acordo com Naghdi e Rubin [64, 75], identificacdes podem ser feitas para a
forca atribuida e a forca diretora atribuida, F(u',u?,t) e L(u',u?,t), respectiva-
mente, da superficie de Cosserat (abordagem bidimensional), com as cargas re-
sultantes na abordagem tridimensional. Assim, podemos calcula-las da seguinte
forma:

Sejam f = f(u!,u?,u?,t) a forca de corpo? atuando nos pontos da casca B, em cada
instante ¢, e ¢ = q(u', u?, :l:%, t) a tracao ou carga de superficie? prescrita sobre as
duas superficies da fronteira da casca dB de maiores areas, onde h € espessura
da casca considerada como sendo constante. Por simplicidade, consideraremos a
forca de corpo f e a densidade de massa p*, da casca B, por unidade de volume,
como sendo constantes em relacdo a coordenada 3, isto €, independentes de u3.

Dessa forma, estimamos as forcas F e L pelas expressoes

uF = u*(h—?—i)Kf%—\/gq]%g €

*h3 3 g %
pL = #EHerU Eq] W (5.3)

2

*Forca por unidade de massa do corpo B, chamada também de forca de corpo externa.
3Forca de contato ou carga externa sobre as superficies da fronteira da casca.
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onde K e H sao as curvaturas gaussiana e média da superficie S (superficie do
meio da casca B), respectivamente, g € a sao os determinantes das matrizes cujos
elementos sao as componentes dos tensores métricos da casca B e da superficie
S, respectivamente, dados pelas equacoes (2.43) e (2.34)3, respectivamente, e p* €

dada por

h
2

uﬁ:/ pw*\/gdu?, (5.4)

Ny

com y correspondendo a densidade de massa da superficie S, do meio da casca B,
por unidade de area. Em (5.3), a segunda parcela do lado direito de cada equacao

corresponde a

h
3 /9 12 _ g 1,2 h 1.2 h

Considerando a casca fina B de espessura h suficientemente pequena, pela equa-
h

=q¢€a

2
_h

cao (5.9);, poderemos considerar, com um pequeno abuso, que \/gq]

forca de contato externa na supericie de Cosserat S. Além disso, pela equacao
h
3

(5.5),, poderemos concluir que u? \/gq] . ¢ suficientemente pequena ou, com um

pequeno abuso, € nula. Dessa forma, de acordo com a equacao (5.3), a forca

atribuida F depende apenas da forca de contato externa q

h
uF = \/%q]ihz q (5.6)
2

e a forca diretora atribuida L pode ser considerada suficientemente pequena ou

nula

L =~ 0, (5.7)

De agora em diante, consideraremos F' a forca de contato externa g, que atua na

superficie S, e L nula sobre S.

O coeficiente inercial p associado ao vetor diretor é estimado por Naghdi [64] da
seguinte forma: identificando o vetor L nas abordagens da teoria de superficie de
Cosserat 2-dimensional e 3-dimensional, considerando a casca B coberta por um

sistema de coordenadas normal dado pela equacao (2.33) e considerando o vetor
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diretor, no instante inicial, igual ao vetor normal unitario a superficie S°, entao,

segundo Naghdi, o coeficiente inercial diretor é calculado pela igualdade

h2

=13 (5.8)

p
Dessa forma, p € diretamente proporcional ao quadrado da espessura da casca.

De acordo com a nossa restri¢cao para a espessura da casca B (h = 0) e pela equacao

(5.8), podemos considerar

p =~ 0. (5.9)

Assim, podemos concluir que a forca L = L — pw € nula ou suficientemente pe-

quena, isto €,

&~
Q
o

(5.10)

Com isso, concluimos as restricoes no modelo de superficie de Cosserat, que

consideramos de grande importancia para a nossa proposta de modelo de superficie

deformavel, fixando assim o comportamento material da superficie, o comportamento do

vetor diretor e as forcas atribuidas que atuam na mesma quando a casca tem espessura

suficientemente pequena. Com as restricoes, todos os elementos envolvidos no modelo

estao relacionados apenas a superficie S.

5.2 Coeficientes de Elasticidade e Energia Interna

A energia interna A armazenada € responsavel pela resposta, em termos de forcas

internas elasticas N® e M“, da superficie S a acao das forcas externas (Eq. 4.22).

Uma formulacao explicita para a energia interna A, em funcao das medidas de

deformacoes, € obtida na teoria linear de superficie de Cosserat, Secao 4.4, cuja forma

¢ dada pela expressao (4.40)

2
poA = Z (Aaﬁp/\gaﬂgpA + B kapripn + Caﬂp)\gaﬂﬁp)‘)'
as/sz7)‘:1
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Independentemente do comportamento ser linear ou nao usaremos a expressao
da energia interna (4.40) para propormos a energia do nosso modelo de superficies de-

formaveis.

De acordo com os nossos experimentos, na grande maioria dos casos, os efeitos
associados aos termos cujos indices nao satisfazem as condicoes (p=ael=p)oulp=7
e A\ = a) sdo visualmente imperceptiveis [0s termos cujos indices satisfazem as condicoes
p=aeX=p oulp=pel=a) ttm efeitos visuais dominantes] e, aliado a isso,
como 0 nosso objetivo € obter uma interface simples, evitando um numero excessivo de
parametros, propomos o uso da seguinte expressao para determinar a energia interna

armazenada

poA =Y [0 (c4p)? + T (kap)? + O eagriag), (5.11)
a,p
onde

(I)aﬁ — Aaﬂaﬂ — A,Baﬁa — (I)ﬁa’
g — pabaf _ pbafa _ \I,,Ba,

@ = (ebab = gheba _ ghe (5.12)

cujas simetrias para os coeficientes de elasticidade decorrem da equacao (4.41).

O uso do terceiro termo na energia (Eq. 5.11) pode ser justificado observando
a curvatura média (Eq. 2.62), que, diferentemente da curvatura gaussiana, nao € in-
trinseca a superficie S e depende dos produtos mistos das componentes dos tensores
métrico e curvatura. Assim, fica nitida a interdependéncia destas duas grandezas no
comportamento da superficie de curvar-se (dobrar ou enrugar). Quando as deformacoes
tangenciais ocorrem até o limite permitido pela rigidez do material, existira uma tendén-
cia de preservacao da area gerando assim forcas na direcio normal de acordo com a
deformacao tangencial ocorrida. As dobras e rugas serao formadas de acordo com a
rigidez de curvatura do material, isto €, menos rigidez de curvatura mais dobras e ru-

gas, e vice-versa, o que condiz com o comportamento dos tecidos.

Observe que para compor a energia interna armazenada A4, necessitamos deter-
minar como atribuimos os valores para os coeficientes de elasticidade que aparecem na
equacao (5.11). No caso das superficies serem isotropicas, com um centro de simetria,

teremos de acordo com as equacoes (4.42) e (5.12)
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Y = @AY APP 4 205(A%P)?,
TP = 34 APP 4 204 (A%P)? e

0% = A APP 4 204(A%P)2, (5.13)

onde ai, ag, a3, a4, a5 € ag sao constantes. Observe que ®!'! e ®?2 tém as mesmas

constantes de rigidez (a; + 2a2), isto €,
O = (o1 +20)(AT) € B = (a1 + 209)(A7)?, (5.14)

dando as curvas coordenadas o mesmo comportamento de rigidez de elongacao ou com-
pressdo. De forma andloga conclui-se o mesmo para U!'! e U22 ¢ Q!! e ©22, e assim
teremos o mesmo comportamento de rigidez para as duas curvas coordenadas. Isto
caracteriza a isotropia do material que compode a superficie. Utilizando (5.13), propore-
mos coeficientes que nos possibilitardo simular comportamentos de rigidez nao s6 de
materiais isotropicos como também de materiais anisotropicos*. Novamente, um com-

portamento esperado para os tecidos.

Considerando em (5.13) a1 = a9, a3 = a4 € a5 = ag € que sejam dependentes
dos indices af, isto €, a1 = ap = (o8, a3 = a4 = {4 € a5 = g = Pog, €NcCONtramos as

expressoes

o8 — gaﬂ(z(Aa/f)MAaaAﬂﬂ),
- §a5<2(Aaﬂ)2+AaaAﬂ’3) e

08 — ¢a5(2(Aaﬁ)2+A°‘“Aﬂf3), (5.15)

onde (u5. {ng € ¢op Sa0 denominadas as constantes de elasticidade, possibilitando-nos
controles de comportamentos isotrépicos bem como anisotrépicos®. Os coeficientes &5,

¥ e @28 representam coeficientes de elasticdade em termos do tensor métrico reciproco

“Material anisotrépico é aquele que tem propriedade de rigidez diferente em cada direcao.

SControles de comportamentos isotrépicos bem como anisotrépicos ou, simplesmente, controles isotrépi-
cos e anisotrépicos, significa que podemos simular comportamentos de rigidez tanto de materiais isotrépicos
como de materiais anisotrépicos.
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A% da superficie inicial S° e portanto, da resolucio da malha, proporcionando um con-
trole quasi-invariante, em termos da resolucao da malha, no comportamento da super-

ficie.

5.3 Densidade de Massa e Coeficiente de Amortecimento

Definidas as medidas de deformacodes, a energia interna, os coeficientes de elas-
ticidade e as forcas de curva, buscaremos estabelecer as condi¢gdes para conservacgao de
massa. Estabeleceremos também o calculo do coeficiente de amortecimento®, ao longo

do tempo, sobre a superficie, de acordo com a mudanca de area da mesma.

Pelo principio de conservacdao de massa (Eq. 4.24), a massa total da superficie

deve ser conservada, isto €,

m= podX = / pdo, (5.16)
S0 S

onde d¥ e do sao os elementos de area no estado inicial e nos estados intermediarios,

respectivamente (Eq. 4.25).

Pela lei de conservacao de massa local (Eq. 4.28) teremos que a densidade de
massa podera variar sobre a superficie € ao longo do tempo, isto €, p = u(ul,u?t).
Observe que o uso da equacao (4.28) nos traz dificuldades de tratamento na fronteira
devido ao fato dos elementos a € A nao estarem bem definidos quando fazemos uso
de diferencas finitas para a sua discretizacio’. Dessa forma, faremos uso da lei de
conservacao de massa global (Eq. 5.16), ao invés da lei de conservacao de massa local

(Eq. 4.28), para propormos o calculo da densidade de massa ao longo do tempo.

Consideraremos, por simplicidade, que a densidade de massa por unidade de
area seja constante sobre a superficie e variando ao longo do tempo de acordo com a
sua mudanca de area, isto é, se m € a massa total da superficie de Cosserat, entao pela

equacao (5.16)

m _ Jgod%
ax T T de
Js Js

5Coeficiente associado a viscosidade do meio. A viscosidade do meio cria uma resisténcia contraria ao
deslocamento do ponto da superficie que, em geral, € proporcional a velocidade do mesmo. Esta forca
contraria ao deslocamento do ponto ¢ chamada de forca de amortecimento e o coeficiente associado de
coeficiente de amortecimento.

TUtilizamos o método de diferencas finitas para a discretizacio da nossa proposta de modelo.

po = Ko, (5.17)
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onde [, d% e [y do correspondem as areas da superficie nos estados inicial e corrente. A
equacao (5.17)2 nos diz que a medida que a area aumenta em relacao ao estado inicial,

a sua densidade de massa diminui, e vice-versa.

Dessa forma, contornamos as dificuldades de condicoes de fronteira para o uso
da lei de conservacao de massa local (Eq. 4.28), fazendo uso da lei de conservaciao de

massa local (Eq. 5.17), que derivamos da lei de conservacao de massa global (Eq. 5.16).

Em [12], Carignan et al. propuseram a forca de amortecimento variando de
acordo com a variacdo das componentes do tensor curvatura. O objetivo deles era mi-
nimizar a velocidade de deformacao. Sabemos que dependendo de como o objeto esta
se deslocando num meio, quanto maior for a sua area mais resisténcia contraria ao
seu deslocamento o meio provocara. Dessa forma, para o calculo dos coeficientes de
amortecimento nos estados inicial e corrente propomos o mesmo procedimento para o
calculo das densidades de massa nos estados inicial e corrente, porém, a sua variacao

no tempo seria diretamente proporcional a variacdo da area da superficie, isto €,

Amortec.total [sdo
—=—— e 7= Y,
S50 d% J50dZ

onde Amortec.total corresponde ao amortecimento total no deslocamento da superficie

(5.18)

Yo =

provacado pelo meio em que a mesma esta imersa. Assim, a medida que a area da
superficie aumenta em relacdo ao estado inicial, ocorrera um maior amortecimento as-

sociado a velocidade dos pontos da superficie.

5.4 Equacoes Constitutivas e Equilibrio de Movimento

Da equacao (4.32), temos

2
po - N, =F, (5.19)

a=1
onde F ¢ a forca externa sobre a superficie S. De fato, como supomos que a casca seja
suficientemente fina, esta forca € igual a forca de contato externa g ou forca de contato

sobre a superficie S (Secao 5.1).

Na equacao (5.19) nao € levado em consideracao a resisténcia que o meio en-

volvente pode provocar ao deslocamento da superficie devido a viscosidade do mesmo.
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Entao, levando em conta a viscosidade do meio, a equacao de equilibrio de movimento

da superficie deformavel S sera dada por

2
po+yv—» N%,=F, (5.20)

a=1
onde v € coeficiente de amortecimento (Secao 5.3), que permite simularmos diferentes
viscosidades para o meio no qual a superficie deformavel S esta inserida. A derivada

covariante € dada por

2
> N
a=1

I
Mw

2
(N?, +ZrﬂaNﬁ =) (N9, +Zr ZN9)
B=1 a=1 A=1

a=1

23: [ N'®g;) 4 Z A )\N“’az] , (5.21)

i=1 A=1

I
NE

Q
Il
—

devido as equacébes (2.77) e (4.18).

Vamos mostrar agora, como calculamos as componentes do vetor forca de curva
N (forca interna que atua sobre a curva coordenada) no modelo de superficie defor-

mavel proposto nesta tese.

Considere os vetores forca de curva e forca de curva diretora escritos como nas

equacoes (4.18) e (4.19), isto €,

2
= ZNﬂaaﬂ + N3a¢13
A=1

2
@ = ZM'@aag+M3aa3
A=1

que agem sobre cada curva coordenada da superficie deformavel S. NA® é dada pela

equacao (4.21) e a equacao (4.23) se reduz em
2
=Y "M, (5.22)

pois consideramos L =~ 0 no nosso modelo. De acordo com a equacao (2.72),, o termo
Me8|5 ¢ dado por

2
Mg = (M*F) 5+ Y (TG, M? + T M), (5.23)
p=1
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e as componentes simétricas N'#* e MP* pelas expressoes (4.22) que sdo funcées das me-
didas de deformacoes ¢,3 € ko5. Usando o nosso modelo de energia interna armazenada,
dada pela equacao (5.11), nas expressoes (4.22), junto com as simetrias dos coeficientes

de elasticidade, escrevemos as componentes N #* e M* na forma
N'Ba= H ((I:'aﬂeaﬁ + @aﬂnaﬁ) e MoP=FE (\I/aﬂfiaﬂ + @aﬂﬁ?aﬂ)a (5.24)
Ho Ho
com
b — 2928 ' = 2pb (5.25)

! ! - . ~ - .
onde & 8 €ap €T of Kap SA0 as energias de deformacoes da métrica e da curvatura da su-
perficie e @28 Kag € SRk €qp SA0 as energias de acoplamento das deformacoes da métrica e
da curvatura da superficie. Mencionaremos estas energias como medidas de deformacao

da superficie e medidas de acoplamento das medidas de deformacao, respectivamente.

Considerando ainda a conservacao de massa estabelecida pela equacao (5.17)

reescrevemos a equacao (5.24) como

' s JoodS
Ba _ ‘]‘507 af af af _ Jso af "
N =S (9% as + 0 kas) e M = e (V' 5 + ©cas), (5.26)

Assim, substituindo as (egs. 5.26) nas equacoes (4.21) e (5.22), determinamos as

componentes do vetor forca de curva N (a = 1,2) que atua na curva coordenada u?, isto

€,
won = Lo (@'aﬁgmeaﬂw)_ibg[if;;jf (0507 + 0P0s)] ¢
A=1
N3 = f:[ffi’%(m’a%aﬁ@aﬂ%)]m (5.27)
B=1

Por conveniéncia para discretizacao, denotemos por

S VI W%ﬁ:[(%)m’aﬂgaﬂ]m, TﬁﬂZKIE%)@a’B%ﬂ]W’

sy _, 2 dsy
= () E e - R (g )Y e

dy 2 dy
= (ffg;da)eaﬁ““ﬂ _ébf(ffg;dg)ews‘”' 5-28)
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of

af
Observe que os termos 7, € 7,

correspondem as componentes de forcas associadas ao
terceiro termo da energia (Eq. 5.11), mais precisamente, forcas associadas as medidas
de acoplamento das medidas de deformacao da superficie. Estas notacoes (Eq. 5.28)9_5
serao utilizadas no momento oportuno da discretizacao, apresentada no Capitulo 6. Com

o uso delas tém-se
2

NBe = 7T1/B~a +7% e N3*= Z(Wf\‘,ﬂ + TX‘,ﬁ). (5.29)
B=1

De outra forma, de acordo com a notacao (5.28); e fazendo uso da equacao (5.22),,

reescreve-se a componente normal do vetor forca de curva como

2
N3 =Y "5, (5.30)
B=1

Utilizando (5.30), reescrevemos a equacao (5.21)

2
SN = 3 [(Vag)a+ Y TN ay]
o

a,p=1 =1
2 2
+ Z |:(O'a’3a3),a + Z PéAoa’Bag]. (5.31)
a,f=1 A=1

Observe que foi necessario a determinacao das densidades de massa, do estado

inicial (u0) e intermediario (1), como também a relacao entre elas.

5.5 Vetor Normal

No nosso modelo de superficie deformavel, consideramos o vetor diretor como
sendo o vetor normal unitario a superficie S, em todo instante ¢, desde o estado inicial.
Entdo, a fidelidade da magnitude, direcdo e sentido do vetor normal® é importante para
o nosso modelo deformavel, pois isso permitira um bom controle sobre as deformacodes
de curvatura ou a reacao da superficie contra as forcas que atuam na direcido normal
ao longo da mesma. Terzopoulos et al. [87] propuseram aproximar o vetor normal pelas
derivadas parciais de segunda ordem da parametrizacao da superficie, que em geral nao
coincidem em magnitude, direcao e sentido. Au et al. [3] propdoem o uso da definicao
do vetor normal (Eq. 2.46), porém, fazem uso dele calculado no tempo anterior ao ins-

tante corrente. O uso desta abordagem traz grandes dificuldades para o controle da

8Quando falarmos vetor normal pense em vetor normal unitario
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rigidez de curvar e para o equilibrio do movimento. Desta forma, formulamos uma pro-
posta de aproximacao para o vetor normal, baseada nas féomulas de Gauss (Eq. 2.54)
que sao expressoes exatas, a menos de singularidades, quando b, # 0. A nossa pro-
posta de aproximacao para o vetor normal permite nao s6 reduzir o sistema de equacoes
nao-lineares, que governa o movimento, num sistema algébrico linear, via discretizacao,
como também € mais fiel a magnitude, direcao e sentido do vetor normal, como veremos
no Capitulo 7. Consideramos a aproximacao aqui apresentada como sendo semi-atual,
pois utilizamos os coeficientes envolvidos (componentes do tensor curvatura e simbolos
de Christoffel), calculados a partir dos pontos da superficie do instante anterior ao do

corrente, k — 1, e as direcoes envolvidas com relacdo ao instante corrente k.

Num primeiro momento, para diminuir os efeitos das singularidades, propomos

na equacao (5.31) fazer o seguinte desenvolvimento
(0°%a3) o = (0°°) naz + 0P az 4 (5.32)

Substituindo a equacao (2.56) na equacao (5.32) temos

2
(0% a3) o = (0°°) naz — Z Woag. (5.33)
p=1

Dessa forma, a variacdo da componente normal da forca de curva na equacao

(5.31) sera expressa por

2 2 2
Z [ (0°Pa3) o + Z Fa)\aﬂaag] = Z [((oa)‘),a + Z Fiﬂaa)‘)ag
a,f=1 a =1 B=1
2
DI (5.34)

ou seja, a equacao (5.31) pode ser reescrita como

2

2 2
SN = Y [(V%ag) 0t 3 (DN~ o) a]
a=1 A=1

v Z[Z( —I—ZFaﬂa ) ] (5.35)

Feito isso, utilizamos em (5.35), para cada 0®*, a seguinte aproximacao derivada a
partir da equacao (2.54): em cada instante de tempo k o vetor normal a3(k) € aproximado,

de acordo com o valor de b,)(k — 1), por uma das seguintes expressoes
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e Se |bar(k —1)] > 4, entdo

1

b 1) (902 (®) ~ Tk = Dar () = T,(k = Daz(k)]. (5.36)

e Se 0.0 < byy(k —1) < 4, entao

[@a(k) = Tha(k = Day (k) = T2, (k = Das(k)] 5.37)

o Se — < bar(k —1) < 0.0, entao

— [@an(k) = Ths(k = Dar (k) = Ty (k = Daz(k), (5.38)

onde § € um limiar devido as imprecisdes numéricas ocorridas no quociente . Este

quociente deveria ser igual a magnitude do vetor [aa,,\(k)—Fi/\(k—1)a1(l<:)—1‘§)\(k—1)a2(k)] ,
0 que nao ocorre para valores de |b,)\(k — 1)| menores do que ¢. Acreditamos que isso se
deve nao s6 ao fato da proximidade da singularidade no quociente como também esta
associado a discretizacdo espacial da malha. Em (5.36), (5.37) e (5.38) temos: b,)\(k—1) e
]_"g A(k—1) a componente do tensor curvatura b, € o simbolo de Christoffel I‘z 4 ho instante
k — 1, respectivamente, a, (k) a derivada usual do vetor de base a,, com relagdo a u?,

no instante k£ e a,(k) o vetor de base a, no instante &,

Observe que no caso da componente do tensor curvatura b,)(k — 1) ser ndo-nula
e menor que o limiar §, em valor absoluto, mantemos a direcao e sentido. Mantendo
o produto por W}c—l) o vetor podera ter uma magnitude maior do que deveria ter,
tornando a reacao maior do que seria. Empiricamente, percebemos que isto traz danos
para o equilibrio entre as forcas internas e externas. Em tese, como a magnitude dos

vetores (Eq. 5.37) e (Eq. 5.38) deveriam ser iguais ou bem préximas a |byy(k — 1)|, entao,

quando o valor absoluto de b,)(k — 1) € pequeno, menor que a unidade, concluimos que
a magnitude dos vetores (Eq. 5.37) e (Eq. 5.38) sera menor que a unidade, tornando
a reacao menor do que seria. Embora a reacdao seja menor que deveria ser, de forma
empirica, percebemos que esta abordagem ajuda na manutencao do equilibrio, pois nao
ocorre uma perda brusca de resisténcia, como acontece quando utilizamos apenas a
equacao (5.36) com o limiar, e nem nos leva aos danos ocorridos quando utilizamos a

equacao (5.36) sem o limiar.

Ainda deparamos com um problema na aplicacao das expressoes (5.36), (5.37) e
(5.38) na estimativa do vetor normal da superficie em cada ponto onde b,5 = 0. Quando a

superficie no estado inicial for plana o vetor normal a3 na iteracdo k£ = 1 fica indefinido.
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Isto criara um problema para a formacdo de dobras e rugas quando tivermos apenas
forcas tangenciais atuando na superficie plana. Para resolver esta indefinicao, propo-
mos o uso do vetor normal da etapa de tempo anterior para o termo Tﬁﬂ . Assim, com
esta abordagem, forcas tangenciais numa superficie plana poderao criar dobras e rugas.

f seguem tal procedi-

Mostraremos isso no Capitulo 7. As direcoes tangentes, para Tjof
mento, para que tenhamos um equilibrio das forcas associadas a energia do termo misto

ou medidas de acoplamento das medidas de deformacéao de (5.11),
Z Gaﬂgaﬂﬁaﬁa
ap

responsaveis pela formacao de dobras e rugas na direcao perpendicular a direcao das
forcas aplicadas. Para o termo ﬂj'\“,ﬁ usamos (Eq. 5.36) ou (Eq. 5.37) ou (Eq. 5.38) e para

B

w7, 0s vetores tangentes no passo de tempo corrente. Isto nos da um melhor controle e

equilibrio das forcas associadas as medidas de deformacao da superficie.

Observe que aproximar o vetor normal pelo vetor da etapa anterior s6 quando
boslk,l] = 0 nos leva a um problema de descontinuidade em relacdo ao tempo, pois
estaremos tratando um mesmo campo de vetores em etapas de tempo distintas. Em-
piricamente, verificamos que isso nos leva a problemas de desequilibrios durante as

simulac¢oes enquanto que a abordagem sugerida acima nao.

5.6 Comparacoes com outros Modelos Continuos

Nesta secao delineamos as relacoes entre o nosso modelo, proposto aqui, e os
modelos de Terzopoulos et al. [87], Eischen et al. [35] e Au et al. [3]. A proposta de
Eischen et al. € embasada na proposta de Simo et al. [78, 79, 80].

Iniciaremos comparando com o modelo de Terzopoulos et al. Em nosso modelo,
a superficie € mergulhada num espaco Euclidiano 3-dimensional de tal maneira que
o espaco envolvente a superficie é coberto por coordenadas curvilineas das quais dois
parametros sao as coordenadas de superficie e o terceiro parametro varia na direcao
do vetor normal unitario da superficie. Desta forma, além da superficie ser inserida no
espaco Euclidiano da melhor forma possivel, aproveitando todos os beneficios do mer-
gulho®, o nosso modelo é valido para toda superficie riemanniana (Secdo 2.2), coberta

por qualquer tipo de coordenadas de superficie. Existe, porém, um sistema de coorde-

®Um dos beneficios é que a métrica do espaco envolvente induz a métrica da superficie, permitindo uma
continuidade de medidas do espaco envolvente para a superficie.
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nadas cartesianas retangulares de referéncia para representar os vetores posicao dos

pontos sobre a superficie.

Se restrigirmos em nosso modelo a superficie como sendo uma superficie eucli-

dianal®

e considerarmos a mesma coberta por coordenadas cartesianas retangulares,
alguns dos elementos de nosso modelo se reduzem aos respectivos elementos propostos
por Terzopoulos et al. [87]. Ou seja, no modelo de Terzopoulos et al., a superficie de-
veria ser localmente plana e coberta por coordenadas cartesianas retangulares durante
todo o processo de deformacao. Estas restricoes sao fortes demais, pois, mesmo que
inicialmente a superficie seja localmente plana, durante a deformacao a mesma deixara
de ser localmente plana. Em nosso modelo propomos um controle anisotrépico, sem
restricdo ao sistema de coordenadas, que se reduz ao controle anisotrépico proposto
por Terzopoulos et al., se feitas as restricoes mencionadas no inicio deste paragrafo.

Detalharemos a seguir as implicacoes destas restricoes.

Comecaremos, inicialmente, com a aproximacao do vetor normal. No modelo de
Terzopoulos et al. o vetor normal € aproximado pelas derivadas parciais de segunda

ordem da parametrizacao da superficie, isto €&,

a3~ aqp (5.39)

A nossa aproximacao para o vetor normal € dada pelas expressoes (5.36) ou (5.37)
ou (5.38). Observe que se as componentes do tensor curvatura forem iguais a 1 (bog = 1)
e a superficie for euclidiana, coberta por coordenadas cartesianas, as nossas expressoes

se reduzem a equacao (5.39).

A energia dada pela equacao (5.11) difere da equacado de energia no modelo de
Terzopoulos et al. por um termo adicional
D 0 efeh (5.40)
ap
que relaciona os efeitos da variacdo métrica com a variacdo da curvatura, e vice-versa.
Consideramos esta a proposta de suma importancia no tratamento de dobras e rugas e

na preservacao da compatibilidade destas duas grandezas.

A restricao da superficie ser coberta por um sistema de coordenadas retangulares

transforma os coeficientes de elasticidade propostos no nosso modelo

T = P = ¢, (2(A°‘ﬂ)2 + AaaAﬂﬂ) e TP =T =g, (2(Aa5)2 + A‘WAW>

0superficie flat (plana). Vé Secao 2.2.
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nos coeficientes de elasticidade propostos no modelo de Terzopoulos et al.
OV =0 =(pp e TV =TIV =gy

bem como a relacido entre as densidades de massa e os coeficientes de amortecimento

nos estados corrente e inicial

_fSOdZ B [gdo
ﬂ—wﬂo € V—WW’O

reduzir-se-ao as correspondentes relacoes do modelo de Terzopoulos et al.
p=po € Y="-

Com as restricoes, a superficie ser euclidiana e coberta por um sistema de coor-
denadas cartesianas retangulares em todo instante ¢, a derivada covariante associada

ao tensor métrico da superficie se reduz a derivada ordinaria ou usual, isto €,

Maﬁ'ﬁ = (Maﬂ),ﬁ e N% o= (Na),a- (5.41)

Reescrevendo a equacao (3.1) com as notacoes introduzidas no Capitulo 4,
2
e(r) = — (N’aﬂa ) +(Maﬂa) ], (5.42)
( ) a/)’z—l |: ’ “ ’ b

e fazendo o desenvolvimento da derivada ordinaria com relacido a u? no termo normal
M%az de e(r),

2
e(r)=— 3" [(Naﬂaﬁ) n (Maﬁ) ag} , (5.43)
a,f=1 ? jed
chegamos a
2
e(r) = =) (N9,. (5.44)

Lembramos que para que tenhamos a mesma aproximacido do vetor normal su-
gerida por Terzopoulos et al. foi necessario fazer a restricio que as componentes do

tensor-curvatura sao constantes e iguais a 1.

Grosseiramente falando, podemos falar que o modelo de Terzopoulos et al. € um
modelo linear de lamina fina (thin plate), cujas coordenadas de superficie sao cartesianas
retangulares, com medidas de deformacodes nao linearizadas e vetor normal aproximado

de forma grosseira.
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O modelo de Au et al. [3] € semelhante ao modelo de Terzopoulos et al. [87] por
ignorar o termo misto da equacéao (5.11). Outra diferenca esta na aproximacao do vetor
normal, pois Au et al. utiliza o normal da etapa de tempo imediatamente anterior a
etapa de tempo atual. Eles incorporam parametros do material ao modelo deles, como
coeficiente de Poisson e modulos de cisalhamento, curvatura e Young. Como o modelo

de Terzopoulos et al., € um modelo de forca resposta simplificada.

O modelo de Eischen et al. [35] € baseado na abordagem de casca geometri-
camente exata proposta por Simo et al. [78, 79, 80], que se embasaram na teoria
de superficie de Cosserat, com vetor diretor inextensivel (comprimento constante), via
abordagem tridimensional. A reducao a um modelo bidimensional € feita utilizando as
hipoteses de Love-Kirchhoff. Neste processo € omitido o acoplamento entre as medidas
métricas e as medidas de curvatura. Porém, Eischen et al. incorporam parametros do
material como coeficiente de Poisson e modulos de cisalhamento, curvatura e Young ao
seu modelo. Nosso modelo também €é embasado na teoria de superficie de Cosserat,
porém, pela abordagem direta (bidimensional). Consideramos o vetor diretor nao so6
inextensivel como também que o mesmo esta na direcao normal a superficie ao longo
do tempo. Acreditamos que a especificacdo intuitiva da forma pode ser beneficiada pelo
acesso explicito da segunda forma fundamental. Disso também resulta que teremos ape-
nas as medidas de deformacao da superficie e que também nao necessitaremos resolver
um sistema de equacodes para obtencao do vetor diretor ao longo do tempo, diminuindo
a complexidade computacional. Em nosso modelo consideramos o acoplamento entre as
medidas métricas e as medidas de curvatura, possibilitando a simulacdo de forcas nas

direcoes perpendiculares as forcas aplicadas. Isto favorece a criacao de dobras e rugas.
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Capitulo 6

Discretizacao do Modelo Proposto

Para a grande maioria de sistemas de equacoes diferenciais parciais, a obtencao
da solucao analitica nao € possivel. Nestes casos, a utilizacao de um método numérico é
recomendada para analise dos dados da solucao aproximada. Em computacao grafica,
para tornar disponivel através do computador a solucao do problema de deformacao
de objetos, modelado pelo sistema de equacodes diferenciais parciais, necessitamos da
aplicacao de um método numeérico cuja esséncia esta na discretizagcao do continuo. Esta
discretizacao torna finito o problema, viabilizando a solucao para o computador. O
primeiro passo de qualquer método numérico € discretizar o dominio onde o sistema de
equacoes diferenciais parciais esta definido. Dessa forma, definimos uma malha sobre
a qual é calculada a solucado aproximada. Cada ponto dessa malha é chamado de no.
Existe um problema de adaptacao da malha ao contorno do dominio. Dependendo da
regiao, a malha pode nao conter os elementos ou alguns elementos do contorno dessa

regiao. Este € um problema de método numeérico que nao discutiremos.

Existem duas abordagens numeéricas bem conhecidas: método das diferencas
finitas e método dos elementos finitos. Estes dois métodos tém formas distintas de par-
ticionamento do dominio de definicao da funcao desconhecida. Em contraste ao método
das diferencas finitas, cujo dominio de interesse € substituido por um conjunto discreto
de pontos, no método dos elementos finitos o dominio é subdividido em subdominios
comumente chamados de elementos finitos [56]. No método dos elementos finitos, a
malha é também chamada de rede de elementos finitos. Ele surgiu como uma nova pos-
sibilidade para resolver problemas da teoria de elasticidade, superando as dificuldades
e problemas inerentes aos métodos de Rayleigh-Ritz, Galerkin, diferencas finitas, resi-

duos ponderados e outros [2]. No método dos elementos finitos, a funcao desconhecida ¢é
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representada em cada elemento finito por um interpolante polinomial! de continuidade
de ordem especificada [56]. Em geral, o método dos elementos finitos tem um grau de
precisdo melhor que o método das diferencas finitas, porém, o seu custo computacional
€ maior em relacao ao método das diferencas finitas, principalmente porque o sistema
de equacoes de equilibrio € formulado para cada elemento finito discreto. Além disso, o
método das diferencas finitas € mais simples para compreensao e implementacao que o

método dos elementos finitos.

Dessa forma, optamos por utilizar técnicas de diferengas finitas para solucionar
a equacao (5.20). Para isso, € necessario discretizar no dominio espacial (ul,uQ) € no
dominio temporal (¢). A discretizacao espacial torna o sistema de equacoes diferenciais
parciais nao-lineares de 2% ordem num sistema acoplado de equacodes diferenciais or-
dinarias nao-lineares de 2° ordem e a discretizacdo no tempo reduz o sistema acoplado

de equacoes diferenciais ordinarias nao-lineares num sistema linear algébrico.

6.1 Diferencas Finitas

O espaco continuo (2 é discretizado como uma malha de m x n nos, onde cada

no6 (k,l) representa um ponto discreto (ou uma variavel nodal) r(u},,u}) no espaco 3D,

1 2

e os espacamentos entre os noés na direcao u! e u? sdo, respectivamente, Au' e Au?.

Chamamos r de funcdo malha e a denotamos por r[k,!].

Existem varios esquemas de diferencas finitas que se adequam melhor para cada

problema especifico. Seguiremos o esquema que descreveremos a seguir.

Seja f[k,!] uma funcao malha real ou vetorial. Os operadores de diferenca poste-

rior de 1% ordem sao definidos

DIO(P)kD = (fk+1,0] - flk,1)/Au' e

DOk = (flk, 1+ 1) — FLk, 1))/ A, 6.1)

De forma analoga, definimos os operadores de diferenca anterior de 1¢ ordem

DNk = (fIk 0] - fIk - L) /Aut e

D)k = (fIk0) - flk, 1 —1])/Au?. 6.2)

!Interpolante polinomial é uma funcdo polinomial, definida no elemento finito, que deve satisfazer um
certo grau de continuidade estabelecido, na passagem de um para outro elemento finito.
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Esses operadores de diferenca serao usados para discretizar as derivadas parciais de 1¢

ordem.

Para as derivadas parciais de 2¢ ordem, utilizamos os operadores definidos nas
eqs. (6.1) e (6.2). Os operadores de diferenca cruzada posterior e anterior sao definidos

por

D (k1 = DS (k1) = DD (k1) e

DI (DIk.1] = Dy (k1) = DY (D5 ([, 1), 6.3)
e os operadores de diferenca central de 2¢ ordem por

Du(f)lk,1] = DD (f)k1) e

Dy()lk,1] = DS (DS (£)[k,1). (6.4)

Esses operadores de diferenca serao usados para discretizar as derivadas parciais de 2¢

ordem.

O sucesso da obtencao de uma solucdao numeérica convergente numa aproximacao
de diferencas finitas baseia-se na consisténcia e na estabilidade do esquema de diferen-
cas finitas [56]. A consisténcia do esquema assegura que, quando a malha de diferen-
cas finitas é refinada, os erros de truncamentos da aproximacao de diferencas finitas
diminuem tendendo a zero quando as distancias Au' e Au? dos pontos da malha no
refinamento tendem a zero. Isto é, o modelo de diferencas finitas se aproxima da EDP?
desejada. A estabilidade computacional do esquema estabelece que pequenas pertur-

bacoes nos dados iniciais provocam pequenas perturbacoes nas solucoes.

Duas abordagens distintas podem ser feitas para o esquema de diferencas fini-
tas: uma abordagem explicita, quando a solucao € explicitamente expressa em funcao
apenas das solucdes anteriores, e uma abordagem implicita, quando a solucao nao de-
pende apenas das solucdes anteriores mas também de solucdes a serem determinadas.
Em geral, aproximacoes de diferencas finitas implicitas tém melhores propriedades de
estabilidade e precisdo do que os esquemas explicitos. Por outro lado, os esquemas
explicitos sdo mais simples de resolver quanto os esquemas implicitos em termos de
custo computacional. Porém, com vistas a estabilidade e a precisao, vamos propor um
esquema implicito. Por isso, propomos um esquema baseado no modelo de Terzopoulos

et al. [87], que tem bons resultados empiricamente comprovados.

2Equacio Diferencial Parcial.
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Utilizaremos os operadores diferencas Dgr), Dé_) e DS;), com D((;g) = Dgyq, NO
decorrer desta secdo, para a discretizacao espacial da forca elastica 22:1 N¢|, (Eq.

5.35).

Como foi mencionado anteriormente, desejamos que o nosso sistema de equacoes
se reduza a um sistema linear algébrico. De acordo com o diagrama abaixo, para esti-
marmos a forca elastica necessitamos da energia interna, em cada ponto da superficie.
Estas dependem das medidas de deformacao .5 € ko4, obtidas a partir das medidas
geométricas ang € by, respectivamente, calculadas a partir da superficie, que depende
da equacao do movimento, a qual por sua vez, utiliza a forca elastica como um dos seus

termos.

U + yv — 22:1 N¢%|o = F(r,t) forca elastica

/

superficie medidas geométricas energia interna

medidas de deformacao

Dessa forma, para reduzirmos o sistema de equacdes diferenciais parciais nao-
lineares (Eq. 5.20) num sistema algébrico linear, estabeleceremos que a estimativa da
forca elastica procedera da seguinte maneira: (1) as componentes N** dos vetores forcas
de curva N serao estimadas a partir dos pontos da superficie do instante imediata-
mente anterior ao instante corrente; (2) as direcoes a; serao dadas a partir dos pontos

da superficie que desejamos obter no instante corrente.

6.2 Discretizacao das Equacoes Constitutivas

Comecaremos discretizando os elementos basicos na iteragao i

aglk,,i] = DY(P)k,Li] e

aaplk,i] = DS (r)k,1,i]. (6.5)
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A partir da equacéao (6.5) calculamos as componentes dos tensores métrico (Eq.

2.34) e curvatura (Eq. 2.47),, isto €,

aaslk,1,i] = DEO(@)[k,L,i]- DS (r)k,1,d] e
baglk, 1] = DS (), 1] - aslh, 1, ), 6.6)
onde
aslk, 1, ] L DB )k, 1i] x DS (k. Lil. (6.7)

DS @)k, 1] x DSV )k, ]|
Observe que aqgs(k,,i] € byglk,l,4] no instante inicial correspondem Ak, [, 7] = aqplk,!,0]

€ Baglk,l,i] = baglk,[,0] da superficie inicial S°.

Com estas definicées, calculamos as quantidades alk,[,i], a®?[k,1,i] e b2 [k,1,4] uti-
lizando as equacdes (2.34)3, (2.38) e (2.58), como também os respectivos termos no
instante inicial A[k,,i] = a[k,,0], A°P[k,1,i] = a®P[k,1,0] e BE[k,1,i] = b3[k,1,0].

Antes de calcularmos e,3(k,l,i] € kqpglk,l,i] pelas respectivas equacoes (5.2); e
(5.2)7, calculamos os coeficientes de elasticidade ®*4[k,1,4], Y*°[k,l,i] e ©*P[k,1,i] pelas
expressoes (5.15). Observe que teremos um problema de fronteira a resolver no calculo

dos coeficientes de elasticidade. Se mantivermos a expressao (5.15) sem modificacao,

B[k, 1,i] = §a5(2(A°‘5[k,l,z'])2+Aaa[k,l,i]AB5[k,l,i]),
Ul L] = €ap(2A% Tk, Li])° + ATk, 1, APk, L)) e
0B[k,1,i] = ¢aﬂ(2(Aaﬁ[k,l,¢])2+Aw[k,l,¢]A/3ﬁ[k,l,¢]), 6.8)

os pontos sobre a fronteira para a qual os A%?[k,[,i] sdo indefinidos ficardo mal-condi-

cionados. Na Secdo 6.4 apresentamos uma solucao.

De posse das medidas discretas de deformacées, buscamos compor as compo-

nentes discretas das forcas de curva de resposta da superficie.

No calculo de No8 [k,1,4] utilizamos (4.21) para todos os pontos da malha, com
N'®Bk.1,7] e M*P[k,1,i] dados em (5.26). Observe que, neste momento, para o calculo
da equacao (5.26), necessitamos determinar as integrais correspondentes as areas nos
estados inicial e intermediario. Mostramos na Secao 6.3 como efetuamos o seu calculo.

Para o calculo de I‘fw\ [k,1,4], usamos as equacoes (2.52) e (2.39),, isto &,

2
T2, [k, 0,6] = @[k, 1,4] - @ap [k, 1,i] = Y a®[k, 1, 1] (ap[k,l,i] : aa,)\[k,l,z']),
p=1



94 Discretizacao do Modelo Proposto

considerando Pz/\ [k,1,i] = 0 sobre a fronteira na qual ¢??[k,1,i] = 0 (condicdes de fron-
teira). Para completar o calculo das componentes dos vetores forcas de curva (Eq. 5.35),
resta-nos mostrar como procedemos o calculo de o®*[k,[,i], que determina as suas com-

ponentes normais. Utilizando a equacao (5.23) para M M na equacao (5.28)

2
oAk, L] = D (MO [k, L] + 0 (05, M)k, L] + (Dy,M) k. 4,3])  (6.9)
p=1

De forma semelhante ao céalculo de 0®*[k, 1,i], calculamos 7°*[k, ,i] substituindo M*? por

(F) e

Agora, de posse dos vetores forcas de curva discretos, podemos efetuar o calculo

da forca elastica correspondente a forca interna discreta de resposta da superficie. Con-

sideremos e a forca elastica, isto €, e = — 22:1 N¢|,. A discretizacao de e é dada por
2
elhl] = > [-Di(N*ag)[k,1]
a,f=1

2
+ (NN K0 + 650, 1) aglh, 0]

A=1
2 2
- ¥ (D;(a"‘")[k,l] -I-Z(I‘gﬁaa)‘)[k,l])ag[k,l], (6.10)
a, =1 B=1

com o seguinte desenvolvimento para a D3 (N**ag)[k, ]

NALE, ] NPk —1,1]
— 1 ’ ’
Dl (Nﬂ a‘ﬂ)[kal] = Aul aﬂ[ al] - Aul a‘ﬂ[k - 171] €
NP2k, 1] NAUE 1 —1]
— 2 ’ )

De acordo com a aproximacao do vetor normal proposta na secao 5.5, se as forcas
derivam das medidas de deformacido da superficie ou das medidas de acoplamento das
medidas de deformacao, propomos ainda reescrever a forca elastica (Eq. 6.10), em cada

iteracao de tempo i, como

e[k, 1,i] = é[k,1,i] + &[k,1,i — 1], (6.12)
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onde, de acordo com (5.29) e (5.30),

élk,1,1]

€
&k, 1,i — 1]
com
a3[k, la 7’]
ou
0,3[]9, la Z]
ou
a3[ka la Z]

bag[k,l,i-— 1

2

= ¥ [—D;(ﬂi"[k,l,i—1]aﬁ[k,l,i])

a,f=1
2
S (O, i — 1]+ G, i — 1)) aglh, 1, ]
A=1
2 2
> (Dz 8 i — 1)+ 3 (CmiN b Li = 1])aslk L] (6.13)
a, =1 B=1

3 [—D (r2%ap)[k, i — 1]

a,p=1

22:( T2 70k, i — 1] + (B )[k,l,z—l])ag[klz—l]]

A=1

2

2
> (Da (r8k L = 1]+ Y (O, Li — 1] ) aslk, Li — 1], (6.14)

=1 B=1

1
1 (@aglh bl = Tiglh, i~ Uarlk, ]

T2 5[k, 1, — l]ag[k,l,z']),

(@aplk,1i] = Thglk, i = Talk, i) = T240k,1,i — 1aslk, 1, 1]

- (aa,ﬂ[k, 1i] = Thglk,1,i — i [k, 1,i] — T25[k, 1,i — as[k, 1, z‘]), (6.15)

de acordo com a faixa de valores da componente curvatura buglk,l,i — 1] (Secdo 5.5),

e aslk,l,i — 1] é calculado pela definicdao (Eq. 6.7). Estas aproximacoes possibilitam a

transformacao do sistema de equacoes diferenciais nao-lineares num sistema algébrico

linear.
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6.3 Calculos das Densidades de Massa e dos Coeficientes de

Amortecimento

Na proposta de calculo das densidades de massa e dos coeficientes de amorteci-
mento iniciais e intermediarios, nds nos deparamos com a necessidade de estimativas
para as integrais correspondentes ao computo das areas da superficie de Cosserat no
estado inicial e corrente. Quando a primitiva do integrando € conhecida, podemos obter o
valor exato da integral. Caso contrario, existem métodos numeéricos que fornecem apro-
ximacoes tao boas quanto se queira. A idéia basica da integracao numeérica consiste em

se fazer aproximacdes do integrando por polinémios.

Embora tenhamos a vantagem de uma melhor aproximacao pela formula de
Simpson, em relacdo a formula dos trapézios (apéndice F) temos uma restricao da
mesma referente ao niumero de pontos na subdivisdo da malha, o que nao acontece
na formula dos trapézios. Dessa forma, utilizaremos a féormula dos trapézios pela sua
flexibilidade no procedimento da subdivisao do intervalo, isto €, poderemos utilizar tanto

um nuamero par como um numero impar de pontos para a subdividi-lo.

Em nosso modelo, a integral para o calculo da area tem integrando dependente
de duas variaveis e a mesma € resolvida por integracdao dupla. Aplicaremos a férmula
dos trapézios para cada uma das integrais. Assim, subdividindo cada um dos intervalos

s A iA u®, m X n, u® =u, —u
de definicao de cada variavel «“, uma malha m x n, com Au® &1 — ug, obteremos a

7 °

seguinte estimativa para o calculo da area nas eqgs. (5.17) e (5.18)

2

n—2m—
AulAu

| ans > (VAT + VAR + 1,5+ VARG + 1+ VAR + 1,5 +1]),
7j=0 =0
A lA 2 n—2m—2
/dO'N i [\/&Z] +ali+ 1,51+ Va[i,j + 1]+ Vali +1,j+ 1 ], (6.16)
s 7=0 2=0

onde \/A[k,l] = \/A(us,u?) e \/alk,l] = /a(u}, u?).

Podereriamos pensar num calculo da densidade de massa mais simples que seria
o seu computo através da massa total distribuida uniformemente pelos pontos, isto €,
0 quociente da massa total pelo nimero de pontos da malha. Mas isso nos levaria a
um problema no sentido de que, para um mesmo material, a sua densidade mudaria

drasticamente a medida que refinamos a malha. Isto contraria o conceito da densidade
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de massa por unidade de area, pois nao importa o quanto refinemos a malha a densidade
do material permanece a mesma ou apenas muda de acordo com a precisdao do calculo
da area. Vamos apresentar alguns testes de calculo das densidades de massa iniciais
pela proposta apresentada e por massa total distribuida igualmente pelos pontos da

malha.

A tabela 6.1 apresenta a densidade de massa inicial de uma superficie plana

quadrada 6.0 x 6.0 cuja massa total corresponde a 27.0.

Modelo x grade 10 x 10 | 100 x 100 400 x 400
por pontos 0.27 0.0027 | 0.00016875
por unidade de area || 0.84083 | 0.75634 | 0.751883

Tabela 6.1: Superficie plana quadrada

A tabela 6.2 apresenta a densidade de massa inicial de uma superficie na forma

de um cilindro de raio 1.0 e altura 5.0 cuja massa total corresponde a 1.0.

Modelo x grade 10 x 10 100 x 100 400 x 400
por pontos 0.01 0.0001 0.000006
por unidade de area || 0.0447899 | 0.0328132 | 0.0320714

Tabela 6.2: Cilindro

A tabela 6.3 apresenta a densidade de massa inicial de uma superficie na forma

de um pedaco de esfera de raio 2.0 cuja massa total corresponde a 3.0.

Modelo x grade 10 x 10 100 x 100 400 x 400
por pontos 0.03 0.000833 | 0.000018
por unidade de area || 0.326032 | 0.255048 | 0.2506664

Tabela 6.3: Pedaco de esfera

Observemos que, quando refinamos a malha, a grande mudanca da densidade de
massa por pontos da malha requer um reajuste consideravel nos parametros de controle
da deformacao, enquanto com a proposta da densidade de massa por unidade de area
este reajuste € pequeno, ou nenhum, dependendo do nivel de refinamento, bastando
verificar a sua variacdo quando mudamos de uma malha 100 x 100 para uma malha
400 x 400. Isto facilita o trabalho do usudario além de sermos parcialmente® coerentes
com a nossa proposta do modelo fisico de superficie de Cosserat elastica que propoe

uma densidade de massa por unidade de area.

3Dizemos parcialmente, pois utilizamos uma densidade de massa por unidade de area que é constante
sobre a supericie e variando apenas no tempo, de acordo com a variag¢ao da area, enquanto no modelo fisico
esta densidade pode variar sobre a superficie e no tempo.
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)

(@) 15 x 15 (b) 20 x 20 (c) 20 x 20
Figura 6.1: Uma bandeira tremulando.

Mostraremos a seguir, uma simulacao onde os parametros se adequam a re-
solucao da malha, devido ao fato da densidade de massa, proposta no nosso modelo,
sofrer pequena variacdo com a mudanca da resolu¢do, bem como os coeficientes de
elasticidade ®*#, ¥*# e ©*# serem propostos de maneira quase-adaptativa a resolucio
da malha. A simulacao de uma bandeira tremulando (dimensées: 6.0 x 6.0) cujos dois
vértices esquerdo estao fixados (Figura 7.5). Os parametros de simulacao foram: massa
total 5.0, amortecimento total 2.0, (45 = 8.0 x 1071, {45 = 1.0 X 1073, ¢o5 = 0.0, € a forca

externa € a soma da resisténcia do meio no qual a bandeira esta imersa

£ faito = 0082 - (w— 1LY, 6.17

onde a velocidade de fluido constante u € (0, 3.0,0), e uma forca gravitacional

fgravidade = Kg, (6.18)

com g = (—0.1,0,0). A resolucdo de discretizacao foi 15 x 15 na Figura 6.1.a. E inte-
ressante notar que se aumentamos a resolucao de discretizacao para 20 x 20, podemos
obter efeitos visuais similares com os mesmos parametros de simulacao (Figura 6.1.b).
Isso nao aconteceria se mantivermos constantes a densidade de massa e o coeficiente

de amortecimento em cada no ao longo do tempo (Figura 6.1.c).

6.4 Condicoes Iniciais e de Fronteira

Segundo o matematico Hadamard (1902), um problema bem-posto € aquele que
apresenta exatamente uma solucao (a solucao existe e € tiinica) que varia continuamente

com os dados. A variacao continua com os dados € a condicao de estabilidade que exclui
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a possibilidade de saltos bruscos entre dados e resultados. Isto €, pequenas pertubacoes
nos dados devem provocar pequenas pertubacoes nos resultados. O conceito de proble-

ma bem-posto tenta adequar o modelo matematico ao sistema real [24].

As equacdes envolvidas no nosso modelo sao equacoes diferenciais parciais que
requerem condicoes iniciais e de fronteira adequadas, para que o problema seja bem-
posto. Num modelo computacional, € requerido também o esquema de discretizacao
mais adequado para a equacao como também tratamentos especificos de cada método

empregado com relagao a fronteira.

6.4.1 Condicoes Iniciais

Em nosso modelo, as condic¢ées iniciais necessarias sao:

1. Os pontos da superficie inicial bem como as suas velocidades iniciais, isto €,

r(ut,u?,0) = rP(ut,u?), wo(ul,u? 0) = vt u?). (6.19)

2. A conservacao de massa proposta em nosso modelo requer a especificacao do
valores iniciais da densidade de massa da superficie e do coeficiente de amorteci-

mento na superficie, eqgs. (5.17); e (5.18);.

6.4.2 Condicoes de Fronteira

A orientacado para obtencdo das formas apropriadas para as condi¢oes de fron-
teira vem da taxa de trabalho feito pela forca e pela forca diretora aplicadas sobre a

curva fronteira da superficie, isto é€,
N.-v e M- w, (6.20)

respectivamente, ambos por unidade de comprimento da curva fronteira da superficie,
com w = a3. Por outro lado, as condicdes de fronteira da forgca e da forca diretora sao
dadas pelas eqgs. (4.16) e (4.17) e estas sao asseguradas, ponto a ponto, sobre a curva
fronteira da superficie, com normal unitario exterior v a esta fronteira. Segundo Rubin
[75], pode-se obter condicdes de fronteira utilizando a equacao (6.20) e estabelecendo
um triedro sobre as curvas fronteiras, para especificar as componentes das velocidades
v € w nas fronteiras ou as componentes dos vetores forcas N e M atuando nelas, em

relacao a esse triedro definido sobre elas, ou fazendo uso de uma especificagcdo mista
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(numa fronteira especifica-se as velocidades e em outra as forcas). Em outras palavras,
especificar a condicao de fronteira seria estabelecer para cada ponto da fronteira, em
todo instante, as velocidades v € w ou os deslocamentos do ponto e do vetor diretor ou as
forcas internas N e M, podendo fazer uma combinacio delas, sem que haja intersecao.
Observe que prever o comportamento da fronteira € um tanto dificil, tornando o modelo
nao intuitivo e nem simples para o usuario, e limitado para a proposta de um modelo
dinamico, diminuindo as simula¢cdes que o usuario poderia realizar de acordo com o que

pudesse prever em relacao ao comportamento da fronteira.

Pelas dificuldades de se predizer o comportamento dos pontos da fronteira, uti-
lizaremos a equacao do movimento (Eq. 6.32), estimando a forga elastica e[k, !,i], sobre
ela, computando o que esta bem definido e para alguns casos nao definidos, proporemos
uma abordagem para contornar o problema. Isto € também uma forma de se predizer

dinamicamente o comportamento da forca sobre a fronteira.

Para pontos sobre a borda do dominio (2, os operadores diferenga podem nao estar
definidos. Uma condicdo bastante natural utilizada é considerar o operador diferenca
da equacao (6.5) como sendo nulo quando em sua operacao se refere a um ponto nao
pertencente ao conjunto de mn pontos de nossa malha. Para o calculo da derivada dos
escalares nas eqgs. (6.9) e (6.10), considera-se os valores dos escalares fora da malha

como sendo nulos e computa-se a derivada.

6.4.2.1 Vetor Normal

Para a estimativa da componente do tensor curvatura b,z € da forca normal as-
sociada a T]‘f,ﬂ , na iteracao i, quando o operador diferenca de segunda ordem associado
esteja definido e o vetor normal nao esteja definido, propomos: o calculo do vetor nor-
mal as[k,l,i — 1] (Eq. 6.7) sobre a mesma utilizando o vetor de base do ponto anterior
ai[m — 2,1, — 1] e as[k,n — 2,7 — 1], de acordo com a fronteira onde a;[m — 1,1, — 1] ou
aslk,n — 1,7 — 1] nado esteja definido, respectivamente. Esta proposta, junto com a abor-
dagem de aproximacao para o vetor normal, nos possibilita um controle de resisténcia a

mudanca de curvatura da curva fronteira.

A aproximacao do vetor normal as[k,[,i| pela equacao (6.15) na fronteira sera feita
para os pontos onde o operador diferenca de segunda ordem esteja definido, mesmo que
um dos operadores de diferenca de primeira ordem nao esteja definido, bastando para

isso considerar o valor desta diferenca como nulo.
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6.4.2.2 Tensores Métrico e Curvatura

O calculo das componentes do tensor métrico a,g, na fronteira, € feito pela equacao
(6.6);, quando os operadores estiverem definidos e, quando pelo menos um dos opera-
dores nao estiver definido, os valores destas componentes sao considerados nulos. No
calculo das componentes do tensor curvatura b,g, na fronteira, utilizamos (6.6), quando
o operador estiver definido, com o vetor normal dado na subsubsecao 6.4.2.1, e, quando
o operador nao estiver definido, atribuimos zero a elas. No calculo de a[k,!] na fron-
teira, utilizamos a mesma expressao que aquela utilizada para os pontos interiores (Eq.
2.34);. Dessa forma, a[k,!] € nulo na fronteira para a qual um dos operadores nao esta
definido. Consideraremos, por (2.38), que a®?[k,[] serdo nulos nesta fronteira. Com isso,

por (2.58), bg [k,l] também serao nulos.

6.4.2.3 Coeficientes de Elasticidade

Para o calculo dos coeficientes de elasticidade ®*?, ¥*# e ©*% necessitamos das
componentes do tensor métrico reciproco, que por sua vez nao estao definidas em alguns

pontos sobre a fronteira. Dessa forma, sugerimos a seguinte condicao de fronteira:

1. Na fronteira onde [k + 1,1] esta fora da malha utilizamos A**[k — 1,1]

O 1] = Cap(2A% [k — 1,0)2 + A%k — 1,147 [k — 1,1)),

TOBk,l] = Eap (2(Aaﬂ[k ~1,)2 + A%k — 1,1 APPk — 1,1] )

O%[k,l] = $ap (z(Aaﬂ[k —1,0))2 + A%k — 1, APP[k — 1,1] ) 6.21)
2. Na fronteira onde [k, + 1] estd fora da malha utilizamos A**[k,l — 1]

[k, 1] = Cap (2(Aaﬂ[k,z — 1)) + A%k, 1 — 1]APPk, 1 — 1 )

TP 1] = Eap (2(Aaﬂ[k,l —1))2 + A%k, 1 — 1]APP[k, 1 — 1)

0%[k,1] = tag (2(Aaﬂ[k,z —1))2 + A%k, 1 — 1]APP[k, 1 — 1]). 6.22)

3. No ponto comum as duas fronteiras, [k +1,[] e [k,] + 1] fora da malha, fazemos uso
de A%P[k—1,1—1]. Isto €, fazemos B[k, 1] = Bor[k—1,1—1], Uor[k, 1] = Ton[k—1,1—1]
€ Ok, ] = Upi[k — 1,1 — 1] para [k + 1,1] e [k,] + 1] fora da malha.
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6.4.2.4 Compensacoes de Desequilibrios na Fronteira

Observe que quando a curva fronteira for uma das curvas coordenadas, tém-se

L_a#, onde v é o normal unitario exterior a curva fronteira. Dessa forma, pelas

v = ——a”,
VaBB
eqs. (4.16) e (B.43), se a curva fronteira for a curva u? = cte teremos
N=—1 N2 m=_L e (6.23)
T Va2 T Va2 '
e se for a curva u! = cte
1 1
N = N! M= M!. (6.24)
il all

Utilizaremos as equacoes (6.23) e (6.24), para introduzir fatores de correcoes de
desequilibrio inerente da técnica das diferencas finitas e das condicées de fronteira.
Observe que no modelo discreto os pontos da malha sobre a fronteira sao pontos de uma
das curvas coordenadas. Dessa forma, pelas equacoes (6.23) e (6.24), considerando a

fronteira livre de forca N e forca diretora M, teremos sobre a curva fronteira u? = cte
N2k, =0, M®2kI=0, i=1,2,3, (6.25)
e sobre a curva fronteira u! = cte
Nk, =0, Mk I1=0, i=1,23. (6.26)
Para controlar os efeitos sobre as bordas, tentando controlar a intensidade das

forcas internas sobre as mesmas, propomos a compensacao através das forcas de curva

e forcas de curva diretora ja calculadas pelas condicoes de fronteira precedentes,

1. Para pontos [k,0], 0 <k <m —1,
NP2k, 0] = ki NP?[k,0], oP%[k,0] = koo™?[k,0], MP?[k,l] = ksMP’[E,0],  (6.27)

onde k; > 0, pois k1 = 0 causa uma elongacao ilimitada, devido ao fato da com-
ponente associada a este coeficiente corresponder a forca que amarra o ponto da

fronteira [k, 0] ao ponto [k, 1],
2. Para pontos [k,n — 1], 0 <k <m — 1, isto €, [k, n] esta fora da malha

N2k,n—1] = ENP%k,n—1], 0%k, n — 1] = kso™[k,n — 1],

MP[k,n—1] = keMP?[k,n—1], (6.28)
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3. Para pontos [0,], 0 <1 <n—1,
NPY0,1] = k,NPY0,1], oP1[0,1] = ksa?'[0,1], MP0,1] = keMP[0,1], (6.29)

onde k7 > 0, pois k7 = 0 causa uma elongacao ilimitada, devido a componente
associada a este coeficiente corresponder a forca que amarra o ponto da fronteira

[0,] ao ponto [1,1].
4. Para pontos [m — 1,1}, 0 <1 <n—1, isto &, [m,l] esta fora da malha

NPYm —1,]] = kioNPm —1,1], o®m —1,1] = kuo®[m —1,1],

M m —1,1] = kioMPm —1,1], (6.30)

com k;, i =1,...,12, sendo constantes reais e 8 =1, 2.

As constantes k; nos permitem, de forma empirica, um controle sobre a intensi-
dade das forcas que atuam na respectiva fronteira, pois, atribuindo um valor diferente
de 1 para k; alteramos a intensidade da respectiva componente da forca que atua na
fronteira. Observe que k4 = kg = kig = k1o = 0, pois, N?[k,n — 1] = MP[k,n — 1] =
NP m — 1,1] = MP'[m — 1,1] = 0 sobre as respectivas fronteiras. Dessa forma, resta ape-
nas o controle, em cada curva coordenada fronteira [m — 1,I], 0 <1 <n -1, e [k,n — 1],
0 < k <m —1, sobre a forca normal a superficie, associada a forca de curva que atua
na respectiva curva coordenada fronteira, através de k5 e k1;. Nas curvas coordenadas
fronteiras [0,1], 0 <1 <n-1,e[k,0], 0 <k <m—1, conseguimos controlar nao s6 as forcas
normais a superficie através de k, e kg, como também controlamos as forcas tangentes a
superficie, associadas ao vetor forca de curva N, por meio de k; e k7. Finalmente, com

uso de k3 e k9 conseguimos ajustar o vetor forca de curva diretora M “.

Apresentaremos a seguir algumas simula¢des mostrando o uso dos ks na cor-

recao de alguns desequilibrios.

Na primeira simula¢ao apresentaremos o uso dos k;; para corrigir o desequilibrio
de forcas atuando nas bordas da malha. Aplicamos quatro forcas tangenciais (forcas
tangentes a superficie) de mesma intensidade, cada uma atuando num canto de uma
malha quadrada, nas direcoes diagonais. A malha € composta de um material elastico,
isto é, possui uma moderada resisténcia a variacao métrica, portanto, a expectativa € que
ela seja esticada. Os parametros de simulacao foram: massa total 5.0, amortecimento
total 1.0, {,5 = 3.0 x 1072 e a for¢a externa F(0,0) = (-1.0,0.0,0.0), F(0,9) = (-1.0,0.0,1.0),
F(9,0) = (1.0,0.0,—1.0) e F(9,9) = (1.0,0.0,1.0). A malha utilizada é 10 x 10 e a superficie
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Figura 6.2: Malha elastica.

inicial € um quadrado 6.0 x 6.0. Na Figura 6.2.a nao alteramos as forcas internas calcu-
ladas, isto €, ky; = 1. Observe que apos esticar, a malha se desloca na direcao de uma
das forcas. Isto nos mostra a ocorréncia de um desequilibrio na reacao da malha em re-
lacao as acoes externas. A reacao nestas bordas € menor do que deveria. Fixamos entao
k1 = k7 = 2, na simulacao de Figura 6.2.b, aumentando a forca de reacao nas bordas e

mantendo os outros parametros iguais a 1, obtendo assim o equilibrio esperado.

[lustramos na Figura 6.3 o uso dos k; s na correcao de desequilibrio numa malha
quadrada rigida, ou seja, uma malha que possui uma grande resisténcia as variacoes
da métrica e da curvatura, sob a acao de uma forca externa perpendicular a superficie,
no seu centro. Na Figura 6.3.a fixamos kys = 1, isto é, mantemos as forcas internas
calculadas. Observemos que houve uma inclinacdo e um deslocamento lateral nao es-
perados. A forca de resisténcia a mudanca de curvatura nas bordas a direita do leitor
foram maiores em relacao as bordas a esquerda. Na simulacao da Figura 6.3.b, procede-
mos a correcao atribuindo os valores k5 = k11 = 0 e os demais iguais a 1. Dessa forma,
obtivemos o comportamento adequado para a simulacdo. Os parametros de simulacao
foram: massa total 7.2, amortecimento total 2.6, (45 = 5.0, &4 = 3.0 X 10%, ¢op = 0.0 € a
forca externa F(5,5) = (0.0,—0.5,0.0). A malha utilizada € 11 x 11 e a superficie inicial é

um quadrado 6.0 x 6.0.

A mesma simulacado anterior € agora realizada com uma pequena resisténcia a
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(@) kys =1

(b) ks =ki11 =0

Figura 6.3: Malha rigida.

mudanca de curvatura (% = 2.5 x 10%), mantendo a mesma resisténcia a variacdo da
meétrica. Pensando na simulacdo anterior, poderiamos imaginar em fazer ks = k13 = 0.
Observe na Figura 6.4.a que ocorreu uma inclinacao e um deslocamento lateral. Com
relacao ao movimento lateral trataremos isso com a proposta apresentada na Secao
6.5. Desta vez a inclinacao foi para baixo, o que nos da um indicio de que € devido
a auséncia da forga de resisténcia a mudanca de curvatura nestas bordas. Fazemos a

correcao atribuindo os valores k5 = k11 = 2.5 como mostra a Figura 6.4.b.

Na Figura 6.5 mostramos uma bandeira fixa em dois pontos de uma borda sob a
acao da gravidade e de forcas senoidais aplicadas nos pontos da borda oposta a borda
dos pontos fixos. Os parametros de simulacao foram: massa total 2.0, amortecimento
total 1.0, (11 = (22 = 1.0, (12 = (21 = 2.0, &up = 1.5 % 102, $ap = 0.0, pontos fixos (0,0) e
(14,0), campo gravitacional G = (—0.0981,0.0,0.0) e forcas externas senoidais F'(k,14) =
(0.0,1.0,1.0) de periodo 10, com k = 0, ..., 14. A malha utilizada é 15x15 e a superficie inicial
€ um quadrado 6.0 x 6.0. Na borda onde a for¢ca senoidal esta sendo aplicada ocorre uma
grande distensao (Figura 6.5.a). Podemos pensar que uma das resisténcias nesta borda
€ menor do que deveria. Empiricamente, aumentamos a resisténcia da mudanca de
curvatura por meio de k5 e k;; assinalando a eles o valor 2 no lugar de 1, e obtivemos o
resultado esperado (Figura 6.5.b). Pensamos de imediato nestes elementos, devido nesta

borda as componentes tangenciais associadas a ks € k19 serem nulas. Outro detalhe,
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(b) ks = k11 = 2.5

Figura 6.4: Malha dobravel.

(@) borda menos rigida (b) borda mais rigida

Figura 6.5: Bandeira com borda menos e mais rigida para curvar.

pode ocorrer do inverso ser a solucdo adequada. Ao invés de aumentar deveriamos
diminuir, pois a forca normal (forca perpendicular a superficie) poderia ser maior do que
deveria em relacao a forca tangencial aplicada (forca tangente a superficie). Tem que

haver um equilibrio.

Mostramos através das simulacoes, como a nossa proposta dos fatores de corre-
coes ky, corrige eficientemente problemas de deslocamentos tangenciais provenientes de
desequilibrios das forcas tangentes a superficie e problemas de inclinacoes provenientes
de desequilibrios das forcas normais a superficie. Além disso, mostramos como podemos
reforcar as bordas para controlar distensées exageradas provenientes de forcas internas
exageradas. Uma outra situacao de uso seria no reforco das bordas para suportarem

grandes pressoes sobre a mesma provenientes do peso da superficie quando ela esta
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submetida a acao da gravidade.

6.5 Integracao no Tempo

Seguindo o mesmo procedimento de Terzopoulos et al. [87], agrupamos as varia-
veis nodais nas func¢ées malha r[k,[], e[k,l], é[k,] e €[k, (], respectivamente, em matrizes

colunas R, &, £ e £ de dimensao mn. A equacio (6.10) pode ser escrita na forma matricial

E=E4+E=K(r)R+E, (6.31)

onde K € a matriz de rigidez.

A forma discreta da equacao do movimento (Eq. 5.20) passa a ter a seguinte

forma

2
OR 0%k y kR =F-¢, (6.32)

M
ot? ot

onde

e M é a matriz diagonal formada pela densidade de massa de cada elemento,

C € a matriz diagonal formada pelo coeficiente de amortecimento de cada elemento,

F € a matriz coluna contendo a forca externa aplicada a cada elemento, calculado
de F(r,t) e

e £ matriz coluna da funcdo malha é[k,I].

Para simular a dinamica de uma superficie em deformacao, integramos a equa-
cao (6.32) com relacao ao tempo. Para isso, utilizamos o processo de integracao passo-
a-passo, que converte o sistema de equacées diferenciais ordinarias nao-lineares numa

sequéncia de sistemas algébricos lineares.

O processo de integracao passo-a-passo consiste em subdividir o intervalo t=0 a
t=T em pequenos intervalos de tempo de mesma duracao At e utilizar os valores das
solucoes aproximadas de um instante t para um instante ¢t + At, a partir do instante t=0
até o instante T. Entao, na iteracao i, teremos i- At = t+At, isto €, t = (i—1)At. Propomos

a forca elastica £ = K(r)R integrada no tempo ¢ + At:

~

gt-i—At = IC(rt)RH_At ou &' = /C(T'(i_l))Ri (6.33)
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Assim, fazendo uso da equacao (6.33) e substituindo as aproximacodes discretas

no tempo
a;_zz = (Rerar — 2R¢ + Ri—ae) /AL = (Ri — 2R ;1) + R(i2))/ At? (6.34)
OR
rTi (Resat — Ri-at) /20t = (Ri — R;—g)) [2At (6.35)
na equacao (6.32), obtemos
Ai—)Ri = G-y, (6.36)
onde
A1y =K(rgn) + (ﬁM(il) + ﬁo(i1)> (6.37)
e

Ga-1y = Fi-1) —Ei-1)

1 1 1 1
+ <A—7§2M(Z_1) + Z—Atc(l_l)) R(i—l) + (EM(Z_U - 50(1_1)> V(i—l)a (638)

onde g(i_l) corresponde a parcela de forca elastica determinada com as direcdes calcu-

ladas no instante ¢ ou da iteracao (i — 1).

A matriz coluna de velocidade V(i — 1) € dada por:

V(i*l) = (R(z—l) - R(,L_Q))/At (639)

Lembramos nesse momento que as condicdes iniciais utilizadas sdo os pontos da
superficie inicial e suas respectivas velocidades iniciais. Em geral, utilizamos a veloci-

dade inicial como sendo nula.

A matriz A 1) do sistema algébrico linear (Eq. 6.36) e a matriz de rigidez K
sao matrizes esparsas cujas linhas de mn elementos sao tais que apenas 8 podem ser
nao-nulos. Esta € uma condicao que, bem explorada, ajudara na diminuicao do custo

computacional de memoria.

Existem dois grupos de métodos numeéricos: os métodos diretos, sao aqueles que
conduzem a solucdo exata a menos de erros de arredondamento introduzidos pela ma-
quina ap6s um numero finito de passos; os métodos iterativos, sdo aqueles que se ba-
seiam na construcao de sequéncias de aproximacoes, onde os valores calculados ante-
riormente sao usados para melhorar a aproximacao a cada passo. O método iterativo
so sera util se a sequéncia das aproximacoes construidas convergir para a solucao do

sistema [24].



6.6 Compensacdo para Deslocamento ndo Esperados 109

Segundo Cunha [24] os métodos diretos tém a vantagem de fornecer solucao, e-
xata a menos de erros de arredondamento introduzidos pela maquina, apés um nimero
finito de passos e nao dependem de condicoes de convergéncia, porém o custo com-
putacional cresce polinomialmente quando aumentamos a dimensao da matriz A(;_y)
do sistema algébrico. Os métodos diretos sao ainda inviaveis quando o sistema € mal-
condicionado. Os métodos iterativos baseiam-se na construcao de sequéncias de apro-
ximacoes. O método iterativo sera tutil se a sequéncia das aproximacoes construidas
pelo método convergir para a solucao do sistema, sendo assim, dependente de condicoes
de convergéncia. Por simplicidade, faremos uso de um método numérico direto para o
fornecimento da solucao sem a necessidade de se fazer uma estimativa inicial para a

obtencao da mesma através de sequéncias de aproximacoes.

Fazemos uso do método de decomposicdo LU da matriz A(;_), isto €, a matriz
A(i—1) € decomposta num produto de uma matriz triangular inferior £ (com elementos

da diagonal principal iguais a 1) e uma matriz triangular superior .

Nestas condicoes a equacao (6.36) pode ser reescrita em
LUG_\Ri = Gy, (6.40)
0 que permite o desmembramento em dois sistemas triangulares
LYi1)=6u1) € Ui nRi=Vi 1) (6.41)

Resolvendo o primeiro sistema, calculamos Y(;_1) que, usado no segundo sistema, fornecera

o vetor procurado R;.

6.6 Compensacao para Deslocamento nao Esperados

Em algumas simulac¢des, podemos nos deparar com a for¢a interna, num dado
ponto onde a forca externa esta sendo aplicada, atuando numa direcao niao esperada,
ocorrendo um deslocamento nao desejado na direcao da resultante entre as forcas in-
terna e externa neste ponto. Isso ocorre devido aos erros introduzidos, nas direcoes
tangentes e normal, pelo método das diferencas finitas. Na busca de corrigir esses
efeitos de deslocamentos indesejados, quando sobre a superficie atua uma forca pon-

tual*, propomos o uso de um fator de correcdo p para a resultante das forcas externa

40 termo “uma forca pontual” ndo quer limitar a apenas uma forca em apenas um ponto, mas desejamos
que se caracterize que nao sera a mesma forca em todos os pontos da superficie.
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Figura 6.6: Mudando o deslocamento.

e interna, modificando a intensidade da forca interna pelo seu produto por este fator p.

Isto €, no ponto onde a forca esta sendo aplicada fazemos

& =pK(ri—n)Ri,  Eu 1) =pE; 1) (6.42)

Este processo de mudanca da resultante, num ponto onde a forca pontual esta
sendo aplicada, afeta no deslocamento da superficie como um todo e nao apenas no
deslocamento daquele ponto. Mostraremos uma simulacao que bem exemplifica o uso

da proposta e a sua eficiéncia.

Na Figura 6.4.b corrigimos o problema de inclinacao da superficie, porém o pro-
blema do deslocamento lateral indevido permaneceu. Corrigimos isso simplesmente
com o uso do peso p = 0.5. Isto permite modificar a direcao da resultante causando a
mudanca da direcao do deslocamento. Veja na Figura 6.6, o resultado que obtivemos
ao utilizar o peso p = 0.5 no ponto onde a forca esta sendo aplicada. O deslocamento €

agora apenas vertical sem inclinacao da superficie, conforme a expectativa.

E bom salientarmos que este fator altera um pouco a forma do objeto com relacéo
aquela que ele teria sem o seu uso, pois a reacdao da superficie neste ponto € menor.
Mesmo que ainda exista um pequeno deslocamento lateral, acreditamos que a solucao

proposta passa ser uma alternativa pratica para obter efeitos proximos ao realismo.
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Capitulo 7

Simulacoes

Neste capitulo, apresentaremos algumas simulacdées com o intuito de mostrar o
potencial do nosso modelo. Como almejamos bons efeitos visuais de caimentos e dobras
em superficies deformaveis, apresentaremos algumas simulacées de caimentos e dobras
€ as compararemos com as imagens reais. Também mostraremos outros resultados de
simulac¢ées com a finalidade de mostrar que podemos ter uma boa controlabilidade de

deformacoes através do nosso modelo.

O numero de ponto da malha utilizada varia de 100 a aproximadamente 1000
pontos (grades 10X10 a 31X31). As simulacdes apresentadas neste capitulo, fazendo uso
dessas malhas, mostram o grande potencial de modelagem e controle de nosso modelo

de superficie deformavel.

Testamos o comportamento sob a acao de diferentes forcas como: forca-pontual,
forca-senoidal (apresentada na Secao 6.4), forca do vento simulada por uma forca fluido
e forca uniforme (gravidade). Mostramos o comportamento dos objetos com pontos fixos
e sem pontos fixos. Realizamos também teste de rigidez, pois, esse € um problema de

dificil controle nos outros modelos do nosso conhecimento.

A menos que seja indicado o contrario, utilizamos £y, iguais a 1 e o limiar ¢ = 0.5,

para as componentes do tensor curvatura, na aproximacao do vetor normal unitario.

7.1 Dobras

Um bom controle na formacao de dobras na direcao perpendicular a direcao das

forcas aplicadas € de grande interesse na modelagem de objetos deformaveis, principal-
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(a) t=12s (b) t = 20s (c) t = 80s

Figura 7.1: Dobras ao longo das linhas coordenadas ({,3 = 5.0 x 10°9).

mente em aplicacoes a tecidos de pano e tecidos humanos. Como exemplos citamos a
formacdo de dobras em roupas sobre corpos virtuais e panos suspensos e a formacao
de rugas em expressoes faciais. Nesta secdao, mostraremos o potencial do nosso modelo

para modela-las apresentando algumas simulacoes.

Iniciamos mostrando na Figura 7.1 a simulacdo de uma superficie plana quadra-
da (grade: 20 x 20) com os quatro pontos do canto fixos em relacao a dois eixos do sistema
de coordenadas cartesiano fixo. Aplicamos quatro forcas tangenciais (tangentes a super-
ficie) em pontos interiores da superficie (4,4), (4,15), (15,4) e (15,15), nas direcoes das
linhas coordenadas, comprimindo-as. Para a formacdo das dobras nesta simulacao, ¢
necessario que pelo menos uma constante de elasticidade ¢,3, que estabelece a influén-
cia da variacao da métrica na variacao da curvatura e vice-versa, sejam diferentes de
zero. Foram utilizados, nesta simulacao, os seguintes parametros: At = 0.04, (3 = 1.0,
fap = 5.0 x 107%, ¢os = 1.0 x 1073, massa total igual a 5.0, amortecimento total igual a
3.0 e a superficie inicial como sendo um quadrado, no plano zz, de dimensées 6.0 x 6.0.
Durante um periodo inicial de ¢ = 20s, de um tempo total de ¢t = 80s, as seguintes forcas
foram aplicadas: F[4,4] = (0.8,0.0,0.0), F[4,15] = (0.8,0.0,0.0), F[15,4] = (—1.0,0.0,0.0) e
F[15,15] = (—1.0,0.0,0.0). Como a partir de ¢ = 20s estas for¢cas foram retiradas, a super-

ficie tende a voltar a forma inicial (Figura 7.1.c).

Quando aumentamos a rigidez para curvar através das constantes de elasticidade

€ap. diminuimos as dobras (Figura 7.2).

Formas diferentes de dobras podem ser criadas aplicando-se forcas no sentido
das diagonais em direcao ao centro da malha quadrada, como mostrado na Figura 7.3.

Durante um periodo inicial de ¢ = 20s, de um tempo total de ¢ = 80s, aplicamos as
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(@) &p =5.0 x 1074 (b) éup =1.0 x 1073 (€) &p=3.0x10"3

Figura 7.2: Diferentes rigidez para curvar (¢ = 20s).

(@ t=12s (b) t = 20s (c) t = 80s

Figura 7.3: Dobras em direcoes diferentes.

seguintes forcas F[4,4] = (0.5,0.0,0.5), F[4,15] = (0.5,0.0,—0.5), F[15,4] = (-0.5,0.0,0.5) e
F[15,15] = (-0.5,0.0,—0.5). No instante ¢ = 80s, a superficie, ndo sujeita a nenhuma
forca externa, voltou a sua configuracao inicial (Figura 7.3.c). Observe que na simu-
lacdo da Figura 7.1, as dobras sao formadas ao longo de duas curvas coordenadas
enquanto que na simulacao da Figura 7.3 elas nao seguem esse alinhamento. Podemos
ver, pela equacao (2.59), que o aumento da curvatura normal da superficie pode ser
obtido quando nés comprimimos uma curva sobre ela, visto que a curvatura normal
depende inversamente do tensor métrico. Desta forma, a modelagem esta condizente

com o comportamento esperado.

A simulacao de um tecido suspenso por um ponto do canto, sob a acao da gravi-
dade, € mostrada na Figura 7.4. Observe como a formacao de dobras deram um bom
caimento para o tecido de pano suspenso. Este € um bom efeito visual que pode ser

comparado a uma imagem real. Estas dobras nao seriam formadas sem os termos 0%
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simulacao (¢ = 30s) real

Figura 7.4: Pano suspenso por um ponto.

da equacao (5.11) que relacionam as deformacoes tangenciais com as deformacoes nor-
mais, quando a superficie € inicialmente plana. Esta simulacao foi realizada com uma
grade 30 x 30 e os seguintes parametros: At = 0.01, (31 = (22 = 190.5, (12 = (21 = 220.5,
fap = 1.0x 1074, ¢op = 1.0x 1074, massa total igual a 737.4, amortecimento total a 220.0 e a
superficie inicial como sendo um quadrado, no plano zz, de dimensdées 60.0 x 60.0. Con-
sideramos o ponto (0,0) como sendo o ponto fixo . Fizemos uso do campo gravitacional
g = (6.94,0.0,6.94).

Apresentamos, na Figura 7.5, a simulacdao de uma bandeira sendo agitada pela

acao do vento. Simulamos o vento através de uma forca-fluido calculada pela expressao

! ZC[n- (u—v)]n,

onde ¢ = 0.032 € a resisténcia da forca-fluido e u = (0.0,3.0,0.0) € a velocidade de fluxo
constante. Percebemos, com a Figura 7.5, o quanto as ondulacdes formadas na superfi-
cie da bandeira aumenta o realismo da simulacao. Foi utilizada uma grade 20 x 20 numa
superficie inicial quadrada, no plano zz, cujas dimensédes sao 6.0 x 6.0. Os pontos fixos
usados para simular a bandeira suspensa foram (0,0) e (19,0). A forca da gravidade
utilizada foi g = (—0.1,0.0,0.0). Utilizamos também os seguintes parametros: A¢ = 0.04,
Cap = 0.8, €up = 1.0 X 1073, ¢op = 1.0 x 107, massa total igual a 5.0 e amortecimento total
igual a 2.0.
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Figura 7.5: Bandeira ao vento (¢ = 2min).

Mostramos na Figura 7.6 uma sequéncia da simulacdo de um pano sendo do-
brado na direcdo diagonal. E aplicada uma forca pontual, constante em intensidade e de
direcao variavel no tempo, seguindo uma trajetoria semi-circular, num canto do tecido,
para dobra-lo na direcdo do outro canto fixo. Foi utilizada uma grade 20 x 20 numa
superficie inicial quadrada, no plano zz, de dimensoées 6.0 x 6.0. Utilizamos o ponto (0, 0)
como ponto fixo e o ponto (19,19) como o ponto onde a forca € aplicada. Foram utilizados
os seguintes parametros: At = 0.04, (o5 = 0.8, {up = 5.0 X 1074, ¢ap = 1.0 X 103, massa
total igual a 15.0 e amortecimento total igual a 9.0. Utilizamos ainda k; = k7 = 1.5. Ob-
servamos na Figura 7.6 a boa dobradura do tecido semelhantemente a um pano duro

como um tapete.

A seguir, exibimos os resultados de uma simulacdo semelhante a da Figura 7.6,
diferenciando nas resisténcias de materiais (o5 = 1.5 € {45 = 1.0 x 1072, e nos fatores de
correcao ks = k11 = 0.0. Observe na Figura 7.7 que com o aumento da rigidez da superfi-

cie percebemos uma maior rigidez para dobra-la em relacao a simulacao da Figura 7.6.

Para concluir as simulacdes desta secdo, apresentamos o resultado de uma si-

mulacdo de uma cortina suspensa por alguns pontos sob a acao da gravidade (Figura
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(a) t = 6.4s (b) t = 62.4s
(c) t =108.8s (d) t =128s

Figura 7.6: Pano dobrado ((,s = 0.8, £,5 = 5.0 x 107%).
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(a) t =6.4s (b) t = 62.4s
(c) t =92s (d) t=123s

Figura 7.7: Pano dobrado ((,s = 1.5 € {45 = 1.0 x 1072).
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simulacao (¢t = 76s)

Figura 7.8: Cortina suspensa.

7.8). Utilizamos uma malha quadrada 19 x 19 e os parametros de entrada utilizados
foram: At = 0.04, (11 = (o2 = 8.0, (12 = (21 = 9.0, &up = 3.0 x 1073, ¢o5 = 1.0 x 107!, massa
total igual a 80.16, amortecimento total igual a 60.2 e a superficie inicial como sendo
um quadrado, no plano zy, de dimensodes 20.0 x 20.0. A forca da gravidade foi simulada
pelo campo gravitacional g = (—9.81,0.0,0.0). Consideramos os seguintes pontos fixos
nas coordenadas z e z: (18,0), (18,3), (18,6), (18,9), (18,12), (18,15), (18,18). Porém, os
pontos (18,0) e (18,18) ficaram fixos nas coordenadas z e z por um periodo de tempo
de t = 3.6s e t = 4.4s, respectivamente. Apos esse periodo fixado, tornamos os pontos
fixos nas trés coordenadas. As deformacées tangenciais (elongacdes ou compressoes e
cisalhamentos) provocam as dobras e rugas, devido as mesmas afetarem a variacao da
curvatura através de ¢,5. Observamos uma boa aparéncia visual devido o bom controle

de curvatura, dobras e rugas, proporcionado pelo nosso modelo.

Consideramos os resultados obtidos nesta secao como sendo bons, pois os ob-
jetos simulados apresentaram um comportamento de acordo como imaginavamos que
ocorreria com uma cena real, deixando-nos convictos do cumprimento do objetivo de

controle de formacao de dobras e dobraduras.

7.2 Caimento de Tecido de Pano

Nesta secao, exibiremos resultados de caimento de tecidos de pano obtidos com

nosso modelo e resultados reais, para efeito de comparacoes.

Poderiamos ter adotado outros procedimentos para validacao do nosso modelo.
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P
|t

simulacao (¢t = 24s) real

Figura 7.9: Caimento sobre uma mesa quadrada de um pano polyester.

Um procedimento seria realizar alguns testes para compara-los aos resultados de algum
benchmark que norteiam pesquisadores na validacao de seus modelos. Por exemplo,
poderiamos utilizar: o sistema de avaliacao de Kawabata [53] desenvolvido para fazer
testes com tecido para obter dados referente a parametros do material, deformacoes
e forcas, para compara-los aos resultados de nosso modelo. Mas, isso seria util para
mostrar a precisao fisica do modelo, que € conveniente para engenharia mecanica. Um
outro procedimento seria o de realizar simulacoes comparativas entre o nosso e outros
modelos (sistemas de particulas e continuos). Mas, isso necessitaria de muito tempo
para a realizacao da implementacao de cada um, ambientacdo com cada um deles e
realizacao das simulacoes. Como nosso interesse maior € no realismo visual, optamos

por comparar os resultados das simulacoes com as fotas de cenas reais.

A Figura 7.9 mostra o caimento de um tecido quadrado sobre uma mesa quadra-
da, com pequena resisténcia a curvatura. A malha utilizada € 26 x 26 e os valores dos
parametros sao: At = 0.02, (11 = (22 = 30.0, (12 = (21 = 35.0, &ap = 1.0, ¢op = 0.0, massa
total igual a 733.0, amortecimento total igual a 500.0 e a superficie inicial como sendo um
quadrado, no plano zz, de dimensoées 60.0 x 60.0. A forca da gravidade foi simulada pelo
campo gravitacional g = (0.0,—9.81,0.0). Consideramos os seguintes pontos fixos para
simular a mesa quadrada: (6,6) a (6,19), ---, (19,6) a (19,19). O objetivo foi simular o
caimento de um tecido tipo polyester (densidade de massa igual a 0.212kg/m?) medindo
60cm x 60cm sobre um objeto quadrado medindo 31ecm x 31lem preservando as devidas
proporc¢oes da mesa com o tecido da simulacao. Perceba como conseguimos, com um
razoavel namero de pontos da malha, obter um bom resultado de caimento, dando uma

aparéncia visual bastante proxima da real.
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simulacao (¢t = 24s) real

Figura 7.10: Caimento sobre uma mesa retangular de um pano polyester.

O resultado da simulacao do caimento de um tecido do tipo polyester medindo
60cm x 60cm sobre um objeto retangular medindo 40.8cm x 26.4cm € apresentado na Figura
7.10. Utilizamos nesta simulacao os seguintes parametros: a malha utilizada € 26 x 26,
At =0.02, (11 = (o2 = 70.0, (12 = (o1 = 75.0, &4 = 1.0 x 1071, ¢op = 0.0, massa total igual a
733.0, amortecimento total igual a 500.2 e a superficie inicial como sendo um quadrado,
no plano zz, de dimensodes 60.0 x 60.0. A forca da gravidade foi simulada pelo campo
gravitacional g = (0.0, —9.81,0.0). Consideramos os seguintes pontos fixos para simular a
mesa retangular: (4,7) a (4,18), ---, (21,7) a (21, 18).

E bom comentarmos que, por ndo termos um algoritmo eficiente para colisoes,
tivemos algumas dificuldades em obter bons resultados em duas quinas opostas da mesa
quadrada e retangular, com a malha 26 x 26, pelos vincos formados apos a queda, devido
ao modelo computacional ser menos tolerante a perda de regularidade da superficie a
medida que aumentamos o refinamento da malha. O modelo continuo, sobre o qual
nosso modelo se embasa, tem como pré-requisito a superficie ser regular. Os vincos for-
mados sao devido as fronteiras terem comportamentos de resisténcias diferentes nestas
quinas, inerentes ao método das diferencas finitas, diferenciando do comportamento da
imagem real. As outras quinas que se assemelham ao comportamento da imagem real
tem o mesmo comportamento de resisténcia nas fronteiras via método das diferencas

finitas.

A Figura 7.11 mostra o resultado de simulacao do caimento de um tecido do tipo
polyester medindo 60cm x 60cm sobre uma mesa redonda de raio igual a 18cm. Utilizamos
nesta simulacdo uma malha 31 x 31 e os seguintes parametros: At = 0.01, (11 = (92 =
30.0, ¢12 = Co1 = 35.0, &1 = €2 = 1.0, &2 = &1 = 0.0, ¢op = 0.0, massa total igual a
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simulacao (¢t = 10s) real

Figura 7.11: Caimento sobre uma mesa redonda de um pano polyester.

738.0, amortecimento total igual a 506.0 e a superficie inicial como sendo um quadrado,
no plano zz, de dimensdes 60.0 x 60.0. A forca da gravidade foi simulada pelo campo
gravitacional g = (0.0, —9.81,0.0). Consideramos os seguintes pontos fixos para simular a
mesa redonda: (6,13) a (6,17), (7,11) a (7,19), (8,9) a (8,21), (9,8) a (9,22), (10,8) a (10,22),
(11,7) a (11,23), (12,7) a (12,23), (13,6) a (13,24), (14,6) a (14,24), (15,6) a (15,24), (16,6) a
(16,24), (17,6) a (17,24), (18,7) a (18,23), (19,7) a (19,23), (20,8) a (20,22), (21,8) a (21,22),
(22,9) a (22,21), (23,11) a (23,19) e (24,13) a (24,17). Comparando as duas imagens da
Figura 7.11 percebemos o bom caimento do tecido sobre a mesa redonda obtido com o

nosso modelo de superficie deformavel.

A Figura 7.12 mostra a simulacao do caimento de um tecido mais rigido (den-
sidade de massa 0.222kg/m?) que o tecido das figuras anteriores. Utilizamos nesta
simulacao uma malha menor (21 x 21) e os parametros de entrada foram: At = 0.005,
Caa = 600.0, (12 = (21 = 700.0, &{ne = 70.0, 12 = €21 = 90.0, ¢op = 0.0, massa total igual a
800.0, amortecimento total igual a 3000.0 e a superficie inicial como sendo um quadrado,
no plano zz, de dimensdes 60.0 x 60.0. A forca da gravidade foi simulada pelo campo
gravitacional g = (0.0,—9.81,0.0). Consideramos os seguintes pontos fixos para simular
a mesa redonda: (4,9) a (4,11), (5,7) a (5,13), (6,6) a (6,14), (7,5) a (7,15), (8,5) a (8,15),
(9,4) a (9,16), (10,4) a (10,16), (11,4) a (11,16), (12,5) a (12,15), (13,5) a (13,15), (14,6)
a (14,14), (15,7) a (15,13) e (16,9) a (16,11). Comparando a imagem da simulacdao com
a imagem real, percebemos uma grande semelhanca da planaridade ocorrida na parte

frontal como também o arqueamento entre duas partes planares.

Para concluir as simulac¢oes desta secao, apresentamos na Figura 7.13 um pano

do tipo polyester suspenso por dois pontos sob a acao da gravidade, diferentemente da
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simulacao (¢t = 35s) real

Figura 7.12: Caimento de tecido rigido sobre uma mesa redonda.

simulacao (¢ = 80s) real

Figura 7.13: Caimento de um pano tipo polyester suspenso por dois pontos.

simulacao da Figura 7.4 na qual o pano esta suspenso por apenas um ponto. Utilizamos
uma malha quadrada 20 x 20 e os parametros de entrada utilizados foram: At = 0.02,
(11 = Co2 = 300.0, (12 = (o1 = 500.0, &ap = 1.0 x 1074, ¢op = 1.0 x 107*, massa total igual a
723.56, amortecimento total igual a 520.0 e a superficie inicial como sendo um quadrado,
no plano zy, de dimensoées 60.0 x 60.0. A forca da gravidade foi simulada pelo campo gra-
vitacional g = (—9.81,0.0,0.0). Consideramos os seguintes pontos fixos: (19,0) e (19, 19).
Inicialmente, consideramos o ponto (19, 19) fixo nas coordenadas z e z, por um periodo de
tempo de ¢ = 2.2s. Ap6s esse periodo, tornamos o ponto fixo nas trés coordenadas. Nesta
simulacao, também foi usado ki = ky = 1.5. Este artificio foi necessario para forcarmos
pequenas deformacodes tangenciais que, por sua vez, afetam a variacdo da curvatura
através de ¢,3. Com isso obtivemos na simulacdo um caimento comparavel a imagem

real.
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Podemos afirmar que as simula¢des desta secao mostram que o nosso modelo
de superficie deformavel oferece uma boa ferramenta para modelagem de caimentos de
tecidos, comparaveis as imagens reais. Se acrescentarmos, ao modelo de superficie
deformavel proposto nesta tese, um algoritmo eficiente de auto-colisées e colisdbes com

objetos da cena, podemos aprimorar ainda mais o realismo dos resultados obtidos.

7.3 Simulacoes de Controles Isotropicos e Anisotropicos

Nesta secao apresentaremos dois tipos de simulacao para exemplificar o controle
de comportamentos de materiais isotrépicos e anisotropicos. Isto €, simularemos super-
ficies que tem a mesma rigidez nas duas linhas coordenadas (isotropicas) e superficies
que tem linhas coordenadas com rigidez diferentes (anisotrépica). Faremos as simu-

lacoes com relacao a rigidez métrica e a rigidez para curvar separadamente.

Na Figura 7.14 apresentamos resultados de duas simulacoes diferentes, exempli-
ficando alguns dos controles anisotropicos obtido com os parametros. A Figura 7.14.a é
o resultado da simulacao de uma superficie quadrada elastica com moderada resisténcia
a variacao métrica numa direcao coordenada e grande resisténcia na outra direcao sob
a acao de forcas diagonais de igual intensidade nos quatro cantos no sentido a estica-la.
A superficie inicial € um quadrado 6.0 x 6.0, a malha utilizada € 10 x 10 e os parametros
de simulacdo foram: massa total 5.0, amortecimento total 1.0, (i1 = 1.0 x 1072, (o9 = (10 =
(o1 = 3.0 x 107! e as forcas externas F(0,0) = (-1.0,0.0,—-1.0), F(0,9) = (-1.0,0.0,1.0),
F(9,0) = (1.0,0.0,—1.0) e F(9,9) = (1.0,0.0,1.0). Como as forcas externas que atuam na
superficie plana sao forcas tangentes no sentido a estica-la, os parametros {,g € ¢,3 nao
terao influéncia alguma pois, como esperado, as forcas tangentes sao predominantes
neste tipo de simulacao, mantendo a superficie plana. Observe como a superficie se
distende numa direcao enquanto que na outra, nao. Na Figura 7.14.b simulamos uma
forca perpendicular aplicada no centro da mesma superficie quadrada com diferentes
resisténcias a variacao da curvatura e grande resisténcia a variacao métrica. A malha
utilizada € 11 x 11 e os parametros de simulagao foram: massa total 27.0, amortecimento
total 10.0, (o = 1.0, £11 = &12 = o1 = 1.0 % 1072, €90 = 1.0x 1073, $ap = 0.0, e a forca externa
F(5,5) = (0.0,-0.5,0.0). Observe, neste exemplo, como o objeto curvou-se na direcao de

resisténcia menor.

Na Figura 7.15 apresentamos resultados de duas simulacoes idéntica a da Figura
7.14, exemplificando alguns dos controles isotropicos obtido com os parametros. Neste

caso, na Figura 7.15.a (. = 3.0 x 107! e na Figura 7.15.b £,5 = 1.0 x 1072.
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(a) elongacoes distintas (b) curvaturas distintas

Figura 7.14: Superficies anisotropicas.

(a) elongacoes iguais (b) curvaturas iguais

Figura 7.15: Superficies isotropicas.

Desta forma, com as simulac¢des apresentadas nesta secao, percebemos que
podemos simular nao s6 a mesma rigidez nas duas direcoes coordenadas bem como

podemos tornar as duas dire¢coes coordenadas com rigidez distintas.

7.4 Simulacoes de Rigidez

Apresentaremos nesta secao algumas resultados de simulacées de controle das
deformacoes de curvatura para superficies planas e superficies nao-planas no estado
inicial.

Inicialmente, apresentaremos algumas simulacoes mostrando o controle das de-

formacgodes de curvatura, para superficies planas, obtida com a nossa proposta de apro-

ximacao para o vetor normal. Utilizamos nas simula¢oes que se seguem o limiar § = 0.5.

A Figura 7.16 apresenta uma sequéncia de uma simulacao de forcas aplicadas
nos quatro cantos de uma malha inicialmente plana, com grande resisténcia a cur-
vatura. Os parametros de simulacao foram: §¢t = 0.04, massa total 27.0, amortecimento
total 5.0, (up = 10.0, & = 1.0 x 1071, ¢ag = 0.0, € a forca externa F(0,0) = (0.0, —0.3,0.0),
F(0,10) = (0.0,-0.3,0.0), F(10,0) = (0.0,—0.3,0.0) e F(10,10) = (0.0,—0.3,0.0). A malha
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Figura 7.16: Forcas nos cantos com grande resisténcia para curvar-se (¢ = 40s).

utilizada € 11 x 11 e a superficie inicial € um quadrado 6.0 x 6.0.

Para comparacao, a Figura 7.17 mostra uma sequéncia de uma simulacao de
uma forca aplicada nos quatro cantos da malha inicialmente plana, como na Figura

7.16, com uma pequena resisténcia a curvatura {,s = 5.0 x 1072,

Simulamos o caimento de um material tipo pano sobre a mesa com pequena e
grande resisténcia a curvatura, como mostram as Figuras 7.18 e 7.19, respectivamente.
Os parametros de simulacao foram: §t = 0.01, massa total 7.0, amortecimento total 7.0,
Caa = 20.0, (1o = (o1 = 27.5, €na = 1.0x 1074, &1 = &1 = 0.0, $ap = 0.0, € a forca gravitacional
g = (0.0,—-1.0,0.0). A malha utilizada € 10x 10 e a superficie inicial € um quadrado 6.0 x 6.0.
A simulacao com grande resisténcia foi simulada com os parametros: £,, = 7.0 x 1072,
€190 = €91 = 3.0 X 1072, thaq = 7.0 X 1072, 419 = 2hp; = 3.0 x 1072,

Até o presente momento, as simulacées realizadas tiveram como superficie inicial
uma superficie plana. O nosso modelo nao € restritivo a superficie plana no seu estado
inicial. Faremos algumas simulacdes de rigidez de superficies nao planas no seu estado

inicial.

A Figura 7.20 mostra a simulacao de uma superficie rigida empurrada por uma
forca no seu ponto central. A superficie da simulacao € parte de uma esfera parametriza-
da pela projecao estereografica num dominio retangular. Fazemos uso do limiar § = 0.1 e
os parametros: malha 11 x 11, At = 0.04, {5 = 0.7, € = 5.0 x 1073, ¢,5 = 0.0, massa total

igual 3.0 e amortecimento total 2.0. A esfera tem raio r = 2.0 € o dominio € um quadrado:
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Figura 7.17: Forcas nos cantos com pequena resisténcia para curvar-se (¢t = 100s).

Figura 7.18: O caimento de uma toalha de tecido de pano (¢ = 75s).
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Figura 7.19: O caimento de uma toalha de um tecido de pano mais rigido (¢t = 45s).

—2.0<u<20e—-2.0<wv<2.0. Aforca externa de intensidade igual a 1.0 é aplicada num
ponto central da malha, isto €, F[5,5] = (0.0, —1.0,0.0). Observe como a forma do pedago

de esfera € mantida junto com o seu caimento vertical.

Para comparacao, efetuamos na Figura 7.21 a mesma simulacao da Figura 7.20
sem resisténcia a mudanca de curvatura, isto €, £, = 0.0. Veja que, apos alguns

quadros, nao temos mais a forma esférica inicial.

Como nas simulacdes anteriores (figuras 7.20 e 7.21), efetuamos simulacoes de
rigidez com um pedaco de um toro (figuras 7.22 e 7.23). A forca € aplicada em trés
pontos consecutivos de uma curva coordenada, com um deles no centro da malha, isto
é, F[5,6] = (0.5,0.0,0.0), F[6,6] = (0.5,0.0,0.0) e F[7,6] = (0.5,0.0,0.0). Parametros de
entrada: malha 13 x 13, At = 0.04, (,p = 1.0, 45 = 1.0 x 1073, ¢4 = 0.0, massa total igual
a 20.0 e amortecimento total igual a 10.0. O toro tem raio maior R = 1.5 e raio menor
r = 0.5. Na Figura 7.23 utilizamos ki = k7 = 0.5, &1 = &1 = 3.0 x 1074, &15 = €91 = 0.0.

Observe na Figura 7.22 a preservacao da forma do toro junto com o seu caimento

vertical, o que nao acontece na Figura 7.23. Usamos o limiar § = 0.1.
No restante das simulacoes desta secao utilizamos o limiar é§ = 0.5.

Na simulacao da figura (7.24), uma superficie cilindrica senoidal com as bordas
maiores fixadas, (0,0) a (16,0) e (0,10) a (16,10), € submetida a acao da gravidade. A
mesma possui uma grande resisténcia a variacao da métrica. Na Figura 7.24.a simu-

lamos sem resisténcia a mudanca da curvatura e na Figura 7.24.b com resisténcia a
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Figura 7.20: Pedaco de esfera resistente.

¥

Figura 7.21: Pedaco de esfera dobravel.
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Figura 7.22: Pedaco de toro resistente.

Figura 7.23: Pedaco de toro dobravel.
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(@) &ap = 0.0 (b) &up =9.0x 107!

Figura 7.24: Superficie cilindrica senoidal com curvas fronteira maiores fixas (t = 7.5s).

mudanca da curvatura. Parametros de entrada foram: malha 17 x 11, At = 0.005, (,p =
24.0, &5 = 0.0 ou & = 9.0 x 107!, ¢os = 1.0 x 107!, massa total igual a 5.0 e amorte-
cimento total igual a 20.0. A forca da gravidade foi simulada pelo campo gravitacional
g = (0.0, —9.81,0.0). Utilizamos k5 = k11 = 0.0.

Efetuamos na Figura 7.25 as simulacoes da Figura 7.24 mudando as bordas fixas
das maiores para as menores, (0,0) a (0,10) e (10,0) a (10,10). Os parametros de entrada
foram: malha 17 x 11, At = 0.005, (aq = 29.0, (12 = (o1 = 30.0, &4 = 0.0 ou &4 = 93.0 X 1072,
E19 = &1 = 1.0, ¢op = 0.0 OU Poa = 11.0 x 1072, ¢12 = ¢o1 = 2.0 x 107!, massa total igual
a 5.0 e amortecimento total igual a 20.0. A forca da gravidade foi simulada pelo campo
gravitacional g = (0.0, —9.81,0.0). Utilizamos kg = 5.0 € k11 = 2.0.

Observe nas figuras 7.24 e 7.25 como conseguimos um bom controle da rigidez

da superficie cilindrica senoidal.

Concluimos esta secao mostrando nas figuras 7.26 e 7.27 o resultado de simula-
¢oes de superficies na forma de um cilindro aberto com uma anel circular e dois pontos
dos cantos fixos, sob a acao da gravidade, com material flexivel e rigido, respectivamente.
O raio e a altura do cilindro sao 3.0 e 15.0, respectivamente. Parametros de entrada:
malha 15 x 15, At = 0.01, (a3 = 5.5, {ap = 0.05 ({ap = 0.3), o = 0.1, massa total igual a
10.0 e amortecimento total igual a 20.0. A forca da gravidade foi simulada pelo campo
gravitacional g = (0.981,0.0,0.0). Usamos k5 = k11 = 2.0 e k&1 = k7 = 0.5. Os pontos fixos
sao: (0,0), (14,0), (0,14),..., (14,14), (0,13),..., (14,13).
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(@) €45 = 0.0 € pop = 0.0 (D) £ap # 0.0 € Gop # 0.0

Figura 7.25: Superficie cilindrica senoidal com curvas fronteira menores fixas (t = 7.5s).

Figura 7.26: Cilindro flexivel aberto sob a acao da gravidade (¢ = 200s).
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Figura 7.27: Cilindro rigido aberto sob a acao da gravidade (¢ = 200s).

Mostramos nesta sec¢ao algumas simulacoes com o intuito de comprovar o poten-
cial do modelamento, através do modelo de superficie deformavel proposto nesta tese,
no controle de deformacdes de curvatura de objetos de forma geomeétrica plana bem
como nao-plana. As superficies ndo-planas utilizadas foram parte de uma esfera, parte
de um toro, uma superficie cilindrica senoidal e um cilindro. Fizemos uso também de
forcas pontuais e da gravidade (uniforme). Consideramos bons os resultados obtidos,
validando a modelagem de controle de curvatura (rigidez) com o modelo proposto nesta

tese.

Sintetizamos na seguinte tabela o tempo de processamento de todas as simu-
lacoes apresentadas num PC AMD Athlon XP 1700+:
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Figura Tempo de Integracao | Tempo de Processamento
Figs. 7.1 e 7.3 t = 80s 56min e 19s
Fig. 7.4 t = 30s oh, 35min e 19s
Fig. 7.5 t =120s 28min e 42s
Fig. 7.6 t=128s 33min e 30s
Fig. 7.7 t=123s 29min e 37s
Fig. 7.8 t = T6s 38min e 45s
Fig. 7.9 t=24s 58min e 55s
Fig. 7.10 t=24s 5Tmin e d7s
Fig. 7.11 t=10s 2h, 17min e 35s
Fig. 7.12 t = 35s 1h, 33min e 54s
Fig. 7.13 t = 80s 41min e 21s
Figs. 7.14.a e 7.15.a t = 200s 26s
Figs. 7.14.b e 7.15.b t = 400s 1min e 2s
Figs. 7.16 t =40s 7.8s
Figs. 7.17 t = 100s 19.5s
Figs. 7.18 t="7bs 47s
Figs. 7.19 t = 45s 28s
Figs. 7.20 e 7.21 t = 400s 1min e 28s
Figs. 7.22 e 7.23 t = 400s 1Imin e 28s
Figs. 7.24 € 7.25 t=17.5s 36s
Fig. 7.26 ¢ 7.27 t = 200s 23min e 36s

Tabela 7.1: Tempo de Processamento
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Capitulo 8

Conclusoes

Neste trabalho, tivemos como objetivo a proposta de um modelo de superficie de-
formavel, embasado fisicamente num modelo fisico bidimensional, com uma interface
simples e intuitiva, permitindo-nos uma boa modelagem e controle de caimentos e do-
bras. Podemos concluir que nossos objetivos foram alcan¢ados, de acordo com os bons

resultados apresentados no Capitulo 7.

Nosso modelo de superficie deformavel tem uma base fisica s6lida e confiavel,
voltado diretamente para a superficie. Dessa forma, os parametros de controle das
deformacoes sao introduzidos naturalmente, via modelo fisico, de forma confiavel, que
nos deixa seguros quanto ao seu uso na relacao controle versus resultado esperado, o
que nao acontece com os modelos de sistemas de particulas, pois a incorporacao dos
parametros de controle das deformacdes ocorre de uma maneira nao tao natural. Além
disso, o fato de ser embasado num modelo fisico voltado para a superficie, evita-nos
fazer uma aproximacao de um modelo 3D para um modelo 2D, evitando limitacdes e
perdas, ou fazer uso de um modelo 3D, aumentando o niumero de parametros utilizados,

complexidade do modelo e custo computacional.

Consideramos que os termos inseridos na expressao da energia, que relacionam
as deformacdes medidas pelo tensor-métrico com as deformacdes medidas com o tensor-
curvatura, sao importantes para garantir a formacao de dobras e rugas, um comporta-
mento comum nos tecidos. Isto nos possibilitou um melhor efeito no resultado final.
Quando aplicamos forcas tangentes a superficie que tentam comprimi-la, surgem forcas
normais a superficie capazes de gerarem alteracdes das curvaturas normais, desde que
a resisténcia para curvar permita isto. Este € um comportamento real. Assim, sem a in-
clusao dos termos comentados acima, uma superficie plana deformaria tangencialmente

sem sair do plano que esta, se apenas forcas tangenciais (forcas tangentes a superficie)
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agissem sobre ela. Este fato € perceptivel quando fazemos ¢,5 = 0.

Observe que os parametros de entrada do nosso modelo de superficie deformavel
sdo de conceitos simples e intuitivos, como: massa, amortecimento, intervalo de tempo,
parametros de controle das deformacoes ((o3. £ap € $ap). fatores de correcoes ki, fator
para correcao de deslocamento p, etc. Os parametros de controle das deformacées,
originados dos conceitos estabelecidos na teoria de geometria diferencial, tém um apelo
geométrico maior, de tal maneira que o usuario € capaz de entender que os parametros
Cap Permitem esticar mais ou menos as curvas coordenadas ou controlar a variacio do
angulo entre elas, bem como os parametros ¢, permitem controlar o quanto a superficie
pode curvar-se. Os fatores de correcoes k; s, mesmo definidos empiricamente, controlam
as intensidades das for¢cas que atuam na respectiva fronteira de forma bastante proxima

de nossa concepcao. Isto torna a interface amigavel para o usuario.

Em nosso modelo, a densidade de massa e o coeficiente de amortecimento sao
dados por unidades de area no estado inicial. As densidades e os coeficientes sao consi-
derados constantes sobre a superficie e variaveis no tempo. Nos estados intermediarios,
estimamos as densidades e os coeficientes de acordo com a variacao da area da super-
ficie em relacao ao estado inicial. Buscamos com isso manter o equilibrio tentando, de
alguma forma, sermos fiéis a lei de conservacao de massa, pois a superficie nao perde

massa ao longo do tempo, isto €, a massa nao € dissipada durante a deformacao.

Propomos parametros que possibilitam simular comportamentos tanto de mate-
riais isotropicos bem como de materiais anisotréopicos, ampliando o leque de simulacées
com um bom controle das variacées métrica e de curvatura. Por estarem associados
ao tensor métrico reciproco, que por sua vez esta associado a malha, os parametros
de elasticidade estardao associados a resolucao da malha. Isto possibilita uma melhor
adequacao do controle das deformacdes com as caracteristicas da malha melhorando a

estabilidade e equlibrio do modelo.

Propusemos também uma abordagem para o controle das forcas internas sobre
a borda para correcoes de desequilibrio provenientes da técnica das diferenca finita
e das condicoes de fronteira. Isto €, propomos os fatores de atenuacao para as forcas
internas atuando sobre a borda, possibilitando correcoes de desequilibrio nos resultados
do modelo provenientes da técnica das diferencas finitas e das propostas de condicoes
de fronteira. Os fatores de atenuacao nos permitem variar a intensidade da forca na
fronteira, desde uma forca nula até uma forca superior aquela estimada pelo calculo
proposto no modelo. Com os exemplos da Secao 6.4, mostramos correcoes de forcas

tangencias na fronteira e inclinacao indevida da superficie. Também damos uma nocao
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de como, empiricamente, definir estes parametros.

Por ultimo, propusemos um fator de atenuacao para a forca elastica, num ponto
onde esta sendo aplicada uma for¢a pontual ou local, o que nos possibilita, em geral,
diminuir deslocamentos indevidos nao esperados. Esta estratégia nao corrige totalmente
o deslocamento e altera um pouco a forma do objeto por alterarmos a intensidade da
forca resposta da superficie. Por outro lado, o mesmo aponta para a possibilidade de
podermos obter comportamentos diferentes do objeto, a partir da alteracao local da res-
posta, afetando o comportamento global, com as constantes de controle da deformacao
fixadas. Um trabalho futuro seria encontrar uma abordagem que corrigisse o desloca-

mento indesejado sem alteracao da forma.

Através dos bons resultados das simulagdes, mostramos o grande potencial do
modelo, como um primeiro passo de formulagdo de uma proposta alternativa de modela-
mento de superficie deformavel. Mostramos diferentes simula¢gdes com bons resultados
de controle das deformacoes, de diferente grau de rigidez, enfatizando o caso do controle
de mudanca de curvatura. O controle de mudanca de curvatura € um dos problemas
nos modelos de sistemas de particulas mais especificamente, variacées nas direcoes
perpendiculares as direcoes das forcas aplicadas. Também foram mostrados resulta-
dos condizentes com o comportamento do mundo real para diferentes resisténcias. Em
outras palavras, consideramos os resultados visuais de dobras e caimento de tecidos
como similares aos resultados reais. Além disso, com base no nosso censo comum, 0s

controles obtidos nos dao resultados esperados.

Para trabalhos futuros propomos aplicacbées mais aprimoradas do que as que
foram apresentadas nesta tese. Propomos também a inclusao de um algoritmo eficiente

para a deteccao de auto-colisoes e colisoes entre objetos.

Devido as dificuldades de abordagem de alguns elementos nao definidos sobre a
fronteira no método das diferencas finitas bem como das correspondentes dificuldades e
desequilibrio, consideramos que o uso do método dos elementos finitos poderia corrigir
estas dificuldades. O tempo de processamento e grande espaco de memoria requisitados
pelo método dos elementos finitos dificultam o seu uso. Para a questdao de memoria, a
inclusao no algoritmo do tratamento do mesmo com matrizes esparsas poderia resolver.
A questao de tempo € mais delicada. Um primeiro tratamento seria evitar os calculos
desnecessarios. Uma outra saida seria a utilizacao de alguma técnica que possibilitasse
o desacoplamento das equacées, tornando a matriz do sistema diagonal. Ja existem
técnicas de desacoplamento, utilizadas em propostas de elementos finitos, como andlise

modais e decomposicdo espectral de Lanczos [7].
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Poderiamos também utilizar matrizes esparsas para a questao de custo computa-
cional de memoria no método das diferencas finitas. Para o problema de custo com-
putacional de tempo, conjecturamos que poderiamos adaptar uma das técnicas de de-
sacoplamento utilizadas no método dos elementos finitos. A longo prazo, para a questao
de custo computacional de tempo, tanto no método das difrengas finitas como no método
dos elementos finitos, apostamos no avanco tecnologico que certamente amenizara este
problema. Ja temos maquinas de processamento velozes, e a cada ano nos surpreende-
mos com a velocidade de processamento e de acesso aos dados dos PC’s que o mercado

tecnologico poe ao dispor do consumidor.
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Apéndice A

Exemplos de Tensores

1. As coordenadas u* de um sistema de coordenadas curvilineas do espaco euclidiano
tridimensional nao é nem tensor contravariante e nem covariante, sendo a posicao

do indice usada de acordo com a conveniéncia, acima ou embaixo.

2. As diferenciais du’ do sistema de coordenadas acima transformam-se de acordo
com a lei de tensores contravariantes, como ja foi visto anteriormente. Logo, du® é

um tensor contravariante de ordem 1.

3. As componentes v; € v* de um vetor V com relacdo aos vetores de base reciprocos
contravariantes e vetores de base covariantes sdo exemplos de tensores covari-

antes e contravariantes de ordem 1, respectivamente.

4. Seja R(u',u?,u?) o vetor posicao de um ponto do espaco euclidiano tridimensional.

gﬁ gﬁ, transforma-se de acordo com a lei de tensores covariantes

de ordem 2, isto €, fazendo uso de (2.10)

A meétrica, g;; =

_ _ ouk oul 3 ouk oul
9ij =9;-9; = Wﬁ(gk g1) = 5% o Ik (A.1)
k=1 k=1

Logo, g;; € um tensor covariante de ordem 2.

5. O conjugado ¢/ = g* - g do tensor métrico do exemplo anterior ¢ um exemplo de

um tensor contravariante de ordem 2, pois, usando (2.12) obtém-se

ou* 0w’
g7 = g*. A2
kzl:1 uk oul? (A.2)
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6. Os simbolos de Christoffel do segundo tipo yfj nao sao tensores, pois, quando

mudamos de um sistema de coordenadas u’ para outro sistema %’ eles se trans-

formam pela lei

3 3 _
ouk u™ u™ %ul Ouk
_k l
= Z 5 (A.3)

- Bul out oud Ymn + aiou Oul’
m,n,.—

nao obedecendo assim a regra de tensores, devido ao segundo termo do lado direito
da igualdade. Observe que quando as transformacoes de coordenadas sao afins,

a regra de tensores de ordem 3 € obedecida.

Discutiremos neste item, os sistemas de coordenadas cartesianas, cilindricas e
esféricas sem entrar nos detalhes tedricos matematico sobre os dominios de vali-
dacoes dos sistemas nem quando as transformacdes sao admissiveis. Sejam z, y
e z as coordenadas cartesianas ortogonais, u’ as coordenadas cilindricas e @’ as

coordenadas esféricas relacionadas pelas transformacoes (Figura A.1)

z = u'cosu? ul = V2 +y?

T:{ y = ulsenu? p, T ':{ w2 = tg~' (%) ) (A.4)
z = u3 b = 2,
S Y SR R
z = u'senu’cosu® o= YTtz
A/ 2 2
G:{ y = u'senu’senu® }, G1:{ @2 = tg! (%ﬂj) , (A.D)
_ 1 =2 - v
= i cost B = tg 1 (¥)
e
ut = (u')? + (u?)? ut = |ulsenu?|
H:{ @2 = g ('33‘) . OH U 2 = g3 . (A.6)
@B = u2 u? = alcosu?

Os vetores de base covariantes e base reciprocos contravariantes do espaco eu-
clidiano tridimensional no sistema de coordenadas cartesianas sao os vetores

ortonormais canonicos, isto €,
e1=e'=(1,0,0), e;=€>=(0,1,0) e e3=e>=(0,0,1). A.7)
No sistema de coordenadas cilindricas, os vetores de base covariantes sao

g, = (cosu? senu?,0),
g, = (—u'senu® u'cosu?,0),

gs; = (anal)a (AS)



APENDICE A 141

N
1l
U =1

Figura A.1: Sistemas de coordenadas cartesianas, cilindricas e esféricas.

enquanto no sistema de coordenadas esféricas os vetores sao

g, = (cosu’cosu?,senu’cosu®, senu?),
g, = (—ulsenu®cosu® ulcosu®cosu®,0),
g3 = (—utcosu?senu®, —u'senu®senu?, ulcosu®). (A.9)

Com o uso das transformacées de coordenadas acima e da relagcdo de mudanca
(2.10) podemos obter os vetores de base num sistema de coordenadas tendo os
mesmos no outro sistema de coordenadas. A mudancga do sistema de coordenadas
cartesianas ortogonais para o sistema de coordenadas cilindricas ou esférica ¢é

imediata, por exemplo,

= 8xe + Bye + 02 e3 = cosu’e; + senu’ey + Oe
g = Ul T 5 I T 5 =T 1 2 33
_ oz 4 Oy n 0z
= —e —e —e
g1 dul ' oul 2 ol ?
= cosu2003u3e1 + senu2003u3e2 + senu?’eg. (A.10)

As componentes do tensor métrico e métrico reciproco do espaco no sistema de

coordenadas cartesianas sao

ei=¢€"=1, e;j=€’=0 para i#j,
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no sistema de coordenadas cilindricas sao

1
gn = gl=g=¢"=1, gn= ke (u')?

9i; = g7=0 para i#j,

e no sistema de coordenadas esféricas sao

_ _ _ 1 _ _

gu = g''=1, gp= g@ = (U1003U3)2a

_ 1 _ i S
g = o= (@)% g =9¢"=0 para i#j,

Com as transformacées T e T~ ! (Eq. A.4) podemos transformar as componentes
de um tensor covariante, contravariante ou misto dado no sistema cartesiano para
o sistema cilindrico, e vice-versa. Com as transformacoes G e G~! (Eq. A.5)
podemos transformar as componentes de um tensor covariante, contravariante
ou misto dado no sistema cartesiano para o sistema esférico, e vice-versa. E com
as transformacoes H e H~! (Eq. A.6) podemos transformar as componentes de
um tensor covariante, contravariante ou misto dado no sistema cilindrico para o

sistema esférico, e vice-versa.
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Taxas de Variacoes e Equacoes Locais de
Equilibrio

A velocidade de um ponto de S e a velocidade diretora neste ponto sao dadas por
v=r, w=d, (B.1)

onde o ponto sobreposto denota a diferenciacao com respeito ao tempo carregando as

coordenadas convecionadas fixas. Considere
v= E v'a; = g v;a’. (B.2)
i i

Utilizando o fato das curvas coordenadas sobre S serem convecionadas!, obtemos a taxa
de variacao dos vetores de base com relacao ao tempo, pela relagao
Qo =T = (") o="7a, (B.3)

onde, utilizando as eqgs. (B.2), (2.55), (2.45)3 e (2.75)2, obteremos

Vo= Z(vi,aai + viafa) = Z(Uﬂ|a — bga)a? + (V3,0 + Z blvs)as, (B.4)
i B B
com
vgla = Vg0 — Z Fgav)\. (B.5)
A

Para calcular a taxa de variacdo do vetor normal com relacdo ao tempo, utilize as egs.

(2.45)1 2, junto com as eqs. (B.3) e (B.4), para obter

a3 Qo =3 Gy =30+ Y blug, (B.6)
B

!As curvas coordenadas sao ditas convecionadas quando o parametro de superficie constante e o
parametro de superficie variavel que a define inicialmente ndo mudam com relacdo ao tempo, isto é, sao
fixos com relagao ao tempo.
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e, em seguida, utilize a eq. (2.45); para ver que a3 L a3, € concluir que
a3 = (vsa + Y blvg)a®. (B.7)
B

Calcularemos agora a parte simétrica e anti-simétrica das componentes de a; na base

af. Se

ai =Y cna®, cpi=a;-ay (B.8)
k
entao, a parte simétrica sera
1 1, ) 1d 1,
Iri = 5(chi + cin) = 5(ai - a + @y - ai) = 5 (i - ax) = Sk, (B.9)
€ a parte anti-simétrica
1 1. .

Thi = 5 (Cki — Cin) = 5(@i - ag — @y - ai). (B.10)

Usando as egs. (B.3), (B.4) e (B.9), junto com as egs. (2.45); 2, teremos
21904,5 = Ua|g + Uﬂ|a — Qbagvg, Doz = V3o = 33 = 0, (B.11)
e fazendo uso das egs. (B.10), (B.7), (B.4) e (B.9), teremos

27Taﬂ = Ua|5 — ’Uﬂ|a, Ta3 — —T3q — —(’U3,a + Zbgvg), m33 = 0. (B12)
B

As componentes 9,5 € 1,3 sao0 tensores de superficie covariantes de ordem 2 referidos

como tensores de taxa de deformacao e de giro (spin) de superficie, respectivamente.

Obteremos agora a relacao entre as taxas de variacdoes dos tensores meétrico e
métrico reciproco com relagdo ao tempo, para uso no calculo da taxa de variacdo dos

vetores de base reciprocos. Derivando a eq. (2.37) com relacdo ao tempo, teremos
Z da)‘a)\/j = — Z aa)‘d)\g.
A A

Em seguida, multiplicando a equacio acima por a’*, somando em yx e usando a eq. (2.37)

Z da)‘ég =— Z aa)‘aﬁ“dw,
A Al

obteremos

concluindo assim
a®f — _ Z a®aPrayg. (B.13)
Al
Dessa forma, com o uso de

a; = Z('ﬁki + mi)a®, (B.14)
P
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e das eqgs. (2.39), (B.11) a (B.13), obteremos

a® = Y a®(mp — Ip)a”,
koA

ils = dgz E 7rk3ak.
k

(B.15)

A seguir, apresentaremos alguns resultados cinematicos em termos do vetor di-

retor d e suas derivadas.

Com o uso das eqgs. (4.8) e (B.15), a velocidade diretora w pode ser escrita na

forma

w = Z(dzaZ + dia Zd a' + Z d)\a (Tka — Vka)@ kg Zd37rk3ak.
k

% Ao,k

Usando a regra de elevacao de indices
d* =) dra'?,
A
e o fato que d3 = d®, em (B.16), chegaremos a relacao

w = 2:(61lzaZ + diizi) = Zdiai + Z dimia® — Z d*Yyqa”.
i i,k a,k

i
Denotando

I = Zd.iai, Yo = — Z'ﬁkaaka
i k

escrevemos a eq. (B.18) na forma
w=T+ Z diﬂ'kiak + Zda’ﬂa.
ik o

A derivada parcial do diretor d pode ser escrita como

do =) Xiea' =) XN,a;,
i i

com

Como

Z d5|a—ba5d3 ﬁ-i— d3a+Zb’3dﬁ as,
B B

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)
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teremos

Mo = dgla —bagds, Msa=dsa+ Y bldg,
B

Moo= 3 a6, XL =, (B.24)
Y

onde )\_ﬂa = ,\62 €é um tensor de superficie misto de ordem 2, isto €, contravariante de
ordem 1 e covariante de ordem 1, enquanto A3, é um tensor de superficie covariante de

ordem 1. Também, utilizando (B.20), a derivada parcial da velocidade diretora sera

W = do =Ty + Z M mriak 4 Z /\f_garﬂ/j (B.25)
ik 8
ou
wo=) [xka + 3 Ni(ms — Oks) + )‘.3a7fk3] a”, (B.26)
k B
onde
Xia =Tq - a;, (B.27)

com vetor covariante I',, com respeito as coordenadas de superficie, correspondendo a

medida de taxa de deformacao que surge do gradiente da velocidade diretora.

Se uo € p sao as densidades de massa por unidade de area no estado inicial e

corrente, entdo, a lei de conservacao de massa local (4.28) estabelece

o = Ju. (B.28)

Derivando esta equacao com respeito ao tempo, obteremos

J
o+ jp =0. (B.29)
Fazendo
a 1
§ : _ _ § : B -
'193 = % = 5 - G,a G/aﬂ (BSO)
[e% a,

e observando que _
j= Ly
teremos
J=> 0% (B.31)
a

Usando a eq. (B.31) na eq. (B.29) obteremos

S92 =0, (B.32)
87
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Utilizando (B.30), (B.9) e (B.11), teremos

D 05 => (1o — b3vs). (B.33)

Assim, por (B.33), a eq. (B.32) podera ser reescrita como
it p Y (v%a — bvs) = 0. (B.34)
o

A equacao (B.34) é chamada, por Green et al. [42], de equacao de conservacao de massa
e chamada por Naghdi [64], de equacdo de continuidade. Ela sera tutil para a obtencao

da equacao do movimento.

Segue outro resultado utilizado na secao 4.3.3. Se
dw = adu'du?, (B.35)
€ o elemento de area, entao, sua taxa de variacdao no tempo sera

dw = quldu = Zz?“dw = Z (v%]a — b2vs)dw. (B.36)

As taxas de variacdes das medidas de deformacao (4.11) sao

ap = Vo  Fia = Niay ¥i = di. (B.37)

Faremos agora as deducoes das equacoes de equilibrio a partir dos principios de

equilibrio ou leis de conservacao.

Iniciaremos com a equacao local de equilibrio de quantidade de movimento linear.
Desenvolvendo a derivada na eq. (4.29) e usando a equacgado de continuidade (B.34),
obteremos

/(;u') — pF)dw — /Ndc =0, onde ¢c= 0w, (B.38)
w c

que € a forma integral do movimento.

Se n® é o vetor forca fisico sobre a curva coordenada, entao, aplicando a eq.
(B.38) a um triangulo curvilineo e fazendo sua area tender a zero (fazendo o ponto de

intersecao das curvas coordenadas se aproximar da terceira curva), teremos
N =" /(a*)van® =Y v, N, (B.39)
o o

onde N® = /(a®*)n® é o vetor forca de curva contravariante com respeito as coorde-
nadas de superficie, que atua sobre as curvas coordenadas. A relacao (B.39) € conhecido

como postulado de Cauchy.
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Usando a relacao (B.39) e aplicando o teorema de Stokes (Apéndice C) a integral
de linha em (B.38) tém-se

/w[(‘“.’_“F) —Z%(\/ENO‘) ]dwzo. (B.40)

e i

Fazendo uso das egs. (2.53) e (C.9), (B.40) torna-se

/w [(w’r - uF> - %:Nﬂa] dw = 0. (B.41)

Como w € arbitrario em (B.41), concluimos que
pF +) N, = p, (B.42)
«
que € a equacao local de equilibrio de quantidade de movimento linear. Esta equacao

nos leva ao calculo dos pontos da superficie em cada instante de tempo t¢.

Iremos agora deduzir as equacdes locais de equilibrio de quantidade de movi-
mento diretor e momento de quantidade de movimento (ou equilibrio de momento angu-

lar).

O vetor forca-diretora M tem a mesma propriedade de N (eq. B.39), isto &, ele

depende do vetor normal unitario v a curva ¢ = dw. Entao, por argumento analogo,
M = Z vV (a*)yem® = Z Ve M, (B.43)
(6] [¢]

onde m® é o vetor forca-curva diretor fisico que atua na curva coordenada e M¢ =
v/ (a**)m® vetor forca de curva diretor que se transformam segundo a regra contravari-
ante para transformacao de coordenadas de superficie. Em [64], ¢ admitida a existéncia
de um campo vetorial m que, em contraste com IN e M, nao depende de v. Este vetor

m € chamado de vetor diretor conjugado intrinsico (ou superficie).

Agora, desenvolvendo a derivada do lado esquerdo? da eq. (4.30), utilizando as
egs. (B.43), (B.36) e (B.32), obteremos

/ ppvdw = / (uL - m) dw + / 3 vaMOde. (B.44)
w w C a

Aplicando o teorema de Stokes a integral de linha em (B.44), encontraremos

/ ppavdw = / (uL —m+y Ma|a>dw. (B.45)

*Lembre-se que p nio depende do tempo
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Logo, como w € uma area arbitraria, isto €, a eq. (B.45) € valida para toda area w, obtemos

a equacao do momento diretor

m=pl+) M, (B.46)
[0

onde L é a diferenca da forca diretora L, por unidade de massa, e a forca inercial devido
ao deslocamento diretor d, isto €, L = L — pw, onde p, chamado de coeficiente de inércia
diretor, que depende apenas das coordenadas de superficie u*. Esta equacao possibilita

a atualizacao do vetor diretor em cada instante de tempo ¢.

Para a deducao da equacao local de equilibrio do momento da quantidade de
movimento, partimos do principio de equilibrio (ou lei de conservacao) do momento de
quantidade de movimento (4.31). Desenvolvendo a derivada do lado esquerdo da eq.
(4.31) e utilizando as egs. (B.36) e (B.32), obteremos

%/u(rxv—l—dxpw)dw:/
w

w

u(r X +d x p’lb) dw. (B.47)

Usando as eqs. (4.16) e (B.43), e aplicando o teorema de Stokes as integrais de linha,

encontraremos

/rdec:/Z(rxNa|a—l—aaxN“)dw,
[+ w

(67

/d x Mdc = / > (dx MOy +d x M®)dw. (B.48)
C w a

Entao, substituindo (eq. B.47) e (eq. B.48) em (eq. 4.31) e usando (eq. 4.32), (eq. B.46)
e o fato de w ser arbitraria, chegaremos a equacao local de equilibrio do momento da

quantidade de movimento
> (a0 x N +dax M) +dxm=0. (B.49)
o

Esta equacao contribui para o calculo da componente normal do vetor forca de curva
N<.
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Apéndice C

Aplicacao do Teorema de Stokes

Apresentaremos o teorema de Stokes, em coordenadas curvilineas, que relaciona
a integral de linha sobre a borda de uma superficie com a integral de superficie sobre a

superficie. Em seguida, aplicaremos o mesmo a integral de linha na equacao (B.38).

Considere uma superficie suave w mergulhada no ®3. Sejam ¥ = ) Y%a, um
campo vetorial suave e f : w — R uma funcao real suave definida sobre w. Seja v =

Y o Va@® 0 normal unitario exterior ao bordo dw da superficie w. Entéao,

/w[(Zf,aaa) .Y]dw—k/wfdiv(Y)dw:/&df(y.y*)ds’ C.1)

onde dw e ds sdo os elementos de area e de linha de w e de dw!, respectivamente, com
div(Y) = —— D (ﬁya) =3 Y. (C.2)
\/E e “ e

Observe que quando a funcao real f € constante e igual a 1 a relacdo (eq. C.1)

/wdz'fu(Y)dw - /8w (V-Y)ds (C.3)

torna-se

como é mais conhecida.

Neste momento mostraremos a relacao

(6% _ 1 (6%
5 Nds:/a Y vaN ds_/wza:%(\/&N ),adw. (C.4)

W oo

Primeiro, considere o vetor posicao de um ponto da superficie representado por

r(u',u?) = Y, z'€’, onde €’ € a base canonica do R3. Estabeleceremos a seguinte igual-

!No capitulo 4 utilizamos 0w = ¢ e ds = dec.
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dade
Nds = / Z (Nzﬂa/j . u)aids (C.5)
ow

ow 'L,ﬂ
e aplicaremos o teorema de Stokes (eq. C.1) para os termos tangentes do lado direito da

mesma. Isto €, aplicando o teorema de Stokes as componentes do vetor
/ Z (N)"Bag . u) a)ds = / Z (N)"Bag . u):ci)\eids (C.6)
ow 5 ow Z,ﬂ ’

obteremos

. . 1 .
/ Z (N’\ﬂa,g . V)mf)‘eids = / Z [a:f/\aN’\a +— (\/EN)‘O‘) a:fa] e;dw
Ow iB w'ia \/a a

1 .
5L (vavss) e
ws Q " a
i,
1 .
= / — (\/EN)\QZEZ/\eZ') dw
ws a ’ ,Q
i,
1
_ / —=(VaN*eay) do, (C.7)
w a ,Q

ondeY =3 ;N Mage f= xz)\ O termo normal segue de forma analoga.

Dessa forma,

/awzyaNads:/w;\/ia(ﬁNa)ﬂdw_ c8)

(6]

Por outro lado, pelas eqgs. (2.53) e (2.77)
Y (VaN®) o =va) (N%+> THN®) =va) (N%+ > T§N?) =a) N%,, (C.9)
« «a A a B «

onde N“|, é a derivada covariante de um vetor contravariante.

Logo,

/ ZuaNo‘ds:/ZN“|adw. (C.10)
o] w g

W o
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Apéndice D

Componentes das Forcas internas Versus
Energia Interna Armazenada

Considerando w uma area arbitraria da superficie S, com fronteira dw correspon-
dendo a curva ¢, E a entropia por unidade de massa, T' (I' > 0) a temperatura, hcstogue O
estoque de calor por unidade de massa € h fj,4, 0 fluxo de calor através de ¢ por unidade

de comprimento, € estabelecida uma desigualdade de producao de entropia na forma

. h h
/uEdw—/umdw—l—/Mdc)O. (D.1)
w w T C T
Se h?luw , € 0 fluxo de calor através da curva coordenada u® entdo teremos
hflu:co = Z VoV aaah?lu;w = Z Vaqaa (D.2)
(67 [0

onde v, € a componente covariante do vetor normal unitario exterior v a curva c e

¢® = Va*h,,- (D.3)
o

Usando (D.2) em (D.1) e aplicando o teorema de Stokes (apéndice C) a integral de

linha, obteremos
) aT
NTE - Mhestoque + Z qa|a - Z qT,a 2 Oa (D4)
o (67

desde que a desigualde (D.1) € validade para toda area w de S.

Por outro lado, Green et al. [42] obtiveram a seguinte equacao energia

Nhestoque - an|a - ,U«(TE + TE) — ,U«.A-f— ZN’Baéaﬂ + ZMﬂakﬂa =0 (D.5)
a a,,B ahB
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onde, para escrever esta equacao, usamos o fato de d = a’ = a3 e as relacoes (B.37).

Dessa forma, fazendo uso da eq. (D.4) e da desigualdade (D.5), teremos

(67

. . , T

—HTE — pA+ Y NPes+ 3" MPga = T22 > 0. (D.6)
a,f a,f3 o

Usando os mesmos argumentos utilizados por Coleman e Noll [18], Green et al

concluiram da desigualdade (D.6) que

/ 1 0A oA 1 0A oA
N/Ba — _ MOC,B = — D.7
2“(6%;; + 85/3&)’ 2”(8/&7045 + a‘i)ga), ( )
com também
=24, =) ¢*Ta >0 (D.8)
- or a S '

onde estamos considerando d = a® = a3 e a simetria de €af € Kag-
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Componentes do Vetor Forca-Curva

Neste apéndice deduziremos as equacoes das quais calculamos as componentes

N*@ do vetor forca de curva N¢.

Considere o potencial mecanico
P=Y"N®v,+m* w+M* w, (E.1)
«

1
Vaoe
tridimensional de mecanica de continuo. Sob movimentos de corpo rigido superpostos

onde m® = M*. O potencial P corresponde ao potencial de esforco (stress) na teoria

no tempo t encontra-se P na forma invariante
P=) N®.9,+m* T+ M* T, (E.2)
o7

com

N'e=Y"N*—d*m® - X3 M". (E.3)
a Y

Veja o apéndice B para obter detalhes sobre ¥,, I' e I',. Em (E.2), use (B.19) e (B.27) e

reescreva

P= ZN’aﬂﬁaﬂ —i—Zmzdz -I-ZMia/.\i,a, (E.4)
op i i
onde
N'oB = N'Bo = NP —magf — " MO (E.5)
v

E possivel mostrar que

N'ob — (N’a .aP + N'B. aa) . (E.6)

N | =
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A simetria em (E.5) € equivalente a

> esa (Nﬂa +mPd* +) Mﬂuf;> =0, (E.7)

a,f Y

obtida a partir da eq. (4.36), onde
Ggg =0 e €19 = —€91 = \/C_l (ES)
Da eq. (4.36) obtemos ainda

N3+ (mPd* —m®d®) + > (MY X% — M*PX%) = 0. (E.9)
B

Como foi visto no apéndice D, equacao (D.5), o potencial mecanico (E.4) satisfaz
a equacao energia
—u./l-I-P:O, (E.10)

onde desprezamos os termos relacionados ao estoque e fluxo de calor, com .4 correspon-

dendo a energia interna da superficie.

Considerando o vetor diretor d = a®, as componentes do mesmo serao
D,=0, D3=1, d,=0, d3=1. (E.11)

Assim, por (4.11)3, a medida cinematica v; sera nula. Usando as egs. (B.24); o, tém-se

Aap = —bag, A3 =0. (E.12)
De forma analoga,
Aap = —Bapg, Aszp=0. (E.13)
Logo, por (4.11)9,
kap = —(bap — Bag), k3g =0. (E.14)

Usando as egs. (B.24)34, (E.12) e (2.58) na equacao (E.9) obtém-se

N3 =m® 43" M. (E.15)
8

Fazendo o produto interno de m = ), m“®a, com a? e utilizando a eq. (4.34) teremos

m’ = o m = p(a” - I)+ Y l(a” - Mo — (@ |- M),
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que através de (4.19) e (2.75) se torna em

mP = " (MP* — b M) + uLP. (E.16)

a

Assim, reescrevemos a eq. (E.15) como

N3 =3 " M*P|g+ uL*. (E.17)
B

Para obter N'#% use as egs. (B.24)34, (E.12) e (2.58) na eq. (E.5). Assim,

‘B _ B g
NP = NP £ N "l M. (E.18)
v

A equacao de energia (E.10) torna-se

—pA+ Y (NP0 + MPyp) =0, (E.19)
ap

onde éa/g = C'Laﬂ € fs:aﬂ = —i)ag.
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Apéndice F

Integracdao Numérica

Para integracdo numeérica da qual o integrando pode ser aproximado por poli-
nomios de qualquer grau, as férmulas de Newton-Cotes, caracterizadas por pontos de
integracao igualmente espacados no intervalo de integracao (a,b), tem como férmulas

particulares:

1. Foérmula dos trapézios (polinéomio de grau 1)
[ r@de = Sirteo) + s

onde a = 9, b =z € h = z1 — xp, com erro igual a —’f—éf”(,@), para algum g € (a,b).
Subdividindo o intervalo (a,b) num numero de n pontos melhoramos a estimativa
da integracao numeérica, isto €, se a = 9 < 71 < -+ < Tp_2 < Tp_1 = b, com

z; = z;—1 + h, a aproximacao da integral sera dada por

a n—2
| f@de =5 3w + fa) F.1)
=0

Esta formula pode ser usada tanto para um numero n par de pontos quanto para

um numero impar de pontos.

2. Formula de Simpson (polinémio de grau 2)

/ Fla)de = 21 (zo) +4F (er) + f(22),

onde a = 79, T1 = @ 9 = beh = %i@ com erro igual a —g—gf(4)(ﬂ), para

algum S € (a,b). Observe pela expressao do erro que esta aproximacao € melhor

que a aproximacao feita pela formula dos trapézios. Observe também que, para
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um integrando igual a uma funcao polinomial de grau menor ou igual a 3, o resul-
tado é exato pois f((8) = 0, enquanto pela formula dos trapézios isto acontecera
apenas para polinomios de grau menor ou igual a 1. Porém, pelo fato de serem
necessarios 3 pontos para determinar o polinémio de grau 2, a formula de Simp-
son requer um numero impar de pontos para subdivisao do intervalo. Assim, para
n Impar teremos

-3

/:Of(a;)dx _ /I:Of(w)dw+/gcj2f(x)dx+---+/zjn f(z)dz

1

n—3

Y 2l @) +4f (@ir1) + f(iv2))- (F.2)

1=0

Q



161

Referéncias Bibliograficas

(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

6]

[7]

(8]

(9]

T. Agui, Y. Nagao, and M. Nakajma. An expression method of cylindrical cloth
objects — an expression of folds of a sleeve using computer graphics. Trans. Soc. of
Electronics, Information and Communications, J73-D-I1(7):1095-1097, 1990.

A. E. Assan. Método dos elementos finitos: Primeiros Passos. Editora da Unicamp,
1999.

C. K. Au, Z. Wu, and M. M. F. Yuen. Effect of fabric properties on cloth draping
modeling. In Proceedings IEEE Conf. on Geometric Modeling and Processing 2000,
pages 69-76, Hong Kong, 2000.

D. Baraff and A. Witkin. Large steps in cloth simulation. In Proceedings of SIG-
GRAPH '98, pages 43-54, 1998.

D. Baraff and A. Witkin. Physically based modeling. In SIGGRAPH 2001, Course
Notes, 2001.

A. Barr. Global and local deformations of solid primitives. In Proceedings of SIG-
GRAPH’84, volume 18, pages 21-29, 1984.

C. Basdogan. Real-time simulation of dynamically deformable finite element models
using modal analysis and spectral lanczos decomposition methods. In Proceedings
of the Medicine Meets Virtual Reality (MMVR "2001) Conference, 2001.

D. E. Breen, D. H. House, and P. H. Getto. A physically-based particle model of
woven cloth. The Visual Computer, 8:264-277, 1992.

D. E. Breen, D. H. House, and M. J. Wozny. A particle-based model for simulating
the draping behavior of woven cloth. Textile Research Journal, 64(11):663-685,
1994.



162 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[10] D. E. Breen, D. H. House, and M. J. Wozny. Predicting the drape of woven cloth
using interacting particles. Computer Graphics (SIGGRAPH Proc.), pages 365-372,
1994.

[11] R. Bridson, S. Marino, and R. Fedkiw. Simulation of clothing with folds and wrin-
kles. In D. Breen and M. Lin, editors, Proceedings of ACM SIGGRAPH / Eurographics

Symposium on Computer Animation, 2003.

[12] M. Carignan, Y. Yang, N. M. Thalmann, and D. Thalmann. Dressing animated
synthetic actors with complex deformable clothes. Computer Graphics, 26(2):99-
104, July 1992.

[13] M. P. do Carmo. Differential Geometry of Curves and Surfaces. Prentice-Hall, New
Jersey, 1976.

[14] J. Chadwick, D. Haumann, and R. Parent. Layered construction for deformable
animated characters. In Proceedings of SIGGRAPH '89, pages 243-252, 1989.

[15] B. Chen and M. Govindaraj. A physically based model of fabric drape using flexible
shell theory. Textile Research Journal, 65(6):324-330, 1995.

[16] K. dJ. Choi and H. S. Ko. Stable but responsive cloth. ACM Transactions on Graphics
(SIGGRAPH Proc.), 21:604-611, 2002.

[17] J. Christensen, J. Marks, and J.T. Ngo. Automatic motion synthesis for 3d mass-
spring models. The Visual Computer, 13:13-20, 1997.

[18] B. D. Coleman and W. Noll. The thermodynamics of elastic materials with heat
conduction and viscosity. Arch. Rational Mech. Anal., 13:167-178, 1963.

[19] J. R. Collier, B. J. Collier, G. O'Toole, and S. M. Sargand. Drape prediction by means
of finite-element analysis. J. of the Textile Institute, 82(1):96-107, 1991.

[20] S. Coquillart. Extend free-form deformation: A sculpturing tool for 3d geometric
modeling. Computer & Graphics, 24(4):187-196, August 1990.

[21] S. Coquillart and P. Jancine. Animated free-form-deformation: An interactive ani-
mation technique. Computer Graphics, 25(4):23-26, July 1991.

[22] F. Cordier and N. M. Thalmann. Real-time animation of dressed virtual humans. In
EUROGRAPHICS 2002, 21(3):327-335, 2002.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 163

[23] E. Cosserat and F. Cosserat. Théorie des Corps Déformables, volume
Paris=Appendix, pages 953-1173. of Chwolson’s Traité de Physique, Paris, 2nd
edition, 1909.

[24] M. C. C. Cunha. Métodos numéricos. Editora da Unicamp, 2000.

[25] V. F. de Melo and S. T. Wu. Estado-da-arte de modelos defor-
maveis. Technical report, DCA-FEEC-UNICAMP, Dezembro 2002.
http://www.dca.fee.unicamp.br/research/docs/techrep/2002.

26 V. F. de Melo and S. T. Wu. Deformacdes de  superfi-
cies. Technical report, DCA-FEEC-UNICAMP, Dezembro  2003.
http://www.dca.fee.unicamp.br/research/docs/techrep/2003.

[27] G. Debunne, M. Desbrun, A. Barr, and M.P. Cani. Interactive multiresolution ani-
mation of deformable models. In Springer-Verlag, editor, Proceedings Workshop on

Computer Animation and Simulation '99, 1999.

[28] G. Debunne, M. Desbrun, M. P. Cani, and A. Barr. Adaptive simulation of soft
bodies in real-time. In Computer Animation 2000, May 2000. Annual Conference
Series, IEEE Press.

[29] S. Deng. Nonlinear Fabric Mechanics Including Material Nonlinearity, Contact, and
an Adaptive Global Solution Algorithm. PhD thesis, Mechanical and Aerospace En-
gineering Dept., North Carolina State Univ., Raleigh, N.C., 1994. Doctoral thesis.

[30] M. Desbrun, P. Schroder, and A. Barr. Interactive animation of structured de-

formable objects. In Proceedings of Graphics Interface, pages 1-8, June 1999.

[31] V. Dochev and T. Vassilev. Efficiente super-elasticity handling in mass-spring sys-
tems. In International Conference on Computer Systems and Technologies - Comp-
SysTech’2003, 2003.

[32] B. Eberhardt, O. Etzmug, and M. Hauth. Implicit-explicit schemes for fast anima-
tion with particle systems. In M. N. Thalman, D. Thalman, and B. Arnaldi, editors,
Proc. of Eurographics Workshop on Computer Animation and Simulation, pages 137-
154. Springer, 2000.

[33] B. Eberhardt, A. Weber, and W. Strafer. A fast, flexible, particle-system model for
cloth draping. IEEE Computer Graphics and Application, 16(5):52-60, Sept. 1996.



164 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[34] J. W. Eischen and R. Bigliani. Continuum versus particle representations. In Cloth
Modeling and Animation. A. K. Peter, 2000.

[35] J. W. Eischen, S. Deng, and T.G. Clapp. Finite-element modeling and control of
flexible fabric parts. IEEE Computer Graphics and Application, 16(5):71-80, Sept.
1996.

[36] J. L. Ericksen and C. Truesdell. Exact theory of stress and strain in rods and shells.
Arch. Rational Mech. Anal., 1:295-323, 1958.

[37] O. Etzmug, M. Hauth, M. Keckeisen, S. Kimmerle, J. Mezger, and M. Wacker. A
cloth modelling system for animated characters. In Proceedings Graphiktag, 2001.

[38] P. Faloutsos, M. van de Panne, and D. Terzopoulos. Dynamic free-form deforma-
tions for animation synthesis. IEEE Transactions on Visualization and Computer
Graphics, 3(3):201-214, 1997.

[39] C. Feynman. Modeling the appearance of cloth. Master’s thesis, Dept. of EECS,
Massachusetts Inst. of Technology, Cambridge, Mass., 1986.

[40] A. Fuhrmann, C. Grog, and V. Luckas. Interactive animation of cloth including self
collision. Journal of WSCG, 11(1), February 2003.

[41] S. F. F. Gibson and B. Mirtich. A survey of deformable modeling in computer graph-
ics. Technical report, MERL - A Mitsubishi Electric Research Laboratory, november
1997. Technical Report, http://www.merl.com (TR-97-19).

[42] A. E. Green, P.M. Naghdi, and W.L. Wainwright. A general theory of a cosserat
surface. Arch. Rat. Mech. An., 20:287-308, 1965.

[43] A. E. Green and W. Zerna. Theoretical Elasticity. Oxford University Press, 2nd
edition, 1968.

[44] E. Grispun, P. Krysl, and P. Schroder. Discrete shells. In ACM Symp. Comp. Anim.,
2008.

[45] M. Hauth and O. Etzmug. A high performance solver for the animation of de-
formable objects using advanced numerical methods. In Proceedings of EURO-
GRAPHICS * 2001, 2001.

[46] B. Hinds, J. McCartney, and G. Woods. Pattern developments of 3d surfaces. Com-
puter Aided Design, 23(8):583-592, 1991.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 165

[47] B. K. Hinds and J. MacCartney. Interactive garment design. Visual Computer, 6:53—
61, 1990.

[48] B. K. Hinds and J. MacCartney. Computer aided design garments using digitezed
3d surfaces. J. Engineering Manufacture: Part B, 206:199-206, 1992.

[49] D. H. House and D. E. Breen. Cloth Modeling and Animation. Natick, MA: A. K.
Peters, 2000.

[50] D. L. James and D. K. Pai. Artdefo - accurate real time deformable objects. In
Proceedings of SIGGRAPH 99, pages 65-72. Addison Wesley, August 1999.

[51] I. K. Jeong and I. H. Lee. A new 3d spring for deformable object animation. Euro-

graphics '03 - Interactive demos and Posters, pages 67-70, 2003.

[52] Y. M. Kang, J. H. Choi, H. G. Cho, and D. H. Lee. An efficient animation of wrinkled
cloth with approximate implicit integration. The Visual Computer, 17(3):147-157,
2001.

[53] S. Kawabata. The standardization and analysis of hand evaluation. The Textile

Machinery Society of Japan, 1980.

[54] J. Kim. Fabric Mechanics Analysis Using Large Deformation Orthotropic Shell Theory.
PhD thesis, Mechanical and Aerospace Engineering Dept., North Carolina State
Univ., Raleigh, N.C., 1991. Doctoral dissertation.

[55] E. Kreyszig. Differential Geometry. Dover Publications, New York, 1991.

[56] L. Lapidus and G. F. Pinder. Numerical Solution of Partial Dufferential Equations in
Science and Engineering. JOHN WILEY & SONS, 1982.

[57] F. Lazarus, S. Coquillart, and P. Jancéne. Interactive axial deformations. In IFIP
Working Conference on Geometric Modeling and Computer Graphics, pages 241-254,
1993.

[58] M. Aono M. A wrinkle propagation model for cloth. In Proc. 8th International Conf.
of the Computer Graphics Society on CG International ‘90, pages 95-115, 1990.

[59] R. MacCracken and K. Joy. Free-form deformations with lattices of arbitrary topol-
ogy. In Proceedings of SIGGRAPH’96, pages 181-188, 1996.

[60] T. McInerny and D. Terzopoulos. Deformable models in medical image analysis: a
survey. Medical Image Analysis, 1(2):91-108, 1996.



166 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[61] L. Moccozet and N. M. Thalmann. Dirchlet free-form deformations and their appli-

cation to hand simulation. Computer Animation, pages 93-102, 1997.

[62] J. Montagnat, H. Delingette, and N. Ayache. A review of deformable surfaces: Topol-
ogy, geometry and deformation. Preprint submitted to Elsevier Preprint, 15 may
2001.

[63] H. Mgllmann. Introduction to the Theory of Thin Shells. John Wiley & Sons Ltda,
1981.

[64] P. M. Naghdi. The Theory of Shells and Plates, volume VI a/2 - Mechanics of Solids
II of Handbuch der Physik, pages 425-640. Springer - Verlag, Berlin, 1972.

[65] L. P. Nedel and D. Thalmann. Real time muscle deformations using mass-spring

systems. In Proc. Computer Graphics International, pages 156-165, 1998.

[66] H. Ng and R. Grimsdale. Computer graphics techniques for modeling cloth. IEEE
Computer Graphics and Applications, 16(5):28-41, 1996.

[67] H. N. Ng and R. L. Grimsdale. Geof - a geometrical editior for fold formation. In
R. Chin et al., editor, Lecture Notes in Computer Science, 1024: Image Analysis
Applications and Computer Graphics, pages 124-131. Springer-Verlag, Berlin, 1995.

[68] H. N. Ng, R. L. Grimsdale, and W. G. Allen. A system for modelling and visualization
of cloth material. Computer & Graphics, 19(3):423-430, 1995.

[69] T. Ohta. Use of multiple representations for simulating cloth shapes and motions:
An overview. Journal Res. Develop., 39(5):523-530, september 1995.

[70] H. Okabe, H. Imaoka, T. Tomiha, and H. Niwaya. Three-dimensional apparel cad
system. Computer Graphic, 26(2):105-110, 1992.

[71] D. Parks and D. Forsyth. Improved integration for cloth simulation. In Proc. of

Eurographics. Eurographics Assoc., 2002. Computer Graphics Forum.

[72] J. Plath. Realistic modelling of textiles using interacting particle systems. Computer
& Graphics, 24:897-905, 2000.

[73] X. Provot. Deformation constraints in a mass-spring model to describe rigid cloth
behavior. In Proc. of Graphics Interface, pages 147-154, 1995.

[74] P. S. C. Ramos and S. T. Wu. Analyzing a deformable model using differential
geometry. In Proceedings of X SIBGRAPI. IEEE - Computer Society, 1997.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 167

[75] M. B. Rubin. Cosserat Theories: Shells, Rods and Points. Kluwer, 2000.

[76] Y. Sakaguchi, M. Minoh, and K. Ikeda. Party: Physical environment of artificial
reality for dress simulation (i) - a dynamically deformable model of dress. Trans.

Soc. of Electronics, Information and Communications, pages 25-32, Dec. 1991.

[77] T. W. Sederberg and S. Parry. Free-form deformation of solid geometric models.
Computer Graphics, 20(4):151-160, July 1986.

[78] J. C. Simo and D. D. Fox. On a stress resultant geometrically exact shell model.
part i: Formulation and optimal parameterization. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engeneering, 72:267-304, 1989.

[79] J. C. Simo and D. D. Fox. On a stress resultant geometrically exact shell model.
part ii: The linear theory; computational aspects. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engeneering, 73:53-92, 1989.

[80] J. C. Simo and D. D. Fox. On a stress resultant geometrically exact shell model.
part iii: Aspects of the nonlinear theory. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engeneering, 79:21-70, 1989.

[81] K. Sing and E. Fiume. Wires: A geometric deformation technique. Computer Graph-
ics, pages 405-414, 1998.

[82] K. Sing and E. Kokkevis. Skinning characters using surface-oriented free-form

deformations. In Proceedings Graphics Interface, pages 35-42, 2000.

[83] I. S. Sokolnikoff. Tensor Analysis. John Wiley & Sons, Inc., New York, London,
Sydney, 2nd edition, 1964.

[84] D. d. Struik. Lectures on Classical Differential Geometry. Addison-Wesley Publishing
Co., London, 1961.

[85] R. Szeliski and D. Tonnesen. Surface modeling with oriented particle system. Com-
puter Graphics, 26(2):185-194, July 1992.

[86] D. Terzopoulos and K. Fleischer. Deformable models. Visual Computer, 4:306-331,
1988.

[87] D. Terzopoulos, J. C. Platt, Alan H. Barr, and Kurt Fleischer. Elastically deformable
models. Computer Graphics, 21(4):205-214, July 1987.



168 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[88] T. Vassilev and B. Spanlang. Efficient cloth model for dressing animated virtual
people. In Proc. Learning to Behave Workshop, pages 89-100, Enschede the Nether-
lands, 2000.

[89] T. Vassilev, B. Spanlang, and Y. Chrysanthou. Fast cloth animation on walking

avatars. In Proceedings of Eurographics, volume 20, 2001.

[90] P. Volino and N. M. Thalmann. Virtual Clothing, Theory and Practice. Berlin:
Springer, 2000.

[91] P. Volino and N. M. Thalmann. Comparing effeciency of integration methods for
cloth simulation. In Proc. Computer Graphics International, pages 265-274, 2001.

[92] J. Weil. The synthesis of cloth objects. Computer Graphics, 20(4):49-54, 1986.

[93] Y. Wu, D. Thalmann, and N. M. Thalmann. Deformable surface using physically-
based particle systems. In Proceedings Computer Graphics International, pages 205-
216. Academic Press., 1995.



