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Resumo

Buscando a melhoria do desempenho do projetista e qualidade das curvas peradas,
propde-ge que seja inserida uma camada de abetracio e interface com o projetista - Inter-
face Faperta. Hata Interface Faperta permite que o projetista trabalhe no nivel seméintico
{geométrico ou subjetiva) das curvas, sem preocupar-se com o nivel sintdtico (valores de
parimetros de ajuste). Para tanto, conceitos geométricos como curvatura e evoluta sio uti-
lizados para propor uma nova spline - C-apline. Na modelagem da aubjetividade o8 conjuntos
nebulosns 340 a palavra chave.



Abstract

In searching for the improvement of the designer’s efficiency and the quality of the
generated curves, it is propoged to indroduce an interface between the usera and the underlying
gystem - a Fmart Layer. This layer allows that the designer works with the semantica of the
curves (geometric or imprecise) without worrying on its syntaxe (their parameter values). To
achieve it, we sugpest a new class of curves hased on peometric concepts such as curvature
and evolute. We name it as C-aplines. In order to model the subjectivity the fuvsy seta are

employed.
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F.1 Pontos de controle de uma curva de Bésder eibica que aatisfasem A Proposicio



Capitulo 1

Introducao

Encontrar uma curva adequada® que interpole uma dada seqiiéncia de pontos &€ um
doa problemas que vém desafiando o8 pescquisadores hid muito tempo. Métodos clissicna,
como Lagrange ¢ Newton, geram curvas descritas por polindmics cujo grau é dependente
do nimero de pontoa dados, Assim, quanto maior o mimero de pontos dados (e portanto
maior o grau do polindmio), mais oscilagies tendem a aparecer na curva [13]. A fim de evitar
tal problema, S3choenberg introdusiu em 19456 a téenica de interpolacio por splines [1, ).
Eata téenica nfio aproxima a curva por um fdnico polinémin de grav alto, ao contrario, ut-
liza um eonjunto de funches polinomiais de menor prau que satisfasem certas condicdes de
contimtidade. Dendre as diversas funches spline, aquelas cujos parimetros possuem alpum
significado geométrico, como splines cardinais, B-aplines, Béder aplines [9] e Beta aplines [2],
tém sido utilisadas em sistemas para modelagem genmétrica assistida por computador?. Isto
porque tais splines permitem manipulaches sobre a forma peoméirica das curvas, de maneira
mais direta. Encontram-se na literatura [2, 16, 18] diversas tentativas de caracterizar a in-
Huéneia de cada pardimetro de uma funcho spline sobre a forma da curva por ela representada.
Entretanto, infelivmente, a correapondéncia entre o8 valores assumidoa por esses parimetros
e uma dada curva desejada nio é biunivoca, fasendo com que seja dificil definir um alporitmo
capas de realizar modificactes nos valores destes parimetros para chegar 4 forma desejada.
Fata dificuldade € ainda maior quando se deseja gerar adaptativamente a8 curvas adequadas
por estes métodos.

0 conceito de adequabilidade de uma curva & uma nocio subjetiva. Para tornd-
lo computacionalmente processivel, tem-se adotado eatratégias de quantificacio, comoa, por

exemplo, a sugerida por 3u e Liu [19]. De acordo com estes autores, uma curva plana é dita

ldy ingles fnir
2do inglds Clompnter Aided Geomeatric Design




adequada se as sepuintes condicfes forem satisfeitas:

®* a curva apresenta continuidade GC? {coneeito de suavidade);
® a4 curva nio apresenta pontod de inflexfio indesej ados; e

® a curvatura desta curva waria de forma regular.

Dentro deste enfocue, as aolucdes propostas para determinar hoas curvas que aprox-
imem uma dada secgiiéncia de pontos consistem, hasicamente, em minimizar o nimero de
pontos extremos da curvatura, 0 que se congidera como adequabilidade da curva & de fato
expresso pela auavidade desta curva. () conceito aubjetivo de ® pondoa de inflexio indesej adoa™
€ expresgo como inexigténcia de pontos de inflexéio, enquanto a "regularidade da curvatura™ é
eXpresss como uma variacio praticamente linear da curvatura entre dois pontos consecutivos
dados. Tais solughes podem ser classificadas em duas cateporias, a saber: as que modificam
toda a seqiiéneia dada de pontos e as que modificam apensas parte desta seqgiiéncia de pontoa.
(3 métndos de quadrados minimos, enerpia e bounee 840 exemplos de métndos que modificam
toda a seqgiiéneia. 08 métodos de spline cardinal e curvatura disereta podem ser consideradns
como métodos de escolha de pontos a serem moditicados. Eatas classes de aoluches tém gido
utiliradas com sucesso nas inddstrias automobilistica, aeronfutica e niutica [9, 19]. Uma
terceira forma de interpolar suavemente uma sediiéneia de pontos seria levar em congideracio
a distrilbicho espacial dos pontos a serem interpolados, isto &, a parametrizacho da curva.
Entre as estratépiag de parametrizacio destacam-se as parametrizaches uniforme, cordal e
angular [14].

Entretanto, uma questio pode ser levantada: Por que uma curva adequada pressupde
auséneia de ondulaches, uma vews que a nocio de adequabilidade de uma curva é edremamente
subjetiva ¢ imprecisa’ Suponha que uma saqiéneia de pontos dispostna em «ig-xap & dada e
que o projetista deseja obter uma curva adequada passando por estes pontos. Jeria estranho
Ferar uma curva sem o padrio dp-zap. Entretanto, é o que a8 técnicas existentes normalmente
tendem a garantir, uma vex que tais técnicas nio provéem formas diretas que permitam a0
projetista adequar a funcio objetivo ans proprios requisitos. Mais ainda, a8 téenicas existentes
requerem uma certa configuracio na distribuicio espacial dos pontod dados para assepurar
resultadoa satisfatirios.

Iato motivou a procura de uma nova téenica interativa que pudesse perar, do ponto de
vigta do projetista, uma curva adequada que passe através de uma dada seqiiéncia de pontos,
nian importando quio estranho e ambipuo seja o conceito de adequahbilidade de curvas do tal



projetista. Em outras palavras, desejar-se-ia que pudesse ger incduido no emunciado clissico
do problema de interpolacio:

"Dada uma segiiéneia de N pontoa F_;,1 € & £ N determine uma curva
adequada”

o conceito de adequahilidade, de forma que a curva gerada seja proxima da intencio
do projetista, & nio necessariamente do conceito de adequahbilidade expresso apenas pelas
condiches de contorno.

Eate trabalho apresenta um eatudo exploratério de uma nowva eatratégia para modelar
0 conceito de adequabilidade. O problema de interpolaciio passa entio a ser formulado como:

"Dada uma seqgiiéncia de N pontog F_,1 < i < N com 0 respectivo greu
de edeguebifideds’ desejado de uma curva plana interpolante, ou seja, 5§ =
{{Po, bicnda) | (P, snave) .., (Pyvo1, Monda)), determine a curva que melhor
ge aproxime da intencio do projetista.”

Projetista l
Amaliscio de adequabilidade
(Fuzzyficacdio)
Inderface
"espena"

Esacolha do valor doa parimetros
{ Defusrylicacio)

Método de
geracho de curvas

Fipura 1.1: Introducio da Inderface ™ Eaperta™.

Uma proposta de solugio deste problema de interpolaciio é representada na Figura 1.1,
Nesta proposta torna-se desnecessario que o projetista conheca detalhes sobre quais valores
08 parimetrod das funcies de aplines devem assumir para obter determinado comportamento
em um trecho da curva gerada. Para tanto, & inserida, entre o projetista e o método de
geracho de curvas, uma camada de abstrachio chamada de Interface ™ Eaperta™. Tal interface

Serplicado no Capitulo 3.



procura, com a utilizacio do ferramental fornecido pelos conjuntos nebulosos, gerar valores
apropriados para oa parimetros a partir de caracterisaches, dadas pelo projetista, sobre o
comportamento desejado para segmentos da curva. Portanto, o custo computacional da
definicio da Interface "Faperta™ esta fortemente relacionado ao método de geracio de curvas
adotadn. Dewve-se escolher, preferencialmente, o método de peracin de curvas que utilize
diretamente parimetroa que pogaam modelar as caracterizaches de comportamento a serem
disponibilivradas para o projetiata.

Com este intuito, foram estabelecidos como objetivod deste trabalho:

® a proposta de uma nova classe de splines planas que se julga possuir parimetroa de
ajuste mais apropriados & svaliacho de adequabilidade que 08 parimetroa de ajuste
daa aplinea dispondveis na literatura; e

® a experimentacio exploratdria do uao de conjundos nebulosns para modelar alpums
comportamentos adequados.

Fata dissertacio estd organizada em seis capitulos, dos quais esta Introducio é o
primeiro. b Capitulo 2 apresenta alpuns eonceitos bagicos necesadrios ao completo entendi-
mento deste trabalho, No Capitulo 3 apresenta-se parte da solucio proposta, fornecendo a
deacriciio de uma nova spline. No Capitulo 4 deacreve-se uma implementacio exploratdria
utilizada para realisar estudos iniciais acerca da viabilidade da utilisacio do modelo de In-
terface "Eaperta™ (Figura 1.1) associado & spline proposta. No Capitulo 5 sio mostrados
alguns resultados obtidos considerando a implementacio realisada, enquanto no Capdtulo §

a8i0 relatadas a8 conclusdes finaia,



Capitulo 2

Conceitos preliminares

Eate capitulo apresenta oa fundamentos da geometria diferencial de curvas planas e do
uso de conjuntod nebuloans para representar conceitos inexatos. Herio descritas sucintamente

alpumas classes importantes de curvas utilisvadas em Modelapem Geométrica.

2.1 Geometria Diferencial

Neata seciio sio apresentados alpuna eonceitos sobre propriedades intrinsecamente
geométricas de curvas, que serfio dteis ao completo entendimento deste trabalho. Uma ex-

posicio mais minuciosa pode ser encontrada em [8].

2.1.1 Definicdes

A eurvatura de uma curva ealeulada em um de seus pontos expressa o quanto a curva

"entorta® neste ponto. Formalmente,

Definiciio 1 sefe @ : T = B2 ume curve reguler poremetrizede peln comprimento de oren

s . {0 mimem

& rhommaeda de CURVATURA de o e 4.

Definigic 2 0 RAID DE CURBVATURA & o fnverse de surveture If = i {Figure 2.1}, & #10.



! Evobze

Senilaing cie ke

Fipura 2.1: Caracteristicas peométricas de uma curva

0 circulo osculador & uma aproximacio de segunda ordem de uma curva, assim como
a tanpente é uma aproximacio de primeira ordem de uma curva. Formalmente,

Deflnigio 3 seje @ : T = R? ume curve poremetrizede peln comprimento de erm 3, com
curvoeiure k{s) # 0,5 € I. A posipin Hmite do efveuls gue posse eivevds de as), afs + h),
a{s +hg) quends hy, hg —+ 0 & o CIRCULO OSCULADOR. & 8, cujo ceniro estd lorelizedn sobre

¢ linhe suporte do vetor normel n(s) e cujo rein € o refo de curveture Hh— (Figure 2.1}

Deflnicio 4 A EVOLUTA de wne curte & o uger geamdiricn dos cenfros de seus efreulos
oseuledores. Assim, sendo e 1 I — R? wne eurve plene de poremetrizacdn requler fperémetro
t arbitrdrin), mostre-se gue o centro de um efulo oseulodor estd locolizedo sobre o refo
suporte do vefor normel n = n(t) fne direcéo gue eponfe de fongenfe pove o ewrve) & cujo
refo £ o inverse de curveture k= k(1) k() £ 0t €I A curve

BlE) = at) + ——n(t),teT

k{}

¢ chomede de evolide de . A cwrve o € chemede de INVOLUTA de 3 (Figure 2.1}

2.1.2 Propriedades geométricas

Propriedade 1 Ume forme de erpresser ¢ construcén de involuie o perdir de evoluie & dede

pors

c: (8) = & -)+||E‘ 8" f"E ()] & + &i e | € [, (2.1)



]

f | & (2)] 48 = R (5) - (o) (2.2)

a

artder

L (E) é o i-ésima frecho de rurvey
B (f) & ¢ evolufe rorrespondente eo frecho de eurve O (E), &

(), § =a,b € o mddudo do rein de suwrveture essoeiods cos ponfos exfremos do frecho
de rurve O (E), mm B (B) > R (a).

Percebe-se que o lado eaquerdo da igualdade em (2.2) & exatamente o comprimento
de areo do trecho de evoluta. Isto permite inferir mais uma propriedade.

Propriedade 2 { compriments de orm entre dots pontos de evohde 3 indice o verfepds
do rein de curveture de involufe o no frecho essociedo, se nén houver exfremo (mindmo ou
mdzima locel} de eurveture enfre os ponios em guestin. Ceso hofe wn exfremo de survefure

feiispide ne evalute}, o eomprimentn de o entre o postdos € dodo por:

35 = Eﬁéﬂj - Eﬁjﬁg, k=1.n+m (2.3)
i i
artder

n € o0 mbnermn de frechos de uolufe o gue cpresenfem verieedn posifue dos reins de

curveture (refo de ewrvoeture diminud, ou sefe, curvefure cumentoe);

m & o mimern de frechos de involufo o gue epresenfom verierdn negoefive dos refns de

curveture (refo de ewrveiure ewnente, ou sefe, cwrveture diminui);
ART indice o veriecdo posifive dos reins de eurvefure em um frecho de involute a; e

As Ry indice o verfepds negetive dos reins de curvefure em wn frechs de involufe o.

(3 termo A; R equivale ao comprimento de areo do trecho & da evoluta |3 em questio,
ou seja, AT = .9:5, enquanto o termo —A R, equivale ao comprimento de arco do trecho
k da evoluta 3 em questiio, ou seja, AR} = —.9:'5’. Portanto, de (2.3) pode-se concluir a
geguinte propriedade.



Propriedade 3 Seje o ume curwe fechode de clesse 02, entio

— &
ag = L]
]

onde 3 & ¢ avolufe de a e 95 & o eompriments de area de 3.

Figura 2.2: Obtencio da involuta tendo uwma circunferéncia como evoluta.

Finalmenie, chega-se 4 propriedade mais importante.

Propriedade 4 Construtivemente (Figure 2.8} & posstuvel abler o involufe o o pertir do
evolute 3 e um ponto de invelde (8] pods:

1. es tengentes de evolufe séo normeis de mvoliie. Portenfo, dede wne ewolucde, ume

Jomnflic ¢ um perdmefro de imuohdes esfd deferminede; e

2. dedn wn ponto de involufe, relefive e wn ponto de evoluie, pode-se deferminer guel &

o inunlufe desefede dentire es curves de fornflic de rurves deferminede.

Prova:

Dede o evolute 3, fém-se os divegdes dos normeis de invohde o essocfede o 3.
Quendn se fen wn ponto de curve, fice defermineds wn rein de curveiure de o & como
os reins de eurvofure de o sdo relocionedos pelo comprimento de oren de ewolute 3, o esid

eompletemente determinade.



2.1.3 Diferenciabilidade ¢ Continnidade Geométrica

2 {t)
Considere que e = ex{#) = | o {#) |,t € [a,5] C R & a representacio paramétrica de

z (1)

uma curva no 8, com 2 (1), y(t) e z (1) diferencidveis em . Sob estas circuntineias, diz-se

que a parametrizacho & regular e

%ﬂ
da(t) _ 4l | £0,t € [a,8]

at %

Deflnigio 5 Dir-se gue umne curve € GO, ou epresente greu de continuidede geoméirice n,

se erisfe umoe repovemetrizecdn requlor opds ¢ guel o curve forne-se O™ (de eclosse n )

Obviamente esta definicio equivale 4 exigéneia de: continuvidade O™~ 2 da curvatura
k e contimiidade £~ da torglio T (apenas para curvas no espacn).

0} conceito de cominuidade geométrica & importante quando se estad tratando de

curvas que 8in compostas de virios segmentos.

Heja e 0 exiremo direito de um segmento ¢ &, o exiremo eaquerdo do segmento
adjacente no ponto I, Uma curva serd continua no ponto £ 8e a_ = . He, além disto,
e e
+ =4

_ ek _
& Vg 804 #0

a curva é GO no ponto P.

Quando além disto a curvatura ¢ o plano osculador doa dois segmentos de curva

adjacentes forem coincidentes, ou agja,

o =Jgdga_ t_dcx

dt? di? 14

entfio tem-se 2 no ponto P. Observamos que uma curva a & 02 se « for duas
vexed diferencifvel com relacio ao comprimento de arco (mas nio necessariamente duas veses
diferencidvel com relacio & parametrizacio atual), portanto, curvas onde o vetor tangente se
amila nio podem ser G2
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2.2 Conjuntos nebulosos

Incertesa é um tipo de imprecisio inerente a certas classes que nao apresentam fron-
teirag bem definidas. Como é sabido da literatura, o8 conjuniod nebulosos, que foram intro-
duxddas por Zadeh [20], aparecem quando se deseja descrever ambugiiidade e ambivaléncia em
maodelos matematicos de fendmenca empiticos. Em particular, simulactes por computador de
giatemas com alta cardinalidade, tho comuns no mundo real, demand am alpumas frmulacdes
matemiticas nio cldssicas especiais que possam lidar com descriches imprecisas. Conjuntos
nebuloaos, que 8io classes que admitem a poszibilidade de pertinéncia parcial, parecem ser
uma ferramenta adequada para tratar tal natureza de problemas [12, 15, 20].

2.2.1 Definigbes

Seja X um espaco de objetos. Um conjunto nebuloso 4 em X & um conjunto de
pares ordenados A = {{z, xa(2))|z € X e xa(x) € [(,1]}, com x4{x) sendo o "grau de
pertinéncia de » em A”. Neste trabalho assume-se, por simplicidade, como em [20]], que
xa({z) & um mimero no intervalo de nidmerod reais [(), 1], a0 itvés de considerar tais valores
variando em uma estrutura alpébrica mais penérica, como citado em [7, 12]. Logo, questdes
como x» € X podem ter respostas diferentes de sim {x.4(2) =1, ou seja, pertinéncia de ») on
nin (x4(z) =0, ou seja, nio pertinéncia de »).

Observe-ge que o grau de pertinéncia x 4{z) de um ohjeto x em A pode ser interpre-
tado como o grau de compatibilidade do predicadn associado a A e o objeto 2. Tamhém &
poasivel interpretar x 4(x) como o grau de possibilidade de x ser o valor de um parimetro

nebulogamente restrito a 4.

As operacies OU (), E {A) e NAO () entre sub-conjuntos nebulosos A e B sohre
X podem ser definidas de vArias formas, como por exemplo [12):

s (17:

— AUB = {{z, Min(1, xa(z) + xa(z))lz € X}; e
* AUB = {{r, Max(xa(z), xa ()l € X}.

s E:

— AN B = {{x, Maz (0, xa(x) + xa(e) — D)z € X}; e

* ANB = {{z,Min{xa(z), xalz)))|x € X}.
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¥ oA ={{z1- xa(x))]x € X}.

Neste trabalho sio adotadas as definicfies marcadas com ™ *°,

2.2.2 Processos de Fuzzylicacio e Defnzzylicacio

Dix-ge que um concsito estd sgendo fusay ficado quando um eonjunto nebuloso é definido
para expressar este eonceito. De forma inveraa, dis-ge que um conceito estd sendo defuweyfi-
cado quando um valor representativo {erisp) ¢ escolhido, a partir do conjunto nebuloso asso-
ciado, para descrever tal conceito. HA vArias técnicas de fuvsyficacio e de defussyficaciio. A
escolha de um par de téenicas (fussyficacio, defussyficacio) em especial depende da aplicaciio
em egtudn. Entretanto, é importante que fique clara a interdependéncia do par de téenicas.
Para uma dada aplicagio, a téenica de fusyficacio nfio pode ser eaenlhida sem considerar a
téenica de defussylicacio, e vice-veraa,

Exemplo 1 Pode-se definir o conceifo refo de ewrveiure peguena por wh eonfunto nebulnso

A, As sepuinfes eclossificecdes, arbifrdries, dos refos de curveture » sdo utilisedes:

» reing de eurveiure enfre 0 e 50 sén pequencs, porfanin, neste cosn, CSsuUMe-se que o

greu de perfinéneie desses velores o conceilo rein de surveiure peguento sefe unitdrio

(xa(z) =1,0% x < 50);

o yoins de rurvefure enfre 50 e 100 280 meis ou menos pequenas, porfenio, nesfe ceso,
essurme-se gue o greu de perfinéncie dos velores nesie foire oo conceio rein de cur-

vafure peyuens verie lincarmente de f e @ (xa(z) = =2, 50 < = < 100); e

» reing de curveiwre ectne de 100 ndo séo peguenos, porfenin, Neste oS0, CSSUINE-SE
que o grex de perdinéncie desses velores oo conceiln rein de surveiure peguenn sejo

nulo (ya(x) = 0,2 > 100}

A Figwe 2.8 mostre ume representects grdfice do conjunto nebuloss gque desereve o

roneefio reio de cwrveiure pequena, de eoordn com esfe elessificecdn.

Frode-se vinde deffnir o coneefio refo de curvefure gronde por wn coniunfo nebuloso

B. As sequintes clessificepdes, erbifrdries, dos reins de eurveture » séo utlizedos:
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0 S0 L00 x =énguls fyrous}

Fipura 2.3: Um conjunto nebuloso para o conceito vefo de eurveiiore peguena.

xaiz)

D 10D 200 x =inguln (grous}
Fipura 2.4: Um conjunto nebuloso para o conceito reio de rurveiure gronde.

o reing de curveture enire e 100 ndo sdo grondes, porfenio, nesfe sesn, C3sUMe-52 Que
o greu de perfinéncic desses velores oo conceifo reio de curvefure grende seje nulo

(xslz) =00 <2 <100}

» reing de curveture entre 100 e 200 séo mets ou menos grendes, portento, neste ceso,

essuneE-se gue o greu de perfinéncie dos velores nesfe foire oo conceifo rein de cur-

vature grende verie lineormente de § o 1 (xa(x) = Z309, 100 € » < 200); e

s yoins de eurveiure eecthe de 200 sio grendes, porfentn, nesfe cosn, assume-sze gue o

greu de pertinéneic desses velores en soneeifo rein de curveture grende sefe unitdrio

(xslz) =1,z > 200}

A Figure 2.4 mosire wne represenfepsio grdfice do eonjunio nebulosn gue desereve

esse conceilo redn de curvoefure gronde,

Supanthe egore gue se desefe representioer wh confunto nebulose O gue desereve velores
edeguedns ¢ wn rein de eurveture.  Por welores edequedos ¢ wmn reio de curvoeture ved-se

erbitrer refos de curvefure gue néo sdo nem grendes e nem peguenos. Tol refo de cwrveiure
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|
50 100 200

x =énguls fyrous}
Fipura 2.5: TIm conjunto nebuloao para o conceito refo de survefure edeguoeds,

pode ser deserito eoma ndén periencendo co conceilo refo de curvefure peguens e nem oo

conceitn rein de ewveiure grende, gue permifirie deserever o eonjundo nebulosa O pors
C = {{z, Min{l - xa(z),1 - xsz)))jx € X}

A Figwre 2.5 mostre wne representocdn grdfice do sonjuntio nebulose gue desereve o

conceitn rein de swrvefure edegueds estebeleridn.

Exemplo 2 Pode-se definir e representoer o coneeffo Enhes guese pereleles por umn sonfunio
nebulosa 1. Doedes dues linhas I e Ly, o3 seguintes clessificecdoes dex - o wir absoluln, em
greus, de diference entre s inclinepdes de Ly e Ly, (2 = |indinaedo{ L) — indinacdao(Lg)|}

- Jorom essumidos:

o x £ nuln. As linhos In e Lo sdn porolelns, porfonio, nteste sosn, apfe-se por ossocior

grou de perfinéneie unitdrio oo mneefto de linhos guese perelelos fxp(2) =1L2=0)

e » vorionds de § ¢ 10, As linkes Iy e Lo séo meis ou menos poveleles, porfento,
nteste seso, pode-se essocier greu de pertinéneie eo conceito de linhes guese perelelos

variends lineermente de ¥ e @ (xp(z) = S52,0 <2 < 10}

s » gctme de 10, As Enhes L) ¢ Lg ndo sdo pereleles, porfento, neste easo, eseolhe-
se essocier grou de pertinéneie nulo eo concelio de linhos guose pereleles fyp(z) =

0,z > 10}

A Figure 2.6 maosire wne representfepsio grdfice do eonjunio nebulosn que desereve

esse coneeito inhes guose porelelos.

As classificacies (subjetivas) utilizadas nos dois exemplos acima sio na verdade as
estratépiag de fuwsylicacio adotadas pelo projetista para expressar o seu conceito de refo
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x4lz)

ol 10 45 % &= dnguin
foreus}

Fipgura 2.6: TJm conjunto nebuloso para o conceito fnhes guoze porelelos,

de rurveiure peguena, refo de eurvefure grende, refo de curvefure edeguedo e linhes quose

porolelos.

Considere-se agora o conjunto nebuloso representado na Figura 2.6, (Qual ndmero
poderia realmente deacrever o conceito subjetive {nhes guese pereleles? Suponha que a
técnica de defussyficacio adotada pelo projetista escolheu o valor r = 3. Logo » = 3
representa de forma objetiva 0 conceito fnhes guese pereleles no ponto de vista do projetista.
TUm processo de defuesyticacio andlogo poderia ser utilizado sobre o conjunto nebulogo da

Figura 2.5. Quiros exemplos podem ser vistos em [12, 15, 20].

2.3 Curvas em Modelagem Geométrica

2.3.1 Curvas de Bézier
Deflnicao
A curva de Béder (' (Figura 2.7) & definida pela equaciio paramétrica
C{t) =3 FL{t)Br,vtc[0,1]
=
onde:

By 880 o8 pontos de controle; e

FT () 820 a3 fungdes de base Bernstein, dadas por

nl
Ff'[ﬂ=(:)t"’{l—t}“_k,sendaqm(:)={m Ogkzn

0 oasa contrdario



15

Ho
Hy

Fipura 2.7: Parimetros da curva de Bésder de pgrau 5.
Propriedades

Alpumas das propriedades importantes das curvas de Béder sio [9]:

® Invariincia sob transformaces afing: a transformacio atim aplicadsa a uma curva de
Béder equivale 4 curva de Béder com esta meama transformacio afim aplicada ana
respectivos pontoa de controle;

& Fecho eonvexo: a curva de Bésler estd contida no fecho convexo do seu polipono de

controle;

» Dimimiciio de nscilacio: o mimero de intersecciies entre a curva de Béder e o plano {ou
a reta, para curva de Bésier 2D) deve ser, no maximo, igual ao ndmero de intersecgdes
entre a curva e o polipono de controle;

s Interpolacio dos extremos: a curva de Bésier pasas peloa pontos de controle extremos
do poligono de controle; e

# Facilidade de determinacio da tanpgente dos extremos: a direcio da tangente dos

extremnod da curva coincide com a direciio determinada por doia pontos de contrale de
cada extremo do poligono de controle.

2.3.2 B-splines

Considerando a classificacio dada por [10] pode-se dizer que uma fungio s composta
de sub-funghes polinomiais de grau n é chamada:

a) spline, se s far (n — 1) vezes continuamente diferencidvel; e

h) sub-spline, se for an menca continua, mas A) nio seja atendida.



16

Particularmente, na Modelagem Geométrica asgiatida por computador, prefere-se tra-
halhar com classes de splinea que satisfacem A seguinte definicio [5].

Definicio 8 Seje B, € ¥, eom k& = 0,...,n, um eonjunin de ponins chomoedos pontos de
controle, & seje By : [0,1] = B, eom & = 0,...,n, un conjunto de funcdes de bose, o spline
gerede pelos pores (P, Fy) € ¢ eurve O defindde pele eguocdn poremétricoa:

)= i Fe () B, ¥t € [0,1] {(2.4)
k=0

Dependendo das funches de base, a curva resuliante ird aprocdmar o8 pottos de cont-
role ou interpolA-loa. TJma classe de splinea de grande aplicacio & represent ada pelas B-splines.

Deflnicao

A B-gpline 7 & definida pela equacio paramétrica
ntl
CH)=Y FF() Byt £ < tmar, 2 S k<0t 1

i=1

onde:

B, 350 o8 pontos de controle; e

1 oz gt<ay,

T4l h—1—T4 T4 —H 1

A1 _ -1
.F.;k {t} — (= () T (T a t:l'!"lﬂ-i (t]: gendo que Fil {t:] —
0 caso comtrdria

Propriedades

Alpumas das propriedades importantes das B-splines aio:

o Invariincia sob transformaches afing: a transformacho afim aplicada a uma B-aplines
equivale & aplicacio desta mesma transformacio aca respectivos pontoa de controle;

& Fecho convexo: a B-apline estd contida no fecho cotvexo do seu poligono de controle;

» Dimimiciio de oscilagiio: o ndmero de intersecghes enire a B-spline e o plano {ou a
reta, para splines 2D} &, no mAximo, igual a0 nimero de interseccies entre a curva e
o poligono de controle;

s Controle local: cada ponto de eontrole influencia a forma de um trecho da B-gpline;
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» Formas suaves Formas de bico: uma B-spline permite tanto bicos quanto formas

guaves, ¢ mais ainda, misturar ambos comportamentos na mesma Curva;

s Parimetros de ajuste intuitivoa: além doa pontos de controle, a B-apline fornece outroa
praus de liberdade, chamados parametros de ajuste;

s BExiaténeia de algoritno de refinamento: a B-apline permite o uso de téenicas de refi-
namento ou sub-divisio;

» Representacio de cinicas: a B-spline pode representar segdes cinicas (a0 menos de
forma aproximada); e

s Aproximaciio: a B-spline aproxima os pontos de controle.

2.3.3 Splines Geométricas

As splines geométricas apareceram com o intuito que diminuir a dificuld ade na obtencio
de curvas " susves™. Egias aplines na vendade nio inseriram novas funcdes de base, mas sim
novas formas de tratar a questio suavidade aplicadas 4 funedes de hase existentes na liter-
atura.

Uma das formas de caracterizar splines peométricas, mas nio a dnica, € dada pelo
seguinte enunciadn(11]:

"Disge que uma curva é uma spline peométrica se esta curva satiafas alpuma
condicin de suavidade que é mais geral que a susvidade 7, e esta condiciio
pode ser interpretada peometricamente,”

Entre as condigdes de suavidade mais utilizadas esta o conceito, vindo da geometria
diferencial, de ordem de contato entre sepmentos da spline. HA também aplines que usam
condiches provenientea do cilculo variacional.

Nas seqhes seguintes, serin apresentadas alpumas splines geométricas haseadas nos
conceitod de ordem de econtato, ou seja, continuidade peométrica. Portanto, o8 coeficientes &
e ¢ moatrados na Secio 2.1.3 serio extensamente utilizados para representar a continuidade
geométrica entre 08 segmentod da spline geométrica em questio.

~-aplines
Deflnicio

A #-apline ¢ & composta pelns segmentos de curvas de Bésier [11]
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Cifn) = Y FT (:—) Bogy ¥ € [0 s € B
=0 ?

onde:

A, ; 830 08 pontod de controle; e

nl
) = ( " ) Pt cendo que (‘“ ) ={ Mgt Osksn
K

(ps] k 0 caso contréria
Adicionalmente, as seguintes condicées sio satisfeitas noa pontoa de juncio:

Hﬂ,i’—l = Hyg J

{1+ aqdi) Brg 1 =qubdiBn 141 + By,
(1 +a:d24) Br_1:-1 = @d2%:Bn_2,1 +d;
(v + ) By = % Ba; + 4:ds

onde:

. — .
G = o

4; (coeficiente da equacio de GC') & a ravfio entre as magnitudes doa vetores tangente i
esquerda e A direita no ponto g ;;

o 14+g;8 .
® T R{rad) e
& € 0 coeficiente da equacio de GC%; e

d; o o8 pontns auxiliares obiidos construtivamente a partir da interseccio Jdas retas
suporte dos pontos de controle By, o, 1, By_1 ;1 e By, By, (Figura 2.8).

Propriedades

A s-apline possui as seguintes propriedades:

e & Q0 e GOF

» prové o parimetro ~; associado A4 juncio dos segmentoa ) e U para ajustes na
forma da curva. Este parAmetro embute ajustes em 0! e 02 simultaneamente; e

® a -apline {7 pode nio interpolar o conjunto de pontos {8y ;, By i}



od;

Xi')‘iﬂ‘?

N Xifhi
Bn_1:1 B i1 = Hoy By

Bngi1 Bz
Fipura 2.5: Parimetroa da ~-spline.
v-aplines
Deflnicao

A wegplines 7 é uma ~-gpline onde:

e d;=1;e
e == i(l + ;) (% —1)
Propriedades

A 1espline possui a3 seguintes propriedades:

e 60 (pois & =1) e GC% e
» prové 1 como parimetro de ajusite. Este parimetro embute ajustes em 02,
-gplines
Definicio

A fB-gpline C é composta pelos segmentos O definidos pela equacio paramétrica

Ci{n) = 3 Fi(n)Brg¥ue[0,1]
j

a
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s B, ;840 08 pontos de controle; e

i

5 [20] t € [t tit]
ﬁ [2+ 680+ (3F +688) 62 — (23 +25%2 428 + 2 o] ¢ € [t tug)

* Fe () =1 (B2 +457 +4/5,) + (53] — 653,)

5 tE [tiyg, tiral
Bl (38 + 687+ 687) 02 + (28 +-387 4287 + 2/ ) o
| 7 [287 — 637n + 68042 — 25147 t € [tiga, tipa]
COin:
F=2 4457 143 4+ +2
Propriedades

A S-splines ' & uma ~-gpline com:

l£i=ﬁl;e
* e = g

Além desta, outras propriedades importantes das F-splines sio:

s G0 e GC% e

» prové 3, e 3z como parimetros de ajuste. () parimetro /5 embute ajustes em GO
enquanto o parimetro 3, embute ajustes em FOZ2,



Capitulo 3

C-splines

Considerando o problema enunciado no Capitulo 1

"Dada uma seqiiéncia de N pontos Fi_,1 <t < N oom o respectivo grou
de cdeguebilidede desejado de uma curva plana interpolante, ou seja, 5§ =
{{Puo, bienda) , (P, snave) ..., (Pyv_1, bicnda)), determine a curva que melhor
ge aproxime da intencio do pmojetista.”

é necesadrio prover formas de modelagem do conesito de adequabilidade, permitindo
a atribuicio de greus de edeguebilidede As diversas confipuracies. Com eate intuito, fex-se
aqui a seguinte diferenciacio:

& adequabilidade local: expressa a adequabilidade noa pontos de 5. Por veses, esta nocio
de adequabilidade & representada através de condiches de eontimidade peoméirica

nestes pontos; e

# adequahilidade global: expressa a adequabilidade da eurva eomo um todo. A manip-
ulaciio desta adequabilidade & um ponto nitidamente subjetivo, que nio é atacado pelos
métodod da literatura. 8 métodos globais descritoa na literatura utilizam funches-
objetivo com propriedades glohais da curva, sem no entanto permitir adequaches das
funches-objetivo acg objetivos do projetista. TIma wvex que sob as mesmas condicdes
de continuidade geométrica {e portanto mesma adequabilidade local) podem ser obti-
das diveraas aolucdes, € aqui que eate trabalho propde uma diferenca: néo pressupor
fungbes-objetivo a priori, mas permitir que o projetista possa escolher den-
tre pe diversas curvas possiveis de serem obtidas, 8 mais adequada segundo

critérios pessoais.
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Deata forma, pode-se diser que, no que concerne 4 adequabilidade, o problema abxor-
dado passa a ser: Jeja 5 a seqiiéneia dada de pontoa, acompanhades pela especificacio de
" adequabilidade™ que a curva plana que passar por estea pontos (adequabilidade local) deva
apresentar. B procurada a eurva € que interpola adequadamente {adequabilidade global) oa
N pontos em 5.

Observe-ge que, pelo que foi dito sobre adequabilidade local e global, uma curva
pode ser adequada localmente, semn entretanto ser adequada plobalmente. Entretanto, se
uma curw for adequada globalmenie, ela serd adequada localmente. Isto torna clam que
exigie uma relacio entre adequabilidade local e global. Eata relacio deve ser considerada na
modelagem.

Considerando 22 a condicio usualmente almejada, a adequabilidade local pode ser
modelada através do uso do raio de curvatura [19]. Ainda que a validade de condighes de
contorno hio agja necesgdria, tem-se formas de associar comportamentos peométricnd con-
hecidos 4 adequabilidade local, pois raics de curvatura grandes indicam formas mais suaves

{"retas”) enquanto raios de curvatura pequenos indicam formas mais oscilantes ("eurvas”).

Falta ainda modelar a adequabilidade global de forma a permitic que a relacio entre as
adequabilidades local e global seja razodvel. TTma forma razodvel de modelar a adequabilidade
Elobal & dixer que a adequabilidade global € a aplicacio do conceito de adequabilidade local
a todos of pontos & nfio apenss aos pontod de 5. Como foi proposto utilivar o rain de
curvatura para modelar a adequabilidade local, a adequabilidade global deve ser representada
pelo conjunto de raios de curvatura da curva . Mas o conjunto de raios de curvatura de
uma curva é determinado pela evoluta desta curval Portanto, a adequabilidade plobal serd
maodelada utilizando a evoluta,

Um método de geracio de curvas satisfasendo tais conceitoa peométricos e de adequa-
hilidade é propoato, sendo denominado C-apline. Neste capitulo sfo apresentadas a definicio

¢ alpumas propriedades da C-spline.

3.1 Definicao

Pelo que ja foi dito, a definicio de C-spline deve hasear-se noa conceitos geoméiricos
de raio de curvatura e evoluta. Entretanto, de acordo com a Jecio 2.1, a evoluta de uma
curva a4 pode ser determinada se a equacio da curva for dada. Ou, reciprocamente, tendo a

evoluta e um ponto da curva, é possivel deteminar a curva. (3 que deve ser feito para obter
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uma curva {7 conhecendo apenas alpuns doa pontos desta curva e tendo a adequabilidade
local definida neates pontoa?

A proposta é faver com que a curva O sgja composta de segmentos C; para permitic
manipulacies locais. Assim, um segmento da curva interpolante C; (2] que passa por dois
pontos consecutivos Fi_) e P} & expresso comno uma aprocimacio da equacio (2.1)

Cit) = PB, (t) + jomid ((R: (8) — R (t)) (3321) + Reftinn)) st € [lionst]  (31)
onde:

PE; (1) é a peeudo-evoluta correspondente ao trecho de curva O (t); e

R;(t;),§ =i,i —1 & 0o médulo do raio-vetor associado ans pontos extremos do trecho de
curva (4(t).

Comparando {3.1) e (2.1) percebe-se que elas serio idénticas se ||E‘.!- (E) || for con-

stante.

A equacio (3.1) busca aproximar a forma de obtenciio de uma curva dada a evoluta
correspondente. Entretanto, ao contririo da eonstrucio da itwoluta {Secio 2.1) esta abor-
dagem pede que o segmento de curva passe por dois pontos dados. Vale a pena salientar

que:

» a curva PFE; (1) utilizada & uma aproximacio da evoluta do segmento de curva C; (8) e
nio a propria evoluta do segmento de curva £ (t), sendo por isto chamada de peeudo-
evoluta de C; (t);

& 0 raio-vetor 1_%: {t;) é representado pelo par {magnitude, direcio) sendo que apenas a
magnitude R; (£;] aparece explicitamente na equacio (3.1);

# a direcio do raio-vetor ﬁ{tj} asgociado & um ponto P coincide com a direciio da
tanpgente A pacudo-evoluta associada a este meamo ponto F; e

» a PFE, que é o conjunto dos segmentos PF; (t), embute o conceito de adequabilidade
plohal de uma curva, enquanio o raio-vetor expressa o conceito de adequahbilidade local

de uma curva [3].

A sepuir sio mostradas alpumas propriedades da C-spline dada pela equacio (3.1).



3.2 Derivadas

Calculando as derivadas primeira e segunda de C; () (3.1) em relacio a ¢ chega-se a:

O (1) = PE () + B2 (R (1) — R (1)) (22522) 4 Ri (1)
— LML (R (1) - R (o)) (352 ) + B () (32

sy B () = R (1)) (525

C% () = PES (1) + foamiy (8 ) — R () (22 ) + R ()
ARG (0 0) - ) () +Reo)
APk {Pﬁ‘i;iug%igé l ol = fu ) (t‘t_—%i_—ii)
+ 1) |[F ({R" (8) — i (k1)) m) + 1 '[t"'—l:')
ngiEﬁ]{Pﬂ-iEt]J’b it} (R (&) — Ry (-1)) (t‘ L 1)

e (8]

_ BB (P () PR ) ) P 1])) bty
‘ STEEEE A (R, (1) — R (1)) (2222 ) + R: (80))

(3.3)

As equacdes das derivadas primeira (3.2) e segunda (3.3) mostram que a C-gpline é
uma sub-gpline, segundo a classificacio apresentada na Secio 2.3.2.

3.3 Gran

A C-gpline moatrada na equacio {(3.1) é dada pela adicio de duas parcelas. A primeira
é a pripria PE (polinomial de grau n). A segunda & a derivada da PE {polinomial de gran
n — 1) multiplicada por um polinémio em t de grau 1. Tal multiplicagio resulta em um
polindémio de prau n. Portanto, ambas parcelas apresentam prau n e este serd também o grau
da C-spline mostrada em (3.1}, ou seja, a C-spline tem o mesmo grau da P E.

3.4 Pardmetros de Ajuste

(3 parimetrod de ajuste irdo permitir que a curva gofta modificaches de forma a
apresentar as caracteristicas peométricas desejadas.

A partir da equacio (3.1) é ficil verificar que o8 parimetros de ajuste ain:

» o8 médulos dos rains-vetorea i, (8;); e
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» o4 parimetroa de ajuste do método de geracio de curvas utilisado para modelar a P &
- neste sentido pode-se diser que o préprio método de geracio de curvas utilizado para
modelar a PE é um parimetro de ajuste de {3.1).

Vale a pena observar que, pelo que foi dito na Secio 3.1, a diregio do raio-vetor
atua como uma reatricio " implcita® sobre o8 parimetroa de ajuste do método de geracio de
curvas utilizado para modelar a DF.

3.5 Raio de curvatura nos pontos de S

A equaciio (3.1) apresenta uma aproximacio do raio de curvatura, denominada raio-
vetor. As Propogiches 1 e 3 mostram condictes sob a8 quais o8 raios-vetores, nio 86 aproxi-

mam, mas 850 exatamente o8 raind de curvatura.

Como fri diseutido na Secho 2.1, o raio de curvatura caleulado em um ponto de uma
dada curva é ortogonal A curva neste ponto. Entretanto, a comparacio das equaces (2.1) e
{3.1) j4 mostrou que a equacio (3.1) apenas aproxima a equacio (2.1). Portanto, fas sentido
avaliar quiio boa € esta aproxdmacio no que dix respeito ans conceitod geométricos.

A proposicio a seguir trata sobre a posicio relativa entre o8 raios-vetores ¢ a curva.

Proposigio 1 (onstdere wn segments O (t), definide no infervelo £ € [, 4], de ume C-
spline O (1) plene e wun segmenio PE; (1), essocieds ¢ O (1) e definido no mesmo infervolo,
de PE . Se |PE% (ta)|| #0 eom tg € (41, 4], entido CF (to) e PE'; (tg) serdn orfagoneis se

& sarmente ze

£ (t1) — R ()
-1

1P E (k)| =

Prova:

Ver Apéndioe A.

Em particular, se [|[PE"; ()| # 0 e constante, ¥t € [;,_,,t;], entiio a8 equacies {3.1)
e (2.1) sfio equivalentes. Isto sempre ocorrerd se C; (1) estiver sendo parametrizada por um
miltiplo do comprimento de arco.

Para se falar sobre o médulo do raio de curvatura necessita-se da seguinte proposicio.
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Proposigio 2 A curveiure nos exfremos t =1, et = 4} do segmenio C; (1) € apresse

por

1 {PE(t), PE" (1))

OTR® T ®ey s 0IPE ) < PES @

Prova:

Ver Apéndice B.

E, para que se tenha a igualdade dos médulos do raio de curvatura e raio-vetor, vem
a sepuinte propogicio.

Proposigho 3 JFuponhe gue emt =14,_) et =4 {exiremas do segmento O (1) )

1. o Pmposicdo I € sefigfeifo;
2 Ri(t) £0;
3 |PES ()| #0; e

4 |PES (8 x PE% (1) £0

entin
1
K@
-
{PES (1), PES () =0
Prova:

Ver Apéndice O

Em particular, se {PE; (), PE%; (t)} = 0,¥t € [;_1,%], entdo a3 equaches (3.1) e
{(2.1) sdo equivalentes. Isto sempre ocorrerd se ) (t) estiver sendo parametrizada por um
mltiplo do comprimento de arco.



27

3.6 Continuidade Geométrica

Para que se possa garantir a continuidade entre segmentos da curva O, deve-se utilizsar
0 conceito de contimidade peométrica expresso na Secao 2.1.3.

Proposicio 4 Considere dois segmentos de curve conserufivas C; () e Oip (1) (portento
eom O () = Oy (8) =5} de wme Cospline O (2) plone. Se ¢ Proposicdo I for sefisfeito

em t =1, entdn

O () = aCfi (1), Ya > 0

ou sefe, Oy (1) & Ciy1 (1) 880 GO em t =14,
Prova:

Ver Apéndioe D.

Para que a curvatura na juncio {# = ;) de dois trechos consecutivos seja a mesma,

igto & haja % nas junches, 86 se precisa garantir que:

K (t) = Ko (8] (3.4)

pois no presente caso, em que as curvas 6o planas, o8 dois trechos apresentam o
meamo plano oaculador.

Proposigiao B Considere dois sepmentos de eurve consecufives Ci (1) e Qi (8) (portanto
com O () = Oy () = B} de ume C-spline C (1) plene. Pere gue O (1) e Oy () sefom

GO? et =1;, deve-se fer

1 fE B 1 P (4]
RlE] L (0T [P s5(n) 2 2% ]| (3.5)
1 Py (] P8 (]
T OR(E] T (g (] o ()| FE w1 (k) 2 Py (]|

artder

et — ] e |

we (b)) = 2 P

#2854 (5] 22858 (4]
st (BIF

b

Kigl (%) =
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Obeerve que caso a Propogicio 3 sgja vélida, a Propodicio b pode ser reescrita da

forma a seguir,

Proposicio 8 Considere dois segmentos de curve conserufivas C; () e Cip (1) (portento
eom O (8) = Oy (8) = By} de ume Cospline O (&) plone. Se o Prposipdo J for sefisfeifo

em t =14, entéo o eguecdo (34) £ sefsfeifo em &t =14; 2 e somente se
Ry () = Ray (1)
ou sefe, O3 (1) e O () serdo GO em b =1 se & somente se os maduos dos dofs
refos-vefores essontedos ao ponto D forem dguets.
Prowva:
Como ¢ Propostcdn 3 & sefisfeife em t = 1, poade-se eserever

g = B )

&

T = fer (1)

K {t:] = ﬂlﬂ-

€
K )= 2y

Partenin ¢ eguecdo (3.4) pode ser reeserifo como

1 1

Rits) Ry (8)

E coma B (4) #0 e R (6) # 0, por Bipdiese de Proposicdn §, chege-se ¢

R; () = Rig1 (&)



3.7 Invaridncia sob Transformacoes Rigidas

Uma transformacio é dita rigida (isometria) se nio altera a distincia entre dois pontos
quaisquer. Portanio sho transformaches rigidas:

rl translacio;
r2 rotacio;
r3 eapelhamento; e

rd qualquer compogicio das tranformaches rigidas anteriores.

Dizer que uma C-spline £ () plana é invariante sob transformacies rigidas significa
dizer que as curvas C* () e O (i), obtidas pelos seguintes procedimentos, gio equivalentes:

1. utilizar og parimetros de ajuste para caleular a curva C () e aplicar a transformacio
rigida T &4 C {t) para caleular a curva C7 (1); e

2. aplicar a transformacho rigida T ans parimetros de ajuste e utilizar taia parimetros
de ajuste modificados para caleular a curva C (1),

Como o procedimento 2 é computacionalmente menod custoso que o procedimento 1
e as curvas C* (t) e C** (1) resultantes dos dois procedimentos sio equivalentes, & preferivel
utilizar o procedimento 2.

Proposigio T Consdere wne (lspline O (2) plene. Se PE(1) for inverienfe sob fruns-

Formeoies efins entéo O () € inverienie sob rensformoecdes rigides.
Prova:

Ver Apéndie E.

3.8 Manipulagdes Locais

A ecapacidade de manipulacies locais estd intimamente ligada ao intervalo de in-
fluéncia de cada parimetro de ajuste. Dis-se que a manipulacio é plobal quando a modi-
ficacio de qualquer parimetro de ajuste gera uma modificacio em todos 08 segmentos da
curva. Por outmo lado, diz-se que a manipulaciio & local (exemplo na Fipura 3.1) quando



Figura 3.1: Manipulacio local de uma spline.

a modificacho de cada parimetro de ajuste gera uma modificacio em um ndmero fixo de
segmentod da curva (mas nio todos).

A manipulacio local é parantida favendo com que ' seja compogta de segmentos
£ Entretanto, a manipulacio local de £ a6 serd posaivel se o método de geracio de curvas
utilizade para modelar PE permitir manipulaches locais.

3.9 Aproximagao/Interpolagio

Considerando um conjunto de pontos dado, dis-se que uma curva interpola estes
pontos se a curva pasaa por todos estes pontos (curva £ da Figura 3.2). Caso a curva utilize
eates pontos apenasd como referéncia de regides pelas quais deveria passar, sem entretanto
interpols-los, diz-se que a curva aproxima estes pontos {curva Oy da Figura 3.2). Neste
gentido, o método de Lagrange & um método de interpolacio de um conjurndo de pontoa dado,
enquanto o métado de quadrados minimos é um método de aproximacho de um conjunto de
pontoa dado.

fa)

£ 8y

Figura 3.2: Aproximacio e interpolacio de pontos dadea.
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Para que a C-apline proposta na equacio (3.1) interpole todos o8 pontos dados, &
neceagdrio que a sepuinte condiciio seja valida

R =Cilty) - PEi(t)) ,d =4,i— 1 (3.6)

3.10 Refinamentos

Dix-ge que uma curva pode ger refinada ae o método de peracho utilizado para obié-
la permite realizar modificacfes em apenas alpumas regifes da curva, mantendo as outras
regifes inalteradas. Para que um método de peracio de curvas permita o refinamento das
curvas por ele geradas, este método de peracio de curvas deve pogauir alporitmos de aulwdi-
vigin, possibilitando "isolar™ a regifio que deve ser modificada da regifio que deve permanecer
inslterada. A maioria das splines apresenta alporitmosa de subdivisio, por exemplo B-splines,

F-aplines ¢ meamo as cutvas de Béder.

A C-gpline proposta na equaciio (3.1) possui alporitmo de subdivisio desde que o
método de geraciio de curvas utilizado para modelar PE pogsua um algoritmo de subwdivisio
que permita escrever a reparametrizacio da PF em funcio da parametrizacio original desta
PE.



Capitulo 4

Uma Implementacao Exploratdria

A soluciio proposta para pertnitir utna interacio mais semintica ¢ menos sintdtica
entre projetista e método de geracho de curvas, moatrada na Fipura 1.1, estabelece a inclusio
de uma camada de abstracio chamada de Interface "Esperta®™ (Capftulo 1). Entretanto, j4 no
instante em que esta camada de abstracio fol proposta, notou-ge a prande interdependéncia
entre ela e 0 método de peracio de curvas utilizado.

Ao eongiderar o tipo de interacio que se desegja disponibilizar para o projetista &
posgivel definir ag posaiveis operacies sobde a curva obtida. A partir dessas operacies, deve-
ge buscar o método de pgeracio de curvas que posaua parimetros de ajuste mais convenientes.
Definido o métado de geracio de curvas, pode-se projetar uma Interface "Eaperta™ que seja
capas de arbitrar um conjunto de valores para o8 parimetros de ajuste.

Tal Interfare "Eaperta™ deve pogauir conhecimento sintitico sobre o8 parimetms de
ajuste do métodn de geracio de curvas {por exemplo, o intervalo de walores validos). Como
¢ ela quem eacolhe, de acordo com a interacio solicitada pelo projetista, o8 valores exatos
para od parimetros de ajuste do método de geracio de curvas, ela deve pogsuir tamb€m
conhecimento semdfintico sobre as interaches disponibilizadas para o projetista.

Pelo que foi exposto, conclui-se que a Interface "FHaperta® acaba funcionando como
analisador semdintico e perador sintitico, recebendo informachea seminticas do projetista e
convertendo-as em informaches sintaticamente oorretas a serem utilizadas pelo método de
gerachio de curvas., Devido A naturesa, muitas veses inexata, das informacdes seménticas
providas pelos projetistas, propde-se incluir na Interface "Haperta™ um componente de in-

feréncia baseado em conjunios nebulosos.

Eate capitulo apresentada uma implementaciio exploratdria desta Interface " Eaperta™.



4.1 Um sistema de geragio de curvas adequadas

Congiderando o cque foi exposto no Capitule 3, o algoritmo indicado na Figura 4.1
moatra a forma como se pretende realisar a implementacio exploratéria.

Pontos a serem
interpolados

‘ Interface ™ Baperta®

Rains de curvatura e
parimetros de ajuste

Determinacio
‘ geométrica Pva]iagﬁn do projetis
!
Evoluta :
| Dperacio realizada sobre a curva
Método de |

peracio de curvas

Figura 4.1: Algoritmo da implementacio utilizada.

Hendo egta uma implementacho exploratéria, buseou-ge implementar o8 componentes
com a8 aepuintes caracteristicas:

® interacio: o projetista pode solicitar que lhe seja fornecida uma nova curva mais
adequada localmente a um dos pontos dados;

» operacio: quando a interacio for solicitads, deve ser fornecida ao projetista uma
outra curva com modificacies apenas doa valores dos parimetma de ajuste associados
ao ponto dado em questio;

s parimetrod de ajuste: como se eatd associando adequabilidade a wriachea de cur-
vatura, & desejavel que o8 parimetros de ajuste possam modelar modificaciea locais

de curvatura;

s método de geracio de curvas: serd utilisada a C-apline, pois permite a manip-
ulaciio local da curvatura nos pontos dados; e
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s Interface "Eaperta™: a fim de permitir a manipulacio dos parametros de ajuste,
optou-ge pela utilizacio de conjuntos nebulosos para modelar o8 processos de eacolha
de novoa valores para o parimetrod de ajuste do método de geracio de curvas adotado.

4.2 Meétodo de geragao de curvas

Observando a equaciio das C-splines - equacio (3.1) - conclui-se que implementar
a representacio de curvas proposta gignifica definir uma forma de modelar 8 PE. Asgim,
a implementacio do método de peracio de curvas discutida nesta secho & apenas uma das
implementaces possiveis.

Congiderando o problema enunciado no Capitulo 1

"Dada uma seqiiéncia de N pontos F;_;,1 <t < N oom o respectivo grou
de edequebilidede desejado de uma curva plana interpolante, ou segja, 5§ =
{({(Po, bicwda) , (P, snave) ..., (Pyv_1, bienda)), determine a curva que melhor
ge aproxime da intencio do projetista™,

descreve-ae na Seciio 4.2.1 uma forma de determinacio da curva que melhor se aprox-
ima A intencio do projetista.

4.2.1 Psasendo-evoluta

A PE é representada por um conjunto de curvas de Béder (PE;) associadas ane
poligonos de controle {BE;). Baseado nos N pontos de 5, os poligonos de Bésier BF;,
1< &< N para curvas fachadas on 1 < « N para eurvas abertas, sio determinados, cada
um associado a um sepmento O da eurva . A opcio pelas curvas de Bésier foi haseada na
facilidade de controle de alpumas daa caracteristicas peoméiricas, a sabern:

® a pogicio dos pontos extremos da curva de Béder, que permite a determinacio do
médulo dos raing-vetores dos pontos em 5

s 0 midulo e a direciio doa vetores tangentes doa pontos extremod da curva de Béder,
que permitemn a determinachio das diregies doa raios-vetores referentes aoa pontos em
5 e facilitam a garantia de GO e GC? conforme mostram as equacies (A.2) e (3.5);

# a convexidade da curva garantida pela convexidade do polipono de controle, que as-
gegura que 08 vetores derivadas primeira e segunda nfio sejam nulog em ponto algum;

fa
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s 0 conhecimento prévio do comportamento dos vetorea tanpente da curva de Béder,
que permite garantir que as direches dos raios-vetores eatejam no intervalo deaejado
{ver a restricio implicita citada na Seciio 3.4).

Comon j4 foi dito, cada poligono de Béxier BF; estd associado a um sepmento 0. A
cstimativa de BF, depende das mapnitudes doa rains-vetores 1_2: {ti_1)t e 1'_3: {t:)%, pois deve-se

ter
2 () ] — 122 (2]
>0
ti—t
HA portanto dois casoa a serem estudados, a saber:
Caso 1: [[R: (tics)l| > |Rs (8]t > ti

(s pontos de controle de B85 sio dadoa por (Figura 4.2):
£

Figura 4.2: Parimetros utilizados na modelagem da PE no Caso 1.

Bij =Py — i (h1),§ =0, Lie (4.1)

ﬁt{n 1} _Ru[n 1}




H-i,j =P-;'—ﬂnz',jj_£:{t'i:]!j=ﬂ—l,ﬂ {-’12:]

Caso 2: | (s )ll < IR (8] < i
(s pontoa de controle de BF; gio dadoa por (Figura 4.3):
Fi 1 £

Fipura 4.3: Parimetros utilizados na modelagem da PE no Caso 2.

Bij =Py — iR (hio1),§ =n — Lime (4.3)

By =Fi— ﬂi,jj_ﬁ (t:),5=0,1 (4.4)

Cabe regaaltar que a direcio de parametrizacio da curva de Béder & nmito importante,
gendo que as inicas direghes de parametrizacho aceitas 8i0 a8 expresaas pelod equacionamen-
tog apresentados nas equacies (4.1, (4.2), (4.3), e (4.4). This direcies de parametrizacino das
curvad de Béwier 8iio as dnicas que garantem que o segmento de curva O nio apresentard

autn-interseccio

Nas seches sepuintes serio discutidas as distintas configuracies dos pontoa de controle
do poligono BE, para obter C-gplines com:
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1. QY

2. poligono de Béder 80 convexn;
i G e

4. GC2.

4.2.2 Contimmidade °

Para que a C-spline apresente 7, a equaciio (3.6) deve ser satisfeita. Em termos do
poligonn de Béder B isto significa que:

g =1
n = 1.
4.2.3 Poligono de Bézier convexo

Para que a C-gpline pogsua poliponos de Béxier convexos, o8 valores de a;) € aipn1
devem ser dados por (onde PI; € o ponto de intersecciio das retas suportes dos raios-vetores

Ri(t ) e B (1))

Caso 1: |8 (Fi- )| = |8 (8] .8 = it

® @1 € Jerimin 1, Qimin = ‘"‘"‘ﬁ;i_—m'f < 1e
i[ti-1]
& in-1 ]laﬂi,maﬂ:[:aé,mn = l“%ﬁw = 1.

HJob tais circunatincias, o8 mdadulos dos raine-vetores eatio compreendidos nos seguintes
intervaloa:
e |Fim1 — PL|| ¢:||I_3: {ti—l}" < 8o
()< ||I_i: {t:)
- ge |Fi_, — PL|| £ | & — PL;|| entdo 0 <T; < oo

| <2 - Pr

- se | B — PL| < | Py — PL|| entiio [P=i=PHllHIB=PUl o7, o oo

Caso 2:

|8 (ol < (18 (Bl 22 < iy

» ;) €11, maxl ¥ max = Hoast =il > 15 e
it _1]



® Qin 1 € J@imin 1[; Gimin = ‘ﬁ;ﬁ’f <

Hob taig circunstinciag, 08 mddulos dos raine-vetores eatio compreendidos nos sepuintes
intervaloa:

o 17— PL| < [’ )| < oo

o 0< |R ()| < 1B - P
- se | Py — PI;|| < |B, — PL|| entio W=l =FLll oq o o
— se |B, — PL| £ | Py — PL| entiio 0 <T, < 0o

4.2.4 Contiomidade GC*

Para que a C-spline apresente 70!, a Proposicio 4 deve ser satisfeita. Em termos
do poligono de Bésier BF, isto significa que:

Caso 1:

s (s )| = 190 ()] 12 > i
= em O
1B:1 — Begll = T
& em 5
1B — Bip—1|| =T

Caso 2 |Rs (i )] < IR (8] 8 < it

® em B
I1Bipe — Bin—1|| =T
s em L)
1B:1 — Bigll = T;
sendo gque

7, - [Fe | - [Fien]

T

(4.5)

Observando-se estas condicées, conclui-se que 86 serd possivel garantir O per-
mitindo manipulaches sobre o8 pontos de econtrole se n > 2. Portanko, escolheu-se 1 = 3 g,
de apora em diante, estar-se-4 trabalhando com curvas de Bésier evibicas,
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4.2.5 Contimmidade G'(?

A Proposiciio 9 ird mostrar que niio é possivel realizar manipulacées para obter (2
utilizando-se a Proposicio 3 e curvas de Bévier de grau n = 3. Para tanto, utilivar-se-4 a
gepuinte propogicho auxiliar,

Proposicao B Pore gue ¢ Pmpnsicdn 3 seje vélide, os pontos de contmle B, B, Bin_1,

e Bin devem scefisferer:

Caso 1: | - PR P
PL,—F
By =PL+-———"*l p . 1.
1 +|IPI'1'—P1'—1|I( + ) (4.6)
P, —Fi,
Bg=8,+-——2—""*L 47
0 =Bt P TR @
B - PI,
By =PL+-—2 " (4T, 4.
ot =P Ty O+ @9
B - P
Bin=8in_ - - T 4.
S PRy o1 @
ntde
1F: — PL|| > {2 + 2T;)
Caso 2: [|R: (ta-s)l < s ()]t < tit
P — B
Biy = PL+ om0 (Di + T0) {4.10)
I1PL — £
oL -0
Hig=H; —T 411
i i1 + "PI _ |I { :]
F_, - PI
Bip.=PlLi+ —— (I +7T 4.12
im—1 i+|IPi—l_PIi|I{ i + '!:] { :]
bI;
B;n =8, —T 4.1
im imn— l+ |IP PIilI { 3}

ande

|- — PIs|| = (L% 4+ 2T3)



Jendn 1), dedo por

1 + oof o

Di=i;mﬂﬂ'i ]

(sino;)
onde o; & o dngude formeds peles refes suporte de I_ﬁt {fi-1) & R:{t!]l
Prowa:
Ver Apéndiee F.

Proposicio ¥ Jefem os pontns de controle dedos pele Proposicdo 8. Sob estes civmwnidncies,
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Figura 4.4: Uma C-apline pasaando pelos pontos £, 7, 5.

A Figura 4.4 mostra uma C-gpline aberta passando através de trés pontos dadoes { I,
1, P} e as correspondentes estimativas da evoluta - PE - {duas curvas eibicas de Bésier
aganciadas a B0 e BO).

4.3 Interface YEsperta®

0 equacionamento desenvolvido na Seciio 3.1 mostra condices sobre as derivadas
da PE e o8 médulos doa raios-vetores. Entretantn, nfio hA restrighes explicitas sobre as
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direches dog raios-vetores. Uma wes que hi este grau de liberdade e nio se consegue um
equacionamento para determinar explicitamente apenas um salor, mas gim um intervalo de
valores vilidos para tais direghes, decidiu-se fuxsyticar justamente estes parimetros de ajuste:
a8 direches dos raios-vetores. Portanto, a Interface "Faperta™ ird operar sobre o8 valores a
gerem atribuidos a estes parimetros de ajuate.

Na vendade, o8 processos de Fussylicacin e defussylicacio das direghes de um raio-
vetor executados pela Interface "Heperta” visam a reducéo do espaco de busca de boas
direches deste raio-vetor, facilitando assim a avaliaciio de adequabilidade por parte do pro-
jetista.

Discutir a implementacio da Interface "Haperta®™ gipnifica discutir a implementacio
dos processos de fussylicacio e defussylicacho utilisados, bem como as justificativas para as
eacolhas adotadas.

4.3.1 Fuzzyficagio

Adequabilidade é um conceito muito vago. No que diz respeito a curvas, pode-se
dizer que uma curva apresenta, por exemplo, um comportamento ondulante adequadn, nio
ondulante adequado ou ainda uma mudanca de concavidade de forma adequada. Todoa estes
{e outros) comportamentos adequados formam, em conjunto, o conceito de adequabilidade
de curvas. No presente ¢aso, redudu-se o problema inicial {Capitulo 1) & construcdio de uma
curva adegquada a partir de um conjunto de curva cdbicas de Béder PE (3ecio 4.2.1). Qs
pontod de controle das curvas de Béver sio determinados a partir de:

& pontod em 5
s direcies doa raios-vetores associados a estes pontoa; e

| I’_'Ij'.

(2 pontog em 5 840 dadoa pelo projetista, portanto pode-ge apenas manipular as
direches dos raice-vetores e 08 ¢y para obter a curva adequada desgjada. Entretanto, o8 ay
giin utilizados para garantir GO Logo, pode-se fussyficar o conceito de adequabilidade de
curvas pela atribuicho de gravs de pertinéncia ana valores das direcfes dos raice-vetores.

A fim de redusr o espaco de busca para "hons”™ valores das directes dos rains-vetores,
fussyfica-se cada comportamento adequado {e portanto o conceito de adequabilidade) pela
atribuicio de prau de pertinéncia a estas directes. A direciio de um raio-vetor é representada
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Fipura 4.6: Um conjunto nebulnso para o conceito de adequabilidade de acordo com .

por um Angulo, que varia de () a 180 graus, entre o raio-vetor ¢ uma linha de referéncia.
HJem perda de peneralidade esta linha de referéneia & tomada como sendo o eixo x do sistema
de coordenadas adotado. O intersalo [0, 180] pode ser utilizado, ao invés de [0, 350], porque
apenas a direciio (e nio a orientacio ou sentido) do raio-vetor é necesséria na determinaciio
doa poligonos de contraole das curvag de Béder, para cada 5, uma vex que tal determinacio de
poligonos & feita em funcio do ponto de interseccho entre as retas suportes dos raioa-vetores

associadog a .

Pela atribuicio do grau de pertinéncia (fussyficacio) s direcdes doe raio-vetores,
acabou-ge por definir entidades entio denominadas "repites de perigo” ("danger wones” ) que
830 caracterivadas por evitar o8 valores de direcio do raio-vetor que levariam a curvas mal
comportadas. As repifes de peripo permitem formalizar e quantificar efetivamente o conceito
de adequabilidade de uma eurva expresso pelo projetista. A partir destas regites de perigo &
possivel perceber o intervalo de valores que as diregies do cada raio-vetor podem fdevem ou
nin agsumir. Em termos de grau de pertinéncia, pode-ge dizer que as direcies de raio-vetores

que estin nas regites de perigo apresentam um haixo grau de pertinéncia a um determinado



x4lz)

[ -
0 %0 1gg *=angulo
{graus)
Figura 4.7: Quatro eonjuntos nebulosos representando as condicdes 77 e (7.
xalz)
1t
of | iy r—jngulo
4 73 146166 (uraug)

Figura 4.5: O conjunto nebuloso que representa o conceito anduleséo edeguede para B,

conceito de adequabilidade de uma curva.

As regites de perigo, dentro das quais as direches de um raio-vetor nio deveriam as
gumir valores, 8o determinadas por alpumas propriedades geoméiricas que a8 curvas cihicas
de Bésier devem satisfaver. Fatas propriedades peométricas irfio permitir que as curvas de
Béder resultantes estejam sempre bem definidas, Sio exemploa de condiches que parantem
uma "hoa” definicio das curvas de Béder:

» G, (condicio de néio colinearidade): B # #;(P;— Fj) f; #0,§ =i—1,i+1. Se esta
condicio falhar, o poligono de controle da curva de Béder O (e portanto £;) podera
tender & uma reta;

» 3 {condiciio de ndio paralelismo): T # ; (R} 77 #0, § =i—1,i+1.5¢ esta condicdio
falhar, o poligono de controle da curva de Béder € (e portanto ;) nio poders ser
definido. Isto pomue a interseccio entre as retas suportes dog raicg-vetores associados

A curva O acontecerd no infinito;

e @1 (condigio de nio-interseccio): T # &-1(F — Pio) + it (Rerd) TG # 801 (B —
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P} + &1 (1), 85,65 » 0,4 =i —1,i + 1. Esia condiciio controla mudancas de
concavidade e oacilacfes;

» 73 (condicio de auséncia de pontos de inflexfio): 3e a reta que liga o ponto de
intersecciio I;_) (entre as retas suportes dos raios-vetores i;_1 e R;) e o ponto de
interserciio I; (entre as retas suportes dos raics-vetores f; e Ry ) eruza o casco

cotvexo de 5 um mimero par de vewes; e

# (73 (condicio de ocorréncia de pontos de inflexdin): 3e a reta que liga o ponto de
intersercio I, (entre as retas suportes dos raiosvetores ;1 ¢ ;) e o ponto de
interserciio I; (entre as retas suportes dos raice-vetores f; e f;41) cruza o casco

comvexo de 5 um mimero impar de vexea.

Nota-se que direches de rains-vetores préximas oquelas que determinam a eondiciio (g
caugam oacilaches. Portanto, estes valorea podem ser explorados quando se deagjar oacilaches.

Uma ver estabelecidas as econdiches das "regifies de peripo” pode-se definir, para
cada ponto em 5, conjuntos nebulogog no intervalo [(), 180] a fim de classificar o8 valores cdas
direches dos raios-vetorea:

& Para (71: o dnpulo &, que satisfax tal condicio deve ter prau de pertinéneia wero e o
angulo 8,4+ AP deve ter prau de pertinéneia unitirio ao conesito de adequabilidade. Um
valor razodvel para Af & ). s outros dngulos devem apresentar graus de pertinéneia

variando linearmente de um a »ero, ecomo moatrado na Figura 4.5;
& Para Gg: a classificacéio é similar Aquela da condiciio ) (Figura 4.5); e

# Para {73: o8 Anpulos das "repgifes de perigo™ tém prau de pertinéncia nulo enquanio
o8 Anpulos "mais distantes™ das " regites de perigo™ tém pgrau de pertinéncia unitario
an conceito de adequabilidade. (8 outros Anpulos tBm pravs de pertinéneia sariando

linearmente de xero a um, como mostrado na Figura 4.8.

A partir destes conjuntos nebulosns pode-se deserever alpuns eomportamentos ade-
quados:

s Comportamentn ondulante adequado: para um ponto F em 5 hi dois pontos vidinhos,
L el . Oapares (P;_|,F) e (5 Fy,) devem aatisfaser a condicio de nio col-
inearidade ((71) e 08 respectivos pares de rains-vetorea (f—1, ;) e (f;, fiq1), devem
satisfaser a condicio de nio paralelismo {(73). Portanto, quatro conjuntos nebulosos
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Figura 4.9: C-gpline interpolante passando pelos pontos dados,

egtario definidos (Figura 4.7). Como as quatro condighes devem prevalecer simultane-
amente (08 quatro valores que itvalidam as quatro condicdes nio podem ocorrer de
forma alguma), optou-ge por realizar uma operacio E entre estes conjuntos nebulosos
a fim de obter o conjunto nebuloso Fy (Figura 4.8); e

s Comportamentn de mmdanca de concavidade de forma adequada: para um ponto de
conexio O entre um par consecutivo de sepmentos de curva () e £4) hd uma
condicio de ndio interseccio (73 ou (Fy5). O conjunto nebuloso Fy, na Figura 4.4,
representa este comportamento.

4.3.2 Defuzzylicacao

Para que se possa tragar uma curva adequada, necessita-se de walores exatos (erdsp)
para a8 direches doa raing-vetorea. Portanto, para cada tipo de comportamento adequado
devese defussylicar o conjunto nebuloan correpondente A aplicacio deste conceito ao seg-
mento de curva (ou junciio) em questiio. HA virias téenicas de defussyficacio [12]). Como se
procura técnicas de defussyficacio que permitam interaghes com o8 pmjetistas, seria desejivel

que estas térnicas de defuseylicacin satisfivessem as sepuintes condicdes:

s caleular mais de um walor exato (erisp), permitindo assim que o usudrio selecione

interativamente a curva mais adequada; e

& caleular valores exatosd nio muito préximos uns dos outres, tornando mais ficil ao
projetista perceber as diferencas entre as diveraas pogaibilidades,

Eata & uma tentativa de se permitir que conceitos pouco precisod sejam disponibiliza-
dos a8 projetistas. Entretanto projetistas que tenham uma melhor nocio do comportamento
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Figura 4.11: Uma variante da Figura 4.9 com &) =Tl

desgjado podem obter situaches com apenas um valor exato, ou até sem qualquer valor exato
{quando nao ha solucio para o problema).

Para que se posga alcancar as caracteristicas acima, definiu-se uma estratégia de
defussyticacio que escolhe pares ordenados que shio miximos locais, M;,1 < 4 < &, do
conjunty nebuloso F,. O projetista ird entio escolher um destes pares baseado no praprio
conceito aubjetivo de adequabilidade.

Como exemplo, aplica-se, apora, esta téenica de defussyficaciio ao conjunto nebuloso
Fy mogtrado na Figura 4.8. Fate conjumio nebulogo expresaa o comportamenio ondulante
adequado de forma local ao ponto B mostrado na Figura 4.9. 8 miximog locais, M, =
{4; 0.10), Mg = (73;0.67), My = (146;0.13) e M, = (166;0.09), foram fornecidos e a3 curvas
correpondentes si0 mostradas nag Figurag 4,10, 4.11, 4.12 e 4.13, respectivamente,



Figura 4.12: Tima variante da Figura 4.9 com 53 = 148,
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Capitulo 5

Resultados

Eate capitulo mostra o8 resultados obtidos a partir de uma aplicacio simples que
implements uma Interface FEaperta para C-splines. As figuras mostradas neste Capiiulo

adotario a seguinte convencio:

® ponto a ger interpolado: pequeno cfreulo;

# direcio do raio-vetor associado ao ponto a ser interpolado: reta enire o respectivo
circulo e um quadrado; e

s PFE: curvas de Béuder mostradas ao lado dos poligonos de Bévier (em retas tracejadas).
(8 resultados serio divididos em dois grupos, a aaber:

» resultados geométrieos (Seciio 5.1); e

o resuliados utilizando Interface Eaperta (3ecin 5.2).

5.1 Resultados (Geométricos

No que dix respeito ans resultados geométricos, a Figura 5.1 mosira direches de raios-
vetores que nio aio ortogonais 4 C-spline, enquanto a Figura 5.2 mostra direcfes de rains-
vetores que sio ortogonais 4 C-apline. Destaque-ge a importincia desta condicio, uma ves
que ela & utilizada para obtencio de curvas 0.

Por uma questio de clarexa, a PF serd omitida nas figuras subseqgiientes.
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Figura 5.1: C-apline nio ortogonal As direcfes doa raios-vetores.

Falr

Fipura 5.2: C-apline ortogonal s direches dos maios-vetores.

5.2 Resultados utilizando Interface ¥ Esperta®

Nesta secfio serio mostrados resul tadoa obtidos pela implementacio da Interface ™ Bs-
perta” descrita na Jecio 4.3, Note-se que esta Interface "Esperta®™ nio fol projetada para
trabalhar em conjunto com as condicdes de GO0,

Veja-se como tal Interface "Faperta™ se eomporta com curvas abertas, A Tabela 5.1
mogtra a3 coordenadas dos pontos a serem interpolados nas Figuras 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7 e
5.5

A Figura 5.3 moatra o8 pontos interpolados segundo direciies iniciais forneridas pelo
projetista,

Ponta | B Pq 2 F & y L
x 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | H00
y | 100 | 200 | 100 | 200 | 100 | 200

Tahela 5.1: Coordenadas do primeiro conjunto de pontos a serem interpolados.



Figura 5.3: C-apline interpolando pontos da Tabela 5.1 com direghes fornecidas pelo pro-
jetista.

Comecando por £ wvai-se solicitar novas curvas e escolher a mais adequada. Em
seguida repetir-se-4 o processo para b, Py, Oy, Ps e Py, um por ves. A este processo damos
o nome de avaliacio sequencial até F;. As Figuras 5.4, 5.5, 5.5, 5.7 e 5.8 mostram alguns
dog resultados obtides pelo processo de avaliacin sequencial. ) resultado parcial obtido
aolicitando novas direches para o8 raiog-vetores assoclados acs pontoa I, IY, Iy e L) estd
na Figura b4, Note-ge que como se estd manipulandoa, indiretamente, a direcio associada a
Py, apenas oa trechos de C-apline de Iy a L e de P, a Py sio modificados. Nesta fipura vale
notar ainda a8 ondulaches nos trechos de Py a By e de Py a Pk

Figura 5.4: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.1 com avaliacio sequencial até Py.

Congiderando que oa trechos de C-spline de Pq a Py e de Py a Py da Figura 5.4 nio
foram adequados, o projetista solicitou nova direcio do raio-vetor associado ao ponto .
Esta nova direciio estd mostrada na Figura 5.5. Perceber, também, que nesta figura a direcin
do raio-vetor associado ao ponto Iy também foi modificada.

Finalmente, as Figuras 5.5 e 5.7 moatram dois trechos de C-spline possiveis de T a
L (atravéa de modificacio da direcio do raio-vetor associado ao ponto Fg).
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Figura 5.5: C-gpline interpolando pontos da Tabela 5.1 com svaliscio sequencial até P,
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Figura 5.6: C-spline interpolando pontosd da Tabela 5.1 com svaliacio sequencial até Fg.

() projetista escolheu a Figura 5.7 como sendo a que apresendou o resultado mais
adequado. E interessante perceber que naquela figura as direcdes dos raing-vetores tendem a
ser ortogonais A curva. Isto leva a crer que tal projetista buscava, implicitamente, 2. Note-
se que, como o8 trechos de C-spline perados nio estio de acordo com as condiches de GOt
{expressas pela Propogicio 4), matematicamente nio hd GO, hd, sim, uma "aproximaciio™
deste GC' matemitico.

Como j4 foi salientado, as Figuras 5.4, 5.5, 5.5 e 5.7 foram geradas através da escolha
gecuencial das direcies dos raios-vetores associados aoa pontos da Tabela 5.1, Uma ves que
a Interface ™Haperta®™ utiliza o8 valores atuais destas direghes para gerar novas sugestdes de
curvad, a ordem de escolha das direcies a serem modificadas tem grande influéneia na C-
gpline final. A Figura 5.8 mostra o8 pontod da Tabela 5.1 interpolados por outra C-spline,
gerada pels escolha nio sequencial das direches a seremn alteradas. Comparando-se oom a
Figura 5.7 & perceptivel a diferenca.

Até apora tratou-se apenas de curvas abertas. Veja-se agora algumas curvas fechadas.
A Tahela 5.2 fornece a3 coordenadas dos pontos a serem interpolados nas Figuras 5.3, 5.10,



Figura 5.7: C-gpline interpolando pontos da Tabela 5.1 com avaliacio sequencial - resultadn

final,

Fipura 5.8: C-gpline interpolando pontos da Tabela 5.1 sem avaliacho secuencial - resultado

final,

5.11, 512, 5.13, 5.14, 5.15 e 5.16. Tidlisou-se pontos com simetria, sendo que reaultados eom

conjunto de pontos nio simétricos podem ser vistos em [4].

Para eate conjunto de pontoa o projetista nio forneceu valores iniciais das direcfes doa
raiog-vetores associadas ana pontoa a serem interpolados. Fatea valores foram eatimados pelo
aplicativo. Devido A simetria dos pontos, estas direghes estimadas também foram simétricas.
Utilizando tais valores de direciio foi tracada a C-gpline mostrada na Figura 5.3.

Optou-ze novamente por utilizar a estratépia de alteracio sequencial das diregdes.
As Fipuras 5.10e 5.11 sfio resultado desta estratégia aplicada do ponto £ ao ponto Pj.

Pordo | B | By | B | Py | F5 | B | | s
x 225 | 300 | 225 | 200 | 175 | 100 | 175 | 200
¥ 175 | 200 | 225 | 300 | 225 | 200 | 175 | 100

Tabhela 5.2: Coordenadas do segundo conjunto de pontos a serem interpolados.




Figura 5.9: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.2 com direches iniciais caleuladas pela
Interface Heperta.

Tais figuras diferem apenas pela direcho do raio-vetor associado ao ponto F5. Vale a pena
notar que, apesar da configuracao simétrica dos pontod da Tabela 5.2, em ambaa a8 fipuras
nio foi posaivel obter uma curva simétrica. Isto ocorre devido A esonlha das direches a
gerem modificadas ser sequencial. Olwiamente o projetista poderia continmar avaliando oa
trechos sequencialmente, na esperanca de que o procesao converpisse para uma eonfipuracio
adequada. Entretanto, ndo hi eatudo sobre a convergéncia deste processo, bem como nio hi
qualiuer parantia de que a situacio de convergéncia seja uma situacio adequada. Note-se
que novamente a8 C-aplines das Figuras 5.10e 5.11 sio quase que ortogonais ha direches dos
raiog-vetores associados ans pontos da Tabela 5.2

Fipura 5.1(: C-spline interpolando pontoa da Tabela 5.2 eom savaliacio sequencial - resultado
final.

Adote-se agora outra estratégia de alteracio das direches dos rains-vetores. Inicial-
mente alterando apenas a8 direghes dos raios-vetores associados ang pontos Py, My, Iy e Dy
Note-se que ainda assim se estd modificando todos o8 trechos da C-spline.

A alteracio destas directes nio fornece muitas opotes, sendo mostrada na Figura 5.12



Figura 5.11: C-apline inderpolando pontos da Tabela 5.2 com avaliacho sequencial - resultado
final.
uma posaivel C-apline resaltante deste tipo de alteracio. Note-ge que neste caso a saqgiiéneia

de alteracin daa direches doa raiog-vetores associados ana pontoa I, Iy, Iy e I € indiferente,

uma ves que as direches dos raios-vetores associados aos pontoa Dy, I, Ik ¢ I nio foram

alteradsas.

Figura 5.12: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.2 alterando apenas as direcdes dos
raing-vetores associados ans pontoa 0, B4, Is e I - resultado final.

A fim de explorar um pouco mais esta questio da alteracio das direcées dos raios-
vetores vai-ge agora modificar apenas a8 diregdes dos raios-vetores associados aoa pontos
Fg, by, e Fy. Como ji foi dito na Jecio 4.3, a Interface "Esperta™ fomece até quatro
posgibilidades para serem avalisdas. Devido & simetria dos pontos, é possivel mostrar as
quatro possibilidades em apenas uma figura (Figura 5.13)

Apora, caso ge desegje obter uma C-spline com simetria, basta escolher uma dentre
estas quatro possibilidades e utiliz4-la. As Figuras 5.14 e 5.15 mostram a utilisacio de duas
destas pogsibilid ades.

Congiderando que a C-spline moatrads na Fipura 5.15 esteja mais préxima da C-gpline



Figura 5.13: C-gpline interpolando pontos da Tabela 5.2 alterando apenss as direcdes dos
raiog-vetores asgociados ans pontoa £, I, Ik e Iy - quatm possibilidades.

Figura 5.14: C-gpline interpolando pontos da Tabela 5.2 alterando apenss as direcdes dos
raiog-vetores asgociados ans pontoa I, Dy, Iy e Iy - resultado final ecom simetria.

desgjada, foram realizradas mudancas nas direches doa raios-vetorea associados aos pontos D),
P, I5 e 5, fornecendo a C-apline da Fipura 5.15. Ilessalia-se que as C-gplines mostracdas
nas Figuras 5.15 e 5.16 gho hastante parecidas mas nio ipuais.

Alpuns projetistas poderiam contestar a C-gpline obtida na Figura 5.16, dizendo que
agquela nio seria a curva mais adequada, desejar-se-ia uma C-gpline mais "suave™. Isto &
bastante rasodvel, entretanto, mostra-se a seguir porque a Interface " Eaperta™ nio fol capas
de ajudar neste intuito. Para tanto, realisou-ge uma modificacio nas coordenadas dos pontos
P, P, Bs e P da Tabela 5.2, As novas coordenadas estio na Tahela 5.3.

Porto | By | By | Py | Py | Fs | Fg | P | Py
x 250 | 300 | 250 | 200 | 150 | 100 | 150 | 200
v | 150 | 200 | 250 | 300 | 250 | 200 | 160 | 100

Tabela 5.3: Coordenadas modificadas do ssgundo conjunto de pontos a serem interpolados.




Figura 5.15: C-gpline interpolando pontos da Tabela 5.2 alterando apenss as direcdes doa
raiog-vetores asgociados ans pontoa I, Dy, Iy e Iy - resultado final ecom simetria.

Figura 5.16: "Buavizacio™ da C-spline da Figura 5.15.

Utilizando novamente a estimativa inicial das diregfes dos rains-vetores fornecida pelo
aplicativo, obtem-se a C-spline da Figura 5.17.

Asg Figuras 5.18, 5.19 e 5.20 mostram alpumas das C-aplines que podem ser obtidag
a partir da C-gpline da Figura 5.17. Neste caso vemos C-gplines mais "suaves”. Isto porgue

agora od pontod estho mais préximos.
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Figura 5.17: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.3 com directes caleuladas pela
aplicacio.

Figura 5.18: "Buavizacio™ da C-spline da Figura 5.17.

Fipura 5.19: "Buavizacio™ da C-spline da Fipura 5.17.



Figura 5.20: "Suavizacio™ da C-spline da Figura 5.17.



Capitulo 6

Conclusao e trabalhos futuros

Fate trabalho huscou:

» permitir que o projetista de curvas manipule apenas as caracterfsticas peométricas da
curva, sem preocupar-g¢ com o método de geracio de curvas utilisado; e

» pertitir que o projetista escolha interativamente, dentre as diversas curvas sob as

condicHes peométricas dadas, a curva que melhor ge adequa i aplicacio em questio.

Para tanto foi propoata uma camada de abstracio chamada Interface ™ Haperta®, que
realiza a interface com o usudrio e ajuda-o a encontrar uma curva que o satisfaca. A fim de

implementar eata Interface "Eaperta™ foi necessirio:

® propor uma nova clagse de aplines planas - as C-splines;
» realizar o estudo analition e geoméirico desta nova classe de splines;

s propor formas de modelar o conceito de adequahilidade uidlisando o8 parimetros de
ajuste das C-gplines; e

s modelar alpuna comportamentos adequados utilizando o8 conjuntoa nebulosoa.

A Interface " Esperta™ obtida foi bastante simples mas mostrou resultados promis-
agores. Em prande parte dos casos foram necessarias menoa de vinte interaches com o pro-
jetista para obter resultados satisfatdrios. Hete mimero de interactes pode até ser considerado
elevado, entretanto, como a svaliacio de adequabilidade é visual, o tempo gasto é hastante

haixo.

E interessante salientar alguns pontos fortes da solucio propoata. 3io ees:



& facilidade de utilizacho do sistema pelo projetista leigo;
» adequacio doa resultados a eonceitos aubjetivos; e

» a solucio proposta é independente do método de geracin de curvas utilisado (apesar
de se acreditar que aa C-gplinea sfo mais apropriadas 4 avaliacio da adequabilidade
atravéa da Interface "Esperta™).

Como pontoa fracos desta solucio pode-se citar:

s dificuldade da implementacio da Interface ™ Esperta” (inerente a sistemas de auxilio
a tomada de decizgio); e

necesmidade da formalisacio do conhecimento do especialiata.

Para encerrar, sugere-ge como trabalhos futuros:

descricio de outroa comportamentos adequados;

compatibilizacio da definicio de condichea peométricas e comportamentos adequados;

estudo de aplicabilidade da solucio proposta ans diveraoa tipos de projetista; e

» extensiio das C-splines para o espaco tridimensional.
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Apéndice A

Deducao da Condicao de Ortogonalidade

entre Raios-vetores e a Curva

A fim de garantir a eondicio: | C% () L PEY (t) |, pode-se escrever:

{5 (1), PE (#)) =0 (A.1)

Substituindo (3.2) em (A.1):

(PE (8, PEY 1)) + (ot (R () — R () (3221 + R (80)) , PEY ()
_<PE‘4Et]{PE‘attLPE"a(t]]l ((R: @) — R (b)) (220) + Ri(ti_l}) PE, (t}>

Gl

+{ by () - R (o) () PES () =0

=
IPES ()2 + IPEY ()] (R (t) — Ri (1)) (5=2)
L) (R, (1) - R (1)) (E82L) + R, (1))
el (R () — R (ticr)) (L) + R (0i1)) =0
=

IPE @))% + |PE #))] (R () — R (hior)) (ti _1tH) =0

Supondo ||[PEY; ()| # 0, entdio:

IPES: (1)]] + (Ri {2:) — R (8i-1)) (ti- —lti-_l) =9



R (hi1 )-Ra()=(k — 81} [P B ()] (A.2)

A condicio expressa pela equacio (A.2) é equivalente 4 (A.1) se nio houver extremos
de curvatura entre o8 pontos congiderados, isto &, se | PE; (8] || # 0,¥t no irecho considerads.
Pode-se interpretar esta equivaléneia de duas formas:

e {A.1) vale para qualquer = #g € [%_1, %] se e somente se:

¢ _ Rft1)— Rl
IPE"; (1o} || = Hl=ti=fult]

1]

IPE ()| # 0,% € [ti1, k]

o (A1) vale ¥t € [t;_1, 4] %e e somente se ||PE; (1) = cte # O,¥ € [Li_1, 4] e neste
caso (3.1) e (2.1) gio idénticas e C; (t) estard sendo parametrizada por um miiltiplo
do comprimento de arco.



Apéndice B

Deducao da Curvatura

A curvatura em todos os pontoa do trecho C; () € expressa por:

_ et @) = €% @l
e el

Considere dois vetores V' e W. Definindo J [V'] como sendo o vetor ¥ girado de , a

K; {t:]

tE [t'!'—l!t'!'] {B'lj

sepuinte ipualdade vale

IV = W ={W,J[V] (B.2)
Congidere ainda que
£ {t:] =k PE (t:l + ko P RS, {t:] =1 (Ba:]
otde:
_ ., {PEL(8),PEY () 1 RY B (b L
bl ST R O ey - R (=)

1

e

kg

% () =k PE (8 + k PES (1) +ksPES; (1), 1 =1 {B.4)



onde:

_ AipEn] e L] PR
hy = HERLOLECUOT R, (1) - 220020 (R (1) - R, (8-) (525

_ [Pt (4], 2% (] ) (2t (8] PRSI 1 oy
ol R (t)

_ E{PE‘i (), PE"; (1))

k=1 E
17E5 (B

1 1
R )+ 2 (e ) — Rettenn)) (7=
I W
S O

() cdleulo da curvatura serd dividido em trés partes {explicadas nas priximas Jecies),
a saber: o cileulo de [|2%(2) x C% (£}, o edleulo de [|C% (£)]|* e o cleulo de K (2).

B.1 Calculo de ||C"'.i (t} x C‘“.i [ﬁ)”
Utilixando {#.2) pode-se escrever
€% (8) = €% )| = {C%: (8, J [ (B

de {B.3) e (B.A4) pode-se reescrever

{G“i {t} ,J[G‘i {t]]} — < {kﬂPE‘-i {t] + by D ES (t] + ks PES {t]] >!t .

,J [.‘ELPEI.!' {t:] + koD 55 {t:]]
-

{CF% (), JJ[C% ()]} = (haPE' (1), J [k PEY (1)) + (R PE"; (1), [ PEY ()]}
+ {kaPE (1), J [ke PES ()]} + {ka PES (1), J [ka PES (1)}
+hs ({PE™; (t), J [l PE (1) + ko PE; {£)]})

A

{CF (), J[C% ()]} =Rk (PE (1), J[PEY ()]} +kghy (PE (1), J [PEY (1]}
+hs ({PE™; (1), J [l PE (1) + kg PES; {t)]})

Como {PE'; (t) ,J [PE%; ()]} = —{PE% (1), J [PE'; ()]}, entdio:
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{CF% ), J[C% )]y = kika {PES (1), J [PE ()]} — koka (PE% (1), J[PE" (1]}
+hg ({(PE™; (t), J [k PE; (}) + kg PE*, (1)]})

{O% (1), J[CF ()]} = (haky — kaka) {(PES (1), J [PE (1]}

(B.5)
s ({(PE™; (], J [k PE (1) + kg PES, (2]]})

Por outro lado,

_ _ {k1hy — hoka) =
(1~ TR ) + sty (8~ R () (7))
(1- 2EEMALEW gy 4 9 b (R () — R () (525 )

(e8] ||
( ALE . LESE) () — 2 St I (R (6] — R (ti1)) (n—h_i) )

[EECTTR |47 (2] |

_ [fewsit s i (e st e sl o
ol R (t)

A d

{k1hy — hghy) =
(1 _ wfii () + ||PJ.-.-'—]:¢|[t]|| (B (t:) — R (t1)) (m))

[T

" . 1— I_{PE‘;!t_f-’E";!t !R‘! (t}

—ﬂj—u’y—rwﬁﬂbiﬁf AR (#) 1 £l l
+F.Lf.-‘(t] (£ (8) — By (t1)) (m)

sl
e (e @) — B (1)) (535)
. ey )
HPELESOF 5 ) _ aEEELES) (b 0y _ ot .
( ||.:-’.E-"i|[t]||; R, (t) - 2 II;’E‘iI{t]I‘ (R, () -Ri{ti—l”(t‘—_ti_i))

_ [feshiest i) e ] et o
e P R ()

1 _ PP o
2k (R () — B (o)) (52) L) o o

A



{k1hy — hoka) =
(1 — LR () + gy (B () — R (60)) (528))
ESPB tlﬁ.ﬂ- it R-! {t}

gt t P.E- 4 ”Pb ‘l:t]”_l".b ‘t,.!".E-" t
2t Ry (1) (S R (1)

—2t B R, () (e (R ) — R 60 (735)
+2 g (B () — R (6-1) (5255
_ﬂﬂl’b'—l‘iiﬂll (0 (8:) — B (b)) (n—tm) ({ﬂrl'l_:fg:';t;ldfﬂ]m {t})
2 (B (8 — R () (52) (e (& () — R (6m)) (525)
~ m i )

( T 1;]5”4&]3 Ry (1) - 28R (B () - Ra () (55 )

({Pﬁ-"i(*]pl“b"il[*]]'-"{l"ﬂﬂ Ll P EYS T
ol R (t)

A

(h1ky — koka) =
(1 - sl 7, (1 +3|mqu & () — R () (52))
(R )
4 R ) (st (R () — R () (n_i_i))
+2 (g (& () - Retn)) (725))
A PE (], P ﬂrl:lf f‘ﬂl‘l‘f ¥ 1
( s R lt) - ZKT*%‘;(%FUI (R (&) — Rs (ti1)) (n—n_i) )

| [(PESPE PR L))
ol R (t)

A

{h1hy — hﬂ-‘ﬂ'-l] =

(L + gz (R ) — R () (i) - S R )

+2 (e (0 () = R () (i) - Sesier & )

Lo gy (PSP
~ e ) (MRREAER )

+ e ) (2SR (R, () - R (60)) (55

L o oy (PSSP E P E])
Fm e ) ( P I R: (1))




(k1hq — hoka) =
(14 Szt (R ) - B ) () - 39 )

- u 2
+2 (e (R (8 = Ry (o)) (s ) - €000 R, ()
_APE() P (n])? (R; {t:]]lﬂ

I
+PELEE (R, (1) — Ry () (7 ) B )
(259,59 ()4 P ELELEE ()] ¢ . (312
+ ol (f: (1))
(ki ky — highy) =
1 (LIS PEY ) o
(1 + 3||r"ﬂ"]‘-i|:*]|| (R (&) — R (t:1]) (H—L_J —3 ||—:’E‘i|:*]|f: £ {t})

st ;
+2 (g @ () - R (6) (3) - R, )

-L B
o IEsl
1 ( PR, B

TesyP v ®)

FEYE] LEYGE )
2 (st (80 R 0) (s )) (54825000 )
+E{Pﬁ.ﬂaI:*]J’E"i(*]]-l-{—"ﬁ‘iﬁ] L (] (R (1) :]ﬂ

Ol
(kg — hgha) =
S — by (] fE (Y
(1 + 3pptiggy (B ) — R () (5miy) — 3T ()

- . 9
+2 ([paby (s (8) - R (1)) (5 1)) +2 (_i—u—rwpﬁﬁ:;;ﬁ”‘ D g, 1))
~4 (e @ () = R ) (i ) G R )
_3( L g ], B [ R; {t})

[l L8]
TEESET Ly LS
2 ( E]:" gy (B (8) — B (8-0)) (td—]f-id—i )) ({ ||.:EJ:EI:l¢|[t]|F £i; {t})
(LR a5 () 05 () 1 (8 (8] P15 S (D) ¢ 1o g2
* G (& (1))

{h1dy — hoka) =
(+ ety (0 ) — R (-0) () - B s )
+2 (pag (& () — R (60) (523)) — (Bt m: ()

-2 (st (0 (8) R (o)) (i) 25002000 R, )

(PP B P ELE D) (1 ()32
+ ol (£ (1))
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“ﬂlk-d - kﬂﬁ!:l]l =
(1 + 3ty (8 ) = R o) (i) ~ 350w, )
+2 (kg (8 () - R (o)) (53 ) — (54025000 p, (1)

X LY (s )
—2 (”PE"-'(*]” (R (&) — Ri (8:-1)) (ti—ti_1) ||_:.r_g;~_.|:¢]”; £ {t})
(P10 (1], 01 (0] PN (o g2
* R0 (£ (1)

({(PE% (1), PE% (£)) + (PE; (£}, PE™
IPES ()"

(ks — hoha) = kg + (O (pw)?, (B8

onde

ks = (1 +3paky B (8) - R (b)) (5 ) - 3220 R, @)
2 L -u a
+2 (e (R (4) — R (6-)) (537 — (50258 p, (1)

Pt ,.I".E-'" t
2 (g @ () — R () (525) ¢ ||.:-E.£-“¢|[t]|[:l: g, )

Substituindo (5.5) em {H.5) obtem-se

{05 (), J[CY (1)) =

[(R4 (1) P05 (1)) H P (] PSS D) ¢ o ey 2 " .
(ke + IP£ (BT (R (£)?) (P B (), J [P ()

+hs ({PEY; (), J [l PE' (1) + kg PES, (2]]})

—
{C% (1), J[CH ()]} = ke (PES (1), J[PE (1]}
P ) (R (1)) (PR (1), T (PN )]
ks ({PE (1), J [k PE (1) + kg PE%; (#)]))
-

(C% (), 9[04 0]) = ke (PES (1), J [PE, ()
HEELEYD (5, () (PE, (), [PEY (1))

+ BB (R (1)) (PBS (8), T [PES ()])

[T
+His (PE(5), J [ PE (1) + ki PEY (1)]))
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{C% (1), J[C (1)) = ke (PE% (1), J[PE (1))
TSl (R, () (PES, (1), [PEY (1)])

+HEEUIEAD (R, 1) (P (1), PE )

i (8) ((PE: (8),J [ PE (¢) + ke PES (9])

{CF (1), J[CY ()]} = ke (P B (1), J [PE (1)]}

HEERE (R, () (PES (1), [PE ()

RO () (P (1), PE= ()
+ eyt (8 R {PES (1), J [PEY (#)])

+EE e () B2 {PE (), [PES (1))

#F0
Usando a propriedade {4.2) tem-se:

_ _(PE (), PEY ()
IPE" ()]

Ri (1)

1

b2 = e e )

_ {PES(}),PE () ({Pﬂu ), PEY (1)) )
hg = — : Ay — . .
TEACTH wegp
e portanto,

{CF (), J[C ()]} = ke {PES (2), J[PE, ()]
FEEALESI (B, (1)) (PES (1), [PE (8]
+ AN (g, ) (P (1), PE™ ()

— e (1) el R, ) (PES, (1), T [PBY (1))

et () el (1) {PE™: (1), J[PES ()]}

(€% (1), T [C% B = ke (PES (1), T [PE" (2]
-I—%W (R; {tnﬂ {PES, (1), J[PE ()]}

i i P 2] 31 . 2 1B 4
+ ||P.l5-"i|:t]||4 {'R‘! {t” {PE 1 (t} !PE i {t”

~ R (R ) (PE (1), [PEY ()]

(L]

+iEmmE W @) {PES (1), J[PES (1))



{C85% (1), J[C5 ()]} = ke (PES (), J[PES ()]}
+EEALPEE) (g (1) (PEF (1), J [PE; (B)])

[l (el

et (] St (] _ =
eeamE (B (), PEY: )

(s t]1? ORI - .
Hiowaal | — g (PES (), J[PE ()

+{PEY; (t) , J [PE% ()]

Cotnn

=1 P a5 31 ] _ T
||P_E-"4|:t]||2 {PEI‘! {tj :IPE: g {t}}

— R L (PES (), T [PE ()]

+(PE™ (1), J[PE% (8]} =0

i L 2,
Poiz - =

AL (P, (1), PE (1)) — =t (P, (1), J [PEY ()]}
(P, (1), [PES, (1)) = PES ()] [PE, () in 0, () cna (5, 2)

— UPBS ] 1P 5%, ()] oos 0, (1)) sim (6 (2)) + 1P (9] IPE, (&) sim (61 1)~ 0, )
= 1PB% ) |1P B )] (sn (6 (1)) 08 (61 (1) — coa 0, (8) s (5 (1) +sim (6 1) — 0 ¢)
= 1PE= 01 1P B, mu( eI 8 oo {Q (1) = eon B 0 eln 4 ) )=ﬂ

fsin (6 £)) 008 (0, 1)) —sim (8, 1)) con (4 1)

entin,

(PE*; (), PEY,
1PE ()"

(O (2), T [C% ()]} = ke (PES, (8), J [P @)+ O (g, )2 (PES 2), J [PES (8))

-

124 )

(€ 1), T[0 ()] = — LD 5, (1) (PES: (1), [PES (8]

- (L5 R, (1)) (PES (1), T [PE )

_I_g.!-’.lki'"i!t L (_R! (tnﬂ 'I:PE“i {t} o [P_El:i. {t}]}

|4 (E)]|

(% ), 7 [0 () = R R, )

i : nl #1540 |

fi i) o) L], P ) . i
(s R () — G R () — P B, PES )
18, (4} & o menor Sngulo entra PEY; () e PEY ().

15 (1) & o menor Sngnlo antra PEY () a PEY ().
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Usando a igualdade {PE'; (), PE% (8)" H|PE% (t) x PE% )| = |PE (1)|I" |PE% (1),

tein -8a:
(€5 @, J 0% ) = SRl )
WES L) o st IS o e st x| o 3 i
(oo™ R ) - R ) + R R ) - B (), PES )
a4
(0% ), 7 [0 () = bR, )
-u k] - 2 -L )
(U2, ) - W2l s ) + QRO B, (1) — (PBY (1), PES ()
a4

(0% @), J[C (8] = {PETT Eﬁ:fﬁ‘m” R (8
it )| f o ey . "
( ||.!-”E‘4|:t]||3 s (t:] {PE i {t:] ,PEE {t:]})

Utilizando (8.2) tem-se:

I ) x 0% ) = s tlm,
(R ) - P ), PES (1)

1C% (8) x C% ()] = e () Re () (IPES (&) x PE (8)1:: () Re () — (PE (&), PE% (8)) ¢ =1,
(B.7)

|PE ) = PES ()]

S T

(B.B)

B.2 Caleulo de ||C% ()

Considerando {para ¢ = &;)

e (8 (0] RS (] o o 1 ey I,
P ) (1 - SR, () + iy (R ) - R0 (555)

(k) =
w +PE (4) gt ()

pode-se escrever:



{4 k), Ch (k) =

(PN PENE) b (g 2
(PEY ), PEY (1) L= esngarr o 8)
+ ey (B ) — Ri (4im)) (5=2)

( ) 1 — fP-Bilifﬂ],-E’-E-]”ifﬂﬂRi {t.!]
+2{PE" (t;), PE"; (4:)} | ippemy e (8) it
[eE ] ﬂmﬁﬂ[{ﬂi (t) — Rs (b1)) (ﬁ)

+(PES (1),PE% (1) (b (8)

{5 (8), 05 () =

2
1— AR s-!"-ﬂ-iiff-iﬂm {t'!}
1P (t:))? ( [l a(ea)]
e T 1)

+EEpy (B () — R (801)) (=

1 _ Pet) P dtd]]'R_!_ (t:)
+ (Al e R, (1) llew P
HpEh (B ) - R o)) (52)
||| 2
+(lFdi® )

(0% (8), 0% (k) =
( 1PES (&) - frse s (t] J“E“iﬁi]]‘m (t:) )

IS
(B () — R (81) (5 )

o P ] Y R
0

i 4 . .
+ et )

+2{P.Is-".-|[ti],-!".ls-lﬂi|:td]:|m () (R () — Ry (85-1)) ( E—— 1)

l1#2824(1)] 3
+ (st )’

{0 (%), O () = .
(Rt R )
—g (L el g (1)) (P B (1)l + (R (1) — R () (52)
+(IPBS )l + (R (8 — R ) (52))°
A P T
ﬂ{iﬁ‘ilééf];i%'{lllﬁz];jm ) 2
+ gt o e

R _
e e ) (B () - R*“f—l”(u-h_i)
105 N
+(rtin “‘*3')

|
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(€ (8, 0 (0)) = (IPB% ()l + (R (1) — R () (2))°

(i fta] 0 () I 12
- (el REW') +(fEststa )

Usando a propriedade {A.2) tem-se

Usando a igualdade (PE*, (), PE*, (1) H|P B, (t) x PE% ())|° = |PE () I” |1PE* (1),

tem-ae

{C% (), 0% () = (llf"E‘i @l sl et ) P

-L ) - =2
R (2:) )E(IIPE‘ s ()] — L) )

[l 56 )|
—
@6,0% ) = (rmi) (1ems @l - prsn o + G2 PO I
=
e oy - [ E) N7 (IPB (k) x PES @)1
(€ (), 0% (k) ("P-Eii{ti]") ( ||PEIi{t-i:]||2 )
—
o) o ey = [IPE () x PES (] o )
(©60,0% 00) = LI Gl g )
&
(14 (1), € () = (x (80 1P )| 1)) (B9

B.3 Calculo de X (t)
Substituindo (8.7) e (5.9) em {H.1) tem-ge {para t = ;):

fei (8 ) B (b) (o (8] B () | P B (&) x PES ()| — {PES (), PEY (k)})
(s () | PEF; (8| R, (8))°

K; {ti} =



-
K () = () B () [PEY () x P ()] PB4 (), PBY (1))
(ks (&) R (2)Y° 1P (&)
—
K ) = O R G IPE () x PES ()] (PB4 (), PES (1))
T T R RGP IPE @I @R )T IPE 6T
=
Ki(t) = IPE (t:) x PES ()| {PE% (8], PE% (£}
i (0) B ) IPES ()17 U () B (1))° I1PES (1))
A
L (PE (1), PE (1)
K-j ;] = —_ 3 =
W RE T R ) 1PE
—
K (t) = (PB (1) , PE", (1)

Rift:) (R (1)) i (1) | PB () x PE (&)

7h

(B.10)

(B.11)



Apéndice C

Deducao da Igualdade entre os Modulos do

Raio-vetor e Raio de Curvatura

Pedir que, em t = #;_; e t =1;, 0 mddulo do raio-vetor seja mumericamente igual ao

raio de curvatura {ou seja, ao inverso da curwtura) significa que

R (t) = K:(ﬂ
ou ainda
1
X = K; (8) (C.1)

Como, por hipdiese, a Propogicio 1 & satisfeita em ¢ = 4_; e ¢ = &, a curvatura
nestes pontod € dada pela equacio (H.11). Portanto, substituindo a equacio (5.11) na
equacio (1) tem-ge

1 _ 1 (PE'; (), PE% (t))
Bit) Ri(t)  (R(t) s () |PE () x PES (1)

_ {PE' (1), PB" (t)) _
(Re ()" 1 (£) \PE (8) x PES (1))

{PES (1), PE%, (1)} _
(i (1)) e (8) |P B () x PES (1)




i

E como, ainda por hipbtese, R (1) # 0, [PE ()| # 0 e |PE' () x PES (8)]] #0,

a

entan

{PE (1), PEY (1)
(R: (1)) s (1) | PEY: (1) x PE% (1)

=06 {(PE (1), PE* (1)) =0



Apéndice D

Deducao da Condicao de GC!

Considere-se dnis trechos de curva consecutivos O (t) e Oy (2) (portanto com O () =
Cip1 () = B). Para que O () e O, (2) sejam GO (em ¢ =1¢;) deve-se ter

O () =alq (1) (D.1)

Adequando {3.2) a {D.1) obtem-se:

_—e PAUIH] o gy Bl (R (] B ) o ey
PE (t) + fipum gyt () RO A

ot (B (8) — B () (523) = 02
[ PP R ) S an,,
"‘||£iu+i|[::]|| (o1 (i) — R (1)) (mll_u)

Como por construcao tem-gse

APE'(t;) =FPE', (),5c R

BIPE; )| = | PE o ()] (D.3)

ou seja, pode-se escrever (£.2) na forma:



e PEN) poy | PEMREE)LPESE) oy
PE' (k) + W"ﬁ () et
*ies :l:mu (B (8) — i ) (i) =

+ﬁ'ﬁ%%}n (R (1) — Ragr (85)) (m)

-

) 4 BN By PR o
PEL {4 + eangun b () sl o )

iy (R (8) — R (1)) (gmir) =
g PESl) p () PEARIPE) S5 () |
o ( APE' (1) + piost i e () — SOt R (&) )

P (R Gen) — Ron (8)) (52)

(1- ap) PE (1)

(1) - R ) (555) — @ Qe () = Ren () ()) ity

— ((PE (), PES () R (8) — §(PES (8), PE i1 (8)) Ry (1)) gl
+(PE® (t) Ry () — §PE 4 () Rop (1)) pgbmyy = 0

(1 — af) PE% (&)
n ({Rz (t:) — Rs (8i_1)) (m) — (R (hig1) — R (8) (m)) ﬂ%g‘_j—ﬂ
— {PE' (t:), Ri (t) PE% (1) — §Rens (8) PE%uy '“‘"D Tt
(PE‘ (&) R (8 — “PE‘.H.l (#:) Ray1 (2 ]) EESE 4|[taJII =0

(D.4)

Deamemhrando PE® (&) e PE% 1 () em componentes ortogonais apropriadas,

PEY (1) = ((%jpﬂni (ti.;,>ﬂ) + (PE‘E; (t) — <|I£§:—:E:;",PE“'& {te-ll>n)

PE%) (k)= (<%:PE“HL '[f-a']>ﬂ) +(PE“1'+1 (&) — <%,PE‘E+1 '[h])“)

LEddiil

PE ()
1P )

=



Bl

e (£2.4) em funcio das componentes ortogonais a PE', (L), tem-ge

Ry (t:) (PE (8) — { oty P B () yu) = (D.5)
& Rog (8) (PE s (6) — (ot PE 1 (20} )

Similarmente, escrevendo {£.4) em funcio das componentes colineares a PE'; (1)
{componentes em #) e lembrando que PE', (3,) = | PEY (3] ., tem-se

(1 —af) |[PE () =
+ (R () - R (60) (g23) — @ (R () — R 60) (525 ) ) Meaetellla
— {PE'(t) R (8) PE (1) — §Ron (8) PBSun (1)) el
+ (e () (il PES (8 )1 — R () (il PB e (49 )} by = 0

-

(1 - af) IPE" (t) | u
(@) - R tma)) (72 — e () — e () (5725 )
~ (P (1) B () PES: (0 — $es () PE"01 () o
"‘(ﬂ_H'ﬂﬁi: i B (5) PEY; () — $Rap (8 PE '[til} EEgE® =0

-

(1 —af) |PE () =
(R (1) — R (i) (525 ) — @ (g () — B (8)) (g )
— (PE‘.!- (f), 8 (&) PE (&) — i (L) PE%q {t-a'l} mﬂ-
+ <PE‘i (8], 8 () PE% () — §Rp () PES, {ti}> EEagEt =0

-

(1 —af) |PE (L) ||
+ ({R,- () — R0 )) (m) —a(flg) (hg1) — gy () (m)) u=0

A

(1 - aB) |PE (8]
+ (R () — Be (1)) (3) — @B () — B (8)) (52;) =0

-

1B @)l + (@8 — B (8-1)) (535 ) =
a (BIPE G+ (et (4} - Rens @) (72=5)




Subatituindo 3 pela equacio (0.3):

IPE* @)l + (R (8) — R (81)) (52— ) =

D5
a (IPB a1 ()] + (Rorr (b1) — Rewa () (57=;)) oo

Entretanto, por construcio, a condicio expressa pela equacio (A.2) vale para os
extremns do trecho C; () entio:

0 =al

(Ou seja, a condicin dada pela equaciio (D.6) & sempre satisfeita. Assim, para que
o8 trechos €% (#) e Ciqy () sejam GO em ¢ = 4, basta eseolher o valor de & que satisfaca a
equaciio (.5).



Apéndice E

Deducao da Invariancia sob

Transformacoes Rigidas

Aplicando uma transfomaciio geral sob a equaciio da curva {3.1) tem-se que:

PE' (1)
P& (|

AC ()40 = (APE; () +v)+4 { ({R,- (8 — Rs (h-1)) (t_ t"‘l) +R, {tz-_ﬂ)}

ti— i1

Se PE; (t) pode ser escrita na forma de (2.4), tal que valha a condicio de invarifincia
sob transformacies afing (ver Seciio 2.3.2) entio

" (£ non)
AC.;-{t}-I—ﬂ:(AEF;,{t}Pk-I—ﬂ)+A ‘ *‘:ﬂ R; ()

= (Enon)
onde:
Ri(t) = (R (8) — R (o)) (150 ) + Rt

e

=a =a

ACi () +v= (A iﬂ,{t}ﬂ,-l—iﬂ,{t}ﬂ) +4 [| (EUF;: {t}ﬂ,) |It(t]]

A

" AT ROF+ 3 @
ACG® +o=Y R (AP +0) + =0 _— =0 R (8)
= (En0n)]
=0




-
S FL(t) (APy +)
AC ) +o= Eﬂ,{t}{Aﬂ,wHH R (1)
=0 (£ awR)
-
. (£ m@an+s)
A+ =Y F () (AP + )+ EL_ Ry (1)
k=0 (Zﬂmﬂ)
=0
&

IPT Trees (Epwunen) [(£aounen)

(ZﬂWMﬂ+}“ uz&mﬂ)

R (1)

-

(£ R@ur +ﬂ;) (£ myaren)

(£ A®@p+n)

AC (B 4+o = Eﬂ, {t) (A Py + )+

R (1)

‘| EACEA]

& GO

|| ( éﬂ F(8) (AP, -I-T}:])
Enon)

|
=1

ge e somente se a transformacio for rotacio ou translacio, nestes casos, vem

(£ae {APJ;-I—ﬂ})
AC(t) +v= EFJe (8) (AP, + ) + =0

k=0

R (2]

|(z AL @) {AP;,+1;})




Apéndice F

Calculo dos pontos de controle para

satisfazer a Proposicao 3

Congiderando que cada segmento PE; da PE é modelado por uma curva de Bésier

de grau n, tem-se:

PE; (1) =n(8;, — Big)
PE'(t) = n(Bip — Bip_1)
PE® (k1) =mn(n—1)(Big —28;) + Bia) =n{n —1) [(Biz — Bi) — (Bi, — Big)]

PES ) =n{n—1){Bip —2Bipn 1+ Bipg)=nin— 1)[{Bip —Bin_1) — (Bin-1 — Bin_2a)]
para que a Propogicho 3 seja satisfeita, deve-se ter, em t=4%,_; et =14
{(PE (), PES (8]} =0
para t =1;_; tem-se

{PE' (ti-1), PE% (1)) =0



{n(Bip — Big)yn{n—1) [(Big — Bin)— (Big — Big)]y =0

n?(n—1){(Bi1 — Big),[(Biz — Bi1) — (Biy — Bigl) =0
&
n® (n— 1) ({(Bsy — Big), (Biz — Bun)) — {{(Bip — Big), (Buy — Big)}) =0
&

n®{n—1) ({{Bi',l — 80}, (Big — By ) — [18i1 - Bi,ﬂ||2) =0

como w2 1, vem

{(Bi1 — Big), (Byz — By,)) — |Big — Big|F =0

{(Bsy — Bog) s (Big — B 1)) = 185, — BogllF

1B:2 — Bipl|eosoiy = |Biy — Big|
Anslogamente, para t =1; chega-se a
||Hi',n—]. —Bin g || COET; 9 = ||JiEII im— Bin1 ||

enta confipuracio de pontoa de contmle para n = 3 esta mostrada na Fipura F.1.
Hemelhanca de trifingulos aplicada i Figura F.1 permite chegar a

1 .
.Di =ﬂm95i +od o

(sin g, )*



&7

Fipura F.1: Pontos de controle de uma curva de Bésier clbica que satisfazem 4 Proposicio
3.



Apéndice G
Calculo de 7% sujeito a Proposicao 3

Substituindo a equagio (4.6) na equaciio {(4.7) tem-se

rrL,—-0_,
By =PLi+ -l (p a7,
o =Pl e P2

E agora, usando as equaches (4.1) com § = 1 e ({11}, pode-se escrever

PIi—Pi—l
PL+ ——————— (D +2T) = Py — &, J (b
s L
L Pri—# . Mk
mag como &1 =1 @ g —p—n = i (td—1) P
PI,— P, it
Pl 4 -t il p o +—||R:t_ ||
|PL, - P 11|I{ ) =Ha 1FL: — B | e
=
PI,— P,
PL— P+ o P+ 28) = op —p o R )]
LR - P .ELII(" R IIPI *1" e
=
Pl — Py + ppriopy (D + 2T3)
o] - R

FPL—F 4

(G.1)



| 3| = 1PE: — s + (2 +27)

De forma andloga para as equacies {(4.8), {4.9) e (4.2), vem

||I_f: {t'}" = | — PL|| — (D + 2T3)
Substituindo (.2) e (7.3) em (4.5) chega-se a

£ — PE|| — | PL: — B || - 2(D: + 28)]
n

T, =

Como n = 3 e portanto I, =T, co8 0, 2X29% tem-ge

(pin o]

14 cos o;
ar, = ‘uﬂ- - PL| - |PE, —P--lu—ﬂ(ﬂcmai.—;mz)
{sino;)

14 eoso;
3T = |8 — PL| — |PL — Pia]| - 2T [ cos 0y == 2071 |
{ging;)

1 4 o8 oy
3T, = ||B — PL|| - |PL — Bo_1| - 2T, [ cos o ———— 2 _ 4 2
1 — (eos ;)

o
o0 o; 4+ (on8 o
iT: = ||B — PL|| - |PL: — Pi_y|| — 275 i+ ( ;} +2
1—{coaa;)

59

(G.2)

(G.3)



cogo; + (eoao )2+ 2 — 2{enao, 1®
aTi':‘"PI'_PL'"—|IPIi—Pi—1|I—ﬂ1.i( i + i) { ) )‘

1 —{eoso; )

oo8o; — {co8 ari-]E + 2)

T, = ‘IIH- — PL| - |PL — B || - 2T ( 7
1 —{ongo;)

2
3T, = | - PL| — |PL — P_, || - 2F, (ee=lomed 47)

l—{uuaa'q
se ||F; — PL|| > |PL — P_1|| +2T; (m-;ra_—tm;um ;31 +2)
L))
4, = 1P - PRI+ 1PT - Rl 20 (=55 0mel)
e |1Pi— PL| < |PL — Py | + 20 (=mcfemeg i)
s

]
(3 +genleme Y g, — |p, - PL|| - | PL - Py

1 —(conay]
CHL
2
(3 —peecloma ) 1y — _ P~ PL| + | PL - P
=

2
(3 + fomgiZom g4 T, = |y — PL| - [P - P

1—[ioom o] 2

L

2
(3 - ZeeeBlomad MY 7 — — ||P;— PL| +|PL — £y

1—[em &y)*




91

—

2 2
(oo tomei doma 31) 7, = |Ps — PL|| - | PL — Fi |

l—(uma:_-]!

2 2
(oo Bemoeidonail ) g, — _ |P, — PL| + |PE - Pios|

1—{con .'.l'{]-‘J

-

(ﬂmq—es(maq]ﬂ-w) Ty = |8 — PL|| - |PL — Py ||

1—(em & F
CHL
—1-2 _ 2
(ZEBe Sl ) 1, = — |Pi— PL| + | PL - P
-

]
(Em'ﬂ Pkt +T) T = |& — PL|| - |PL — Py ||

1 — (oo oy ]
ML
—[14+ 2
El—ml:ﬂd'iﬁ::;]lﬂﬁi]) T‘i == "P‘I! - PI'!' |I + |IPI'!' - Pz’—lll
=

2
(Pempileee ) T, = |By— PL| — |PL — P

1—(cm o)
L4 77
1+
(fe=al) 7, = |7, - P - |PL - £
o

2
T: = (| P — PL|| — | PEL — B 1—{meay)

Zoone;—5{om oy 47
CHL

{L—comeri]
T ={||& — PL|| - [|[PL — Pi1 ||} |[1+$:::]

De forma aniloga, para o equacionamento da Secio chega-se ao seguinte resultado:
1—
T, = (IPL - Bill - |Py - P f5omed
on

2
T = (|PL; — B|| — | P — PL||) 1—[cos o)

2eoso;—5{om o :|"J +7




Apéndice H

Notacoes adotadas

4[| denota o médule (horma) do vetor A.
F{#) denota a derivacio da fungio f (2) em relacio a t { f<(t) = Ly,

{A, B} denota produto escalar doa vetores 4 e 8.



