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1 Introducao

Este trabalho tem como objetivo simular visualmente e modelar o comporta-
mento de deformacao tecidos, utilizando modelos baseados na teoria de superfi-
cies de Cosserat [2]. Os trabalhos que tem sido publicados em geral utilizam mo-
delos que, embora gerem resultados satisfatorios, possuem algumas limitagoes
como a falta de relacdo com as caracteristicas fisicas do tecido, e a necessidade
de se usar fatores atenuantes para evitar oscilagoes incompativeis com o compor-
tamento esperado. O melhor exemplo dessas limitagoes é justamente o modelo
mais utilizado, baseado em sistemas massa mola, onde a malha é representada
por pontos de massa conectados entre si por molas.

O modelo explorado aqui tem como vantagem trabalhar com valores que se
relacionam diretamente com propriedades geométricas do tecido em movimento
como a alteragao da area e curvatura associada aos pontos discretizados do te-
cido em cada instante. Utilizando conceitos de geometria diferencial é possivel
descrever o comportamento de curvatura de foram direta. Comparando com o
modelo do tipo massa-mola, passa a ser possivel também a descricao de proprie-
dades de curvatura de cada ponto, ao invés de se ficar restrito a modelos lineares.
No entanto, a técnica de estimacdo das propriedades diferenciais utilizada nos
trabalhos anteriores se baseia no método de diferencas finitas [3, 4]limitada a
malhas de topologia retangular. O foco deste projeto é estender o modelo im-
plementado para malhas de topologia arbitraria.

O projeto como um todo, esté dividido em trés grandes partes. A primeira é
o célculo dos valores geométricos necessarios para a simulagao fisica. A segunda
é a simulacao fisica em si. Na terceira e ultima parte aplicamos essa simulagao
para gerar distintos efeitos visuais. Este trabalho é relativo a primeira parte,
que é o célculo dos tensores métricos e de curvaturas para um ponto qualquer da
malha para um instante ¢ qualquer da simulagao, através da primeira e segunda
formas fundamentais da superficie (IFF e IIFF respectivamente). E necessé-
rio que possamos estimar esses tensores em modelos discretos e numéricos, sem
nenhuma associacdo com parametrizacoes matematicas explicitas para as de-
formacoes, e que esse calculo nao impeca uma simulacao rédpida. Como esses
serao os valores de base de todo o trabalho, é importante também que os al-
goritimos utilizados ndo introduzam muitos erros numéricos. Para verificar a
grandeza dos erros, foram feitas comparacoes em algumas deformacoes espe-
cificas e controladas, com os valores analiticos obtidos para superficies dadas
explicitamente.

Rusinkiewicz et al[5] j4 propde uma técnica para calcular as curvaturas de
uma superficie qualquer discretizada em uma malha de topologia arbitraria.
Mas é necessario modifica-la e expandi-la levando em consideragdo os nossos
objetivos, e a necessidade (para poder calcular as variagoes de energia) de po-
der comparar valores de tensores, do mesmo ponto, em instantes (e portanto
deformagoes) distintos.

Nesse momento, ainda estamos nos restringindo a malhas triangulares para
modelar o tecido, mas essa é uma limitagao de escopo para esse trabalho em
especifico, e ndo da teoria. Essa nova abordagem nao é, entretanto, sem custo.
Como esperado, na medida que usamos técnicas mais complexas para calculos
de propriedades mais diretamente associadas as caracteristicas fiscias da su-
perficie, o custo computacional é acaba sendo significativamente maior. Como
nossa proposta de trabalho tem foco na visualizagdo e computacio grafica, é



importante também analisar a viabilidade de simulagoes em tempo real, seja
nesse momento ou com a implementacgao de técnicas adicionais.

2 Elementos Basicos de Geometria Diferencial

As duas propriedades que nos interessam para poder aplicar a teoria de super-
ficies de Cosserat sao o tensor métrico e o tensor de curvatura para um ponto
qualquer na superficie. O primeiro nos da uma medida de area ao redor, en-
quanto que os segundo informa sobre o quao acentuada é a curvatura ao redor
do ponto sendo considerado. Ambos os tensores sao calculados em relacdo a um
plano tangente a este ponto, e possuem quatro elementos, de forma a expressar
as grandezas em relacao uma direc¢do, ja que a superficie pode ser, por exemplo,
curvada em um sentido, mas plana em outro, como um cilindro.

2.1 Tensor Métrico

Para entender o conceito de tensor métrico, € o que ele representa sobre a
superficie, precisamos primeiro pensar em uma superficie regular parametrizada.

Suponha-se que se tenha um plano com coordenadas u e v. Podemos utilizar
3 func¢oes especificas para transformar uma regiao desse plano, em uma superficie
no espaco {z,y,z} cartesiano. Um exemplo simples, de uma superficie com forma
de sela, seria:

y(u,v) =v 2(u,v) = u? —v? (2.1)

x(u,v)

|
S

Figura 2.1: Plano u x v e dois estados de parametrizacao da superficie tipo sela.

Outras parametrizacoes permitem descrever superficies muito mais comple-
xas.

Para estabelecer uma convencao, descrevemos a superficie obtida no espaco
cartesiano de S, por uma parametrizacdo definida por uma funcdo r

r(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) (2.2)



Consideramos agora o que acontece quando temos um % ou v constante.
No plano original u x v, teremos linhas retas. Essas linhas serao mapeadas,
através de r(u,v) em curvas no espaco, pertencentes a superficie S. Um exemplo
de linhas e curvas obtidas dessa forma estd na Figura 2.1. Considere agora
um ponto P, pertencente & superficie. Se consideramos as derivadas parciais
da fungao r(u,v) nesse ponto, estamos na verdade considerando as derivadas
dessas curvas obtidas com u e v constantes, que passam pelo ponto P. Assim
%, que chamaremos de r, por conveniéncia, é um vetor no espago, tangente a
curva com v constante passando por esse ponto. Como essa curva pertence &
superficie, esse vetor também é tangente a S. Analogamente, para r,, também
teremos um vetor tangente a curva e a superficie. Logo, r, e r,, se forem
distintos e linearmente independentes, definem um plano tangente a superficie.
Superficies definidas com esse tipo r,, e r, sdo chamadas de superficies regulares.
Nosso trabalho seré restrito a elas. Quando estivermos falando em tensores que
determinam caracteristicas dessa superficie nesse ponto, eles serao descritos em
relacdo a esse referencial {r,,r,}.

Consideramos agora uma curva «(t) qualquer, que pertence a S e passa por

P
a(t) =r (u(t), v(t)).
Um vetor nesse ponto, descrito como

da(t) _dr _ du o
dt dt tdt o Udt

dr =r,du +r,dv (2.3)

seréd tanto tangente a «(t) como a S.

A chamada primeira forma fundamental da superficie, pode ser vista através
da definicao do quadrado de comprimento infinitesimal de um elemento de arco
de a(t).

[FF(a(t)) = da(t) - da(t) = (ruf;f 4 rv(jl:) . (ruil;; + r,,f;g (2.4)

dudu o dudy o dodu o dodo
dt dt At dt TV dt dt VT dt dt
Se definirmos

11 =Tryly (12 = G291 = IyTy a2 = TyTy (2.5)

Podemos escrever na forma matricial

IFF(a(t) = [ % Z;’][Zi H%} (2.6)

Chamamos o tensor formado por aiy, aiz, asie ase de temsor métrico da
superficie S em P, onde a12 = ag;. O valor ajs s6 serd 0 quando o produto
escalar r,.r, for nulo, ou seja, quando esses vetores forem ortogonais. Duas ob-
servacgoes sao importantes para o nosso trabalho. Primeiro, é possivel observar
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Figura 2.2: Variacdo do vetor tangente (t2 — ¢1) em relagdo ao vetor normal n.

que este tensor esta associado a deformacoes de tamanho, ou area, das vizinhan-
cas desse ponto [6]. Olhando aq; por exemplo, r, ird aumentar se os pontos se
afastarem nesse sentido, j& que os pontos originais no plano u x v da parametri-
zagdo permanecem iguais. Segundo, essas grandezas sdo definidas em func¢éo do
referencial local, nesse caso definido por rye r,, especificado em cada amostra
da superficie, e cada uma dessas amostras possui seu proprio referencial, que
ainda pode se alterar se a malha for deformada. Dada essa propriedade, nao é
possivel comparar diretamente dois valores de tensores métricos para amostras
diferentes, ou mesmo para uma mesma amostra, mas em instantes distintos da
simulagao.

2.2 Tensor de Curvatura

Para estudarmos o comportamento de uma superficie quanto a sua curvatura,
é preciso primeiro definir um vetor normal para cada ponto pertencente a ela.
Como r,, e r, ja formam a base do plano tangente a superficie S em um ponto
P, podemos definir o vetor normal unitirio para esse ponto como

Ty X Ty Iy X Ty

B ([T X Ty || B aiiaz — (a12)? .

Para ter uma medida do quanto a superficie se curva ao redor do ponto P,
voltamos a usar uma curva «(t). Considerando o arco infinitesimal centrado
nesse ponto, se olharmos a variagdo do vetor tangente a «(t) em relagdo ao
vetor normal, teremos uma medida da curvatura nesta dire¢do (Figura 2.2).
Por exemplo, com essa relacao expressa por um produto escalar, um valor 0
mostra que o vetor tangente nao se alterou no sentido de n.

A variagdo do vetor tangente é expressa pela derivada de segunda ordem

@ = ( 0% dﬁJr 0% dl)dﬁ+r (@)+( o’ d£+ 0% @)@+r (di’)
dt  “Oudu dt  Ovdudt’ dt " di2 Sudv dt ~ Ovdv dt’ dt U dt?

A componente na direcdo do vetor normal é dada pelo produto escalar.

&.n_( 0% @_,_ o*r @)dﬁ.m_r (@).nH 0% ‘L“_F 0% dl)dl.m_r (@).n
dt 7 Oudu dt  Ovdu dt’ dt “N 2 Oudv dt -~ Ovdv dt’ dt N dt?

Novamente, definimos quatro termos como sendo

0%r O%r 0%r 0%r
by = ———n big = ——-n by = ——— -
Oudv

Ovou baz = vow (2.7)



onde bio= by; para parametrizacoes com derivadas parciais continuas. A
segunda forma fundamental da superficie fica

d?r du du du dv du dv dv dv

IIFF(da(t = n=bj—— bk Ntk aav

(¢ a(t),n) p TR i T T TR e TR T
[IFF(da(t)n) = [ du dv ]| bu b i (2.8)

’ e dt ba1 b2 i )

Os parametros by1, b1z, ba1e bao compoem o tensor de curvatura, tem relagao
direta com quanto a superficie se curva nas diferentes direcoes de %’ em relacao
ao vetor normal n.

2.3 Matriz Weingarten

Uma forma de expressar as propriedades geométricas da superficie ¢ uma matriz
2x2 chamada de Matriz Weingarten, que possui uma relagao direta com as
curvaturas maximas e minimas em um ponto, bem como as dire¢oes nas quais
essas curvaturas ocorrem. Como esperado ja que estdo descrevendo as mesmas
propriedades, é possivel fazer uma relacao entre essa matriz e os tensores métrico
e de curvatura.

2.3.1 Um estudo de caso

A variagdo do vetor normal, ao longo de uma curva qualquer «(t) sobre a su-
perficie § nos da as curvaturas nos pontos P, sendo considerados, em relacio a
dire¢do de a(t). Para entender melhor esse conceito de curvatura, peguemos o
exemplo de um cilindro de raio R e altura 2!, que tem a seguinte parametrizagao:

r(u,v) = (Rcos(u), Rsen(u), v)

Nessa superficie, o vetor normal n tem sempre direcdo "saindo" em relacao
ao eixo central do cilindro, com norma 1. Assim, no caso do cilindro descrito
acima, considerando curvas de forma

a(t) = (Rcos(u(t)), Rsen(u(t)), v(t)) ,

temos o vetor normal ao cilindro ao longo delas

n(a(t)) = (cos(u(t)), sen(u(t)), 0) .

Considerando duas curvas especificas: (), um segmento de reta vertical ao
longo do cilindro, e 5(t) uma circunferéncia de raio R, ambas parametrizadas
de forma que o vetor derivada seja unitario (Figura 2.3).



Figura 2.3: Cilindro, v(t) (vermelho) e () (azul)

v(t) = (R, 0, ) B(t) = (Rcos(;), Rsen(y), 0)
dji(tt) = (0, 0, 1) digt) = (—sen(L), cos(L), 0)
(2.9)
n(v(t)) = (1, 0, 0) n(5(t)) = (cos(f)7 sen(f), 0)
@30 = (0, 0,0) W) — (4 sen(%), cos(£), 0)
Para ter uma medida da variacdo da normal & superficie ao longo destas
curvas, fazemos o produto escalar do(‘igt) . dn(gt(t)). No caso de ~(t), esse produto

¢ 0. Ja no caso de 3(t), esse produto fica %. Esses sao os valores que chamamos

de curvatura da superficie nas dire¢oes dos vetores tangentes a estas curvas. No
primeiro caso, a superficie nao se curva ao longo da curva (t), logo a curvatura
nesta direcdo é 0. Para f((t), a superficie se curva de uma forma constante,
e nao é por acaso que o valor % aparece. Na definicao de curvatura, o valor
expressado é tal que indica a circunferéncia de raio R que se encaixa no ponto
sendo considerado.

Curvaturas principais, indicadas por k1 e kg, sd0 as curvaturas minima e
méxima de um ponto qualquer de uma superficie. No caso do cilindro, elas sdao
iguais para todos os pontos, ou seja, 0 e %. Diregoes principais sao vetores indi-
cando as diregoes onde a superficie possui essas duas curvaturas, representados
por dp; e dps.

2.3.2 Generalizagao

O exemplo do cilindro permite entender o conceito das curvaturas direcionais,
mas é um caso especifico onde ocorrem muitas simplificacbes. Mesmo se con-
siderarmos curvas menos especificas, j4 aumenta a dificuldade de calcular a
curvatura. E preciso tentar generalizar o calculo da variacdo do vetor normal
n em uma dada direcdo. Um caminho que parece razoavel é tentar expressa-la
em relacao a uma base ja conhecida. Para isso, primeiro decompomos o vetor
normal n

dn_ondu  ondo

dt — Oudt Ovdt’
Ou, definindo

On On

=1, =1y

ou o



n _ | du o
dt — Y dt vdt

E possivel observar que n, e n, sdo tangentes a superficie. Sabemos que
n-n=1

d(n-n)
du

Isso s6 serd verdade se n e n, forem perpendiculares. Analogamente, pro-
vamos que n e n, também tem a mesma relacao. Logo, se tanto n, e n, sdo
perpendiculares a n, eles pertencem ao plano tangente & superficie. Lembrando
que r, e r, também definem o plano tangente, podemos escrever 42 em termos

dt
do referencial {r,,r,}, pois

=n, -n+n-n, =0.

n, = Wiily + Wa1ly

n, = wWialy + Waaly (2.10)

Ou em forma matricial

I, — w11 w12 Ty (2 11)
n, w21 W22 ry
Essa é a matriz Weingarten. Ela possui propriedades importantes [6]. Em
especial para o nosso trabalho:

e A matriz W é diagonalizavel.

e Seus auto-vetores sao ortogonais, e representam as dire¢oes principais, no
plano tangente, do ponto da superficie.

e Seus auto-valores sao as curvaturas principais do ponto.

Para obtermos as direcoes principais no espago cartesiano, é preciso levar em
consideracio a base a partir da qual a matriz foi calculada. Se essa base for r,
X Ty, é preciso multiplicar os componentes dos auto-vetores por cada um dos
vetores da base para sabermos as dire¢oes principais. J4 as curvaturas minima
e maxima ki e ko sdo valores escalares que nao dependem de base.

Finalmente, é possivel relacionar a matriz de Weingarten com o tensor mé-
trico (Eq. 2.6) e de curvatura (Eq. 2.8).

Como {r,,r,} pertencem ao plano tangente a um ponto, podemos afirmar

r, n=0 e r, n=0

Diferenciando em u e v obtemos



0%r On
uou, tru o
0%r on
uow o o
0%r on
ovdu nt Ty o
9%r on
Ovov Ty o

9%r

=0=

82
=0= l

9%r

=0=

82
=0= ul

oudu
oudv
ovou

ovdv

.nu
.nu
.nU

-, (2.12)

Utilizando as defini¢oes para os termos do tensor de curvatura dadas na

Eq.2.7, temos

b11 = ﬂ n—-—-r
oudu b

b12 821' n=-r,
Ooudv

b21 821' N = -—-r,
ovou

boo = Or = Ty
ovov

Substituindo Eq. 2.10 em Eq. 2.13

—bi1 =1y -
—bia =1y -
—ba1 =71, -
—by =1, -

(
(
(
(

W11Ty + Wa1Ty

W12Ty + Woaly

W1aTy + Waaly

Usando as defini¢oes do tensor métrico 2.5

‘1,

‘1,

-1,

—bi1 = wian1 + w1012

—b12 = wi2a11 + Wa2a12

—ba1 = wi1a21 + wara22

—baa = wi2a21 + Waza22

(2.13)

) = Wi1Ty Ty + WorTy Ty
) W12y Yy + Wo2Yy Ty
W11Ty + W21Ty) = W11TypTy + WLy,

= W12Tyly + Waaly Ty

(2.14)

Com isso, assumindo que conhecemos os tensores, temos um sistema linear
com 4 incognitas (wi1,w12,wa1 € wes) € 4 equagdes. Resolvendo e substituindo

em Eq.2.11

n, | 1
n, aii1ag22 — a12

bi2aia — bi1age
bagai2 — bi2a22

bi1aiz — bigan
bi2ai2 — bazaiy

} . { E } (2.15)

Relacionando diretamente os tensores com Weingarten temos

10



[ ][ n)lnn] e

bar  boo Wiz  Wo2 a1 Q22

Portanto, se {r,, r,} forem ortonormais, existe uma relacdo direta entre
Weingarten e o tensor de curvatura.

Outras caracteristicas especiais ocorrem se ao invés de usarmos as derivadas
parciais da parametrizacdo como base {r,, r,}, adotarmos as dire¢des principais.
Como dp; e dp, sdo ortogonais entre si, ocorre que

a12 = az1 = bia =by1 =0

Logo, Eq. 2.15 passa a ter uma expressao muito mais simples, e ainda é
possivel associar os auto-valores, que sao as curvaturas principais com o tensor
meétrico e o de curvatura,

b1
Ry = —
a11
bao
Rg = —
a22

2.4 Transformacgao de Coordenadas

Como visto, os valores expressos nos tensores métricos e de curvatura dependem
de uma base de referencia. No nosso trabalho existe a necessidade de comparar
valores de tensores relativos ao mesmo ponto, mas descritos com duas bases
distintas, tanto para podermos expressar os tensores métricos e de curvaturas
estimados em uma mesma base, como para avaliarmos as diferencas entre estas
estimativas e valores obtidos analiticamente.

Até o momento, a superficie r foi definida como uma parametrizacao nas
coordenadas u e v. Mas podemos considerar também em relacao a w e v, de
forma que Eq. 2.2 fica

r(a,v) = (x(a,?), y(a,), 2(a,0))

Pela regra da cadeia, definimos ry e ry

o _or_Ordu Ordv  Ou_ Ov
“T 54T dudn  ovon  “on ' 'om
o or or Ou Or Ov @ . @

"= 9% " ouor Towan Tar TMas
(2.17)

Assim, Eq. 2.5 na nova base assume o seguinte aspecto

11



Q11 = rgly = (ru% rva~).(ruaﬂ rv%)
a —~r~—(r@ rav)(r@ r@)
12 =TIgly = uaa v8~- uaf) va’D
a —r~r~—(r@ rav)(r@ r@)
21 = Tplyg = uaﬁ va~- uaﬂ Uaﬂ

ou ov ou ov

Q22 = Igry =

(r

Fazendo o produto e usando Eq. 2.5, chegamos a

u% + I‘v%).(ru% + I‘v%) .

8u8u+ 3u8v+ 8vau+ @@
i = angeae taegnae Tangoan +ange o
3u8u+ 8u81}+ 8vt‘3u+ @@
(e = ange ae g an angran an go o
8u8u+ 8u81}+ 8u81}+ @@
21 = angrao + g ae T an goan +angr o
8u8u+ 8u(‘3v+ 8u8v+ @@
22 = an gz go + e as Fangras tangrog

(2.18)

Com isso, temos uma forma de converter os valores do tensor métrico de uma
base para outra. Para fazer uma associagdo que vai ser importante, escrevemos
na forma matricial

~ ~ ol o) ol o)
air a2 | _ g—g Z ai;p a2 % %
a1 Gaz 5 58 as  Gg2 5% 5%

As matrizes multiplicando o tensor sdo, respectivamente, de acordo com
Carmo et al[6], J(@,9)” e J(a@,0) onde J é matriz Jacobiana de mudanca de
coordenadas. E possivel fazer uma demonstracio analoga para tensores de cur-
vatura, obtendo as mesmas expressoes andlogas para by1, bia, ba1 € bao.

As expressoes acima foram deduzidas assumindo duas parametrizacoes de
uma superficie em torno do mesmo ponto. Ou seja de tal forma que {r,,r,} e
{rz,rs} sejam bases do mesmo plano tangente. Entretanto, como o objetivo do
nosso trabalho envolve deformagoes, surgird a necessidade de comparagoes em
planos distintos. Mesmo para o calculo das propriedades de uma malha estatica
s6 envolve sempre o mesmo plano quando se considera aproximagoes.

Rusinkiewicz em [5] propoe projecoes dos eixos das bases como uma forma de
converter os valores. Entretanto esse conceito so é valido quando {u,v} e {u,0}
pertencem ao mesmo plano, no caso a tangente do ponto sendo considerado na
superficie. Quanto esse nao é caso, Rusinkiewicz propde um primeiro passo de
rotacao da bases para que estejam no mesmo plano e s6 entao as projecoes. Isso
introduz um erro nas contas, que depende do angulo entre os planos. Se forem
pequenos, o erro é pequeno e aceitavel. Entretanto, no nosso trabalho, é espe-
rado que ao deformar a superficie, os planos tangentes em instantes distintos,
para o mesmo ponto da malha, possam ser muito diferentes entre si. Com isso
a técnica proposta nao satisfaz as nossas necessidades.

Para resolver esse obstaculo, foi proposta uma forma alternativa de fazer a
conversdo dos valores, aproveitando a matriz Jacobiana em Eq. 2.19. Supondo
que se tenha duas bases B = (u,v,w) e B = (@, 0, W)

? ‘

W

(2.19)

IS

12



Uy Vg Wg Uy Vg Wy
B=| uy, v, wy Uy Wy
Uy Vpz Wy Uy Vpz Wy

ool

I
<
8

e se quer converter os tensores da B para B. A matriz J necessaria é

Ou  Ou  Ou
U 0} %111))

J(i,0,0) = | 9 dv v
Wo0=) o o g
N T
Para calcular os valores de J(a, v, w)
B = B.J(,0,w) = J(u,o,w) = BB

Logo, conhecendo as bases B e B é possivel ter os valores das diferenciais
para converter os tensores usando 2.18. Esses valores sao a matriz 2x2 contida
no canto esquerdo superior de J.

2.5 Algoritimo

Até agora vimos como calcular os tensores métrico e de curvatura partindo
de parametrizagoes da superficie do tipo r(u,v). Entretanto os objetos que
desejamos trabalhar sdo superficies representadas por uma malha discretizada
de topologia arbitraria, compostas por vértices e arestas. Também se espera
que a forma dessa malha nao tenha parametrizagao conhecida, especialmente na
medida que vai-se avan¢ando nas iteragoes da simulagao fisica. Se torna portanto
necessario usar técnicas de geometria diferencial para dominios discretos. O
algoritimo implementado para a estimacao dos tensores de curvatura e métrico
de uma malha arbitraria é bem semelhante ao descrito e implementando por
Batagelo e Wu [7], que por sua vez tem como ponto de partida a implementagao
de Rusinkiewicz [5].

O primeiro passo é estimar as normais de todos os vértices da malha. Usamos
um dos métodos mais simples [8] que consiste em fazer a média de todas as
normais das faces conectadas ao vértice. Embora simples, essa técnica produz
bons resultados e é bem eficiente computacionalmente ja que a estimativa das
normais de cada face pode ser feita com um simples produto vetorial das arestas.

Z?:ol N

- —1
| >0 Nl

v
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Figura 2.4: Malha ao redor do um vértice v

Representando cada aresta conectada a v como e; = v; — v e com as normais
calculadas, pode-se comecar a estimar a variacdo do vetor normal n; para cada
e;, como se a aresta representa-se o vetor tangente de uma curva qualquer
passando pelo vértice (Figura 2.4). Na descrigdo do dominio continuo feita
anteriormente, o vértice v representa o ponto P sendo considerado, e cada aresta
a tangente de uma curva «(t) pertencente a superficie.

E preciso uma base de referencia. Para tal é escolhida uma aresta como eg e,
em conjunto com a normal, é determinada uma base ortonormal {t,b,n}, com
origem em v

€o
t = — 2.20
el (2.20)
b = nxt (2.21)
= n 5
Como e; é considerado como um dc;‘lgt), as variacoes em relacao a referéncia

escolhida podem ser expressas como

Q

e; tAt + bAb = tt; + bb; (2.22)

tt; + bb, ,

que nada mais é que uma discretizacao da Eq. 2.3. Mas pensando na aresta
novamente como um vetor, ele pode ser representado como componentes obtidas
por projegoes na base

ti = €;- t
bi = €;- b
Discretizando agora
ITFF(a(t) - doyn) = S(a(t)) - dr

de,n - €; = wi1tit; + wiat;b; + w1 bit; + waabib;

Escrevendo ITFF em fungdo dos vetores (e; - t)t, (e;-b)b e e;

14



die;tyen - (€ - t)t) ~ ((m; —n) - t)t; = Any ity & wirt] + wiat;b;
d(e; byt - ((€; - b)b) ((n; — n) - b)b; = An, pw; ~ warbit; + waob;
den-e; =~ ((n; —mn)-t)t; + ((n; —n)-b)w; = An, it; + An; pb;
A wiit? 4 2wiatib; + waob? (2.23)

Q

De acordo com Eq. 2.14

birai2 — bizai:
11022 — (Cl12)2
baoai2 — bizai1

arnags — (a12)?’

wiz2 =
w21 =

como o sistema {t,b,n} é um sistema ortonormal escolhido por gerar um tensor
métrico caracteristico

aj; =age =1
= wig = Wa1 = byo (2.24)
aj2 = a9 =0
A Eq. 2.23 representa a curvatura da malha para cada aresta e;. Para tornar
possivel resolver o sistema, assim como tornar os resultados computacionalmente
mais robustos, cada aresta tem um peso igual na contribuicao do calculo da
segunda forma fundamental.

n—1 n—1 n—1
S Angti = by 7 +bip Y tib;
i=0 i=0 i=0
n—1 n—1 n—1
> Aniphi = bay Y biti+byy y b
i=0 i=0 i=0

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
D Angti+ Y Angyb; = b Y t7+bin ¥ (tibi +biti) + b »_ b7
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

Com o tensor de curvatura, é importante lembrar que a base {t,b,n} é orto-
normal, o que implica em um tensor métrico com forma de matriz identidade.
Por 2.16 sabemos entao a relagao direta entre esse tensor e matriz de Weingarten.
Logo pelos autovalores do tensor calculado pela malha, é possivel determinar
as curvaturas do vértice v, e pelos autovetores, as direcoes principais na base
{t,b,n}.

Entretanto, este tensor métrico como expresso em 2.24 nao serve para ter-
mos uma medida da deformacao da malha, justamente por depender da base
{t,b,n}, que é normalizada independente to tamanho das arestas sendo pro-
cessadas. E preciso entdo, para o tensor métrico, escolher uma base que reflita
as deformacoes de alteracao de area da superficie. Para tal, sdo escolhidos, no
estado inicial, dois vértices vizinhos que serao usados como referéncia constante.
Para cada instante ¢, uma base {a;,as,n} é determinada pela diferenca entre
cada um desses vértices e o vértice sendo processado no momento, e a normal.
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Essa base nao é ortonormal, e nos da uma medida da expansao e contracao da
area da superficie para cada regiao da discretizacao.

Finalmente, utilizando a técnica descrita em 2.4 convertemos os tensores de
curvatura estimados anteriormente para essa nova base.

3 Trabalhos Correlatos

Muitos dos trabalhos para o célculo de propriedades de geométrica diferencial
como curvaturas em superficies discretizadas possuem a limitagao da topologia
da malha, que é restrita a malhas retangulares. Outro limitacdo comum é nao
tratarem de pontos planares ou de curvaturas constantes, como planos e esferas.
Os dois trabalhos mais relacionados com o nosso nao possuem essas limitagoes.
Szymon Rusinkiewicz [5] propde uma técnica para calcular as curvaturas e di-
regoOes principais de superficies discretizadas em malhas de topologia arbitraria.
Se atendo a apenas as curvaturas principais k1 e K2, que sdo grandezas numé-
ricas que nao dependem de um sistema de referencia, Rusinkiewicz nio chega a
lidar com tensores de curvatura ou métrico. A técnica proposta é semelhante a
descrita em (2.5), mas considera cada face (ao invés de cada aresta) conectada
ao vértice v sendo processado. Para um caso como o representado na figura 2.4
por exemplo, sao feitas 6 iteragoes, uma para cada face. Entretanto cada uma
dessas iteracbes vai processar todas as arestas da respectiva face. No caso da
topologia triangular, isso representa 3 arestas por face, mas esse é melhor caso.
Outras topologias representam um processamento ainda mais pesado por face.
Batagelo e Wu[7] propoe uma simplificagdo dos célculos, processando so-
mente as arestas diretamente conectadas a v. Foi constatado que embora haja
um aumento dos erros das estimativas, a precisao dos métodos ainda é comparé-
vel. J&4 o tempo gasto para a estimativa é reduzido pela metade quando usando
apenas uma CPU, e reduz drasticamente quando implementando em GPUs.

4 Resultados

Trés superficies parametrizadas foram utilizadas para uma analise dos resultados
obtidos pelo algoritimo, com intuito de gerar pontos com certos comportamentos
em termos de curvatura.

Parabélico: p(u,v,t) = (u, v, t.v?)
Hiperbélico: h(u,v,t) = (u, v, t.(u® —v?))
Eliptico: e(u,v,t) = (u, v, t.(sen(2u).cos(2v))),
onde u e v representam as varidveis de parametrizacao das deformacoes dese-

jadas, e t um fator para simular uma alteracdo da deformacao em funcao do
tempo.

o ll) )
ININ A
~+ S 2
ININ N
— NN
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Figura 4.1: Superficies de controle para t=1: a) p(u,v,t), b) h(u,v,t), ¢) e(u,v,t)

Para fazer uma avaliagao simbolica, os célculos sao feitos de ordem inversa
do que no algoritimo implementado. Fazendo as derivagoes das equacoes co-
nhecidas, obtemos r, e r,e n para qualquer ponto pertencente a superficie. E
possivel entao calcular os tensores métrico e de curvatura, bem como a matriz
de Weingarten. Os valores obtidos tem como base {r,,r,, n} logo, é necessé-
rio utilizar a técnica discutida em (2.4) para comparar com os tensores obtidos
pelo algoritimo, que tem como base {a;,as,n} do ponto sendo considerado.
Estes valores, obtidos de implementacoes diretas das equacoes obtidas, foram
chamados de Valores de Referencia. Em anexo, esta um documento gerado no
software Wolfram Mathematica 7.0, que exemplifica para uma superficie com
parametrizacao conhecida, como sao obtidas as equagoes do tensores.

Para a determinacao do erro, essas equagoes foram implementadas e com-
paradas com os valores estimados pela nossa técnica proposta, em uma malha
adotando uma malha com discretizacao de 20 x20 subdivisoes.

4.1 Diferencas entre tensores computados e os valores de
referencia

E importante observar aqui que todos os valores apresentados tem com base de
referencia as diregoes principais. Os valores calculados utilizando as equacgoes
dos tensores obtidas no Mathematica, que possuem {r,,r,, n} como base, sdo
convertidos para a a base {dp;,dp,, n} de cada vértice processado.

4.1.1 Tensor Métrico

Nas figuras 4.2, 4.3 e 4.4, sdo representados em pontos vermelhos os vértices
onde foram encontrados erros maiores que o valor de corte 0.01, em a1, a2 ou
as9.
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Figura 4.4: Erros Tensor Métrico > 0.0005, e (u,v,t) t=(0;0,3;0,6;1)

E possivel observar que os erros ocorrem nos pontos de maior de curvatura,
que é um comportamento nao surpreendente ja que quanto mais acentuada a
curvatura, maior o erro introduzido pelas aproximacoes e pela discretizacao.
Outro comportamento esperado é que nas regioes de fronteira da malha, onde
existem menos vértices vizinhos para serem computados, existem mais erros.

Variando no tempo, percebe-se também um aumento nos erros ja que passa-se

de uma configuracao plana para uma configuracao curvilinea.
Utilizando 5 casa decimais, os erros absolutos médios para o tensor métrico,

mostrados para cada malha sao mostrado na Tabela 4.1.
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Tabela 4.1: Erros médios absolutos para tensor métrico

4.1.2 Tensor de Curvatura

Nas figuras 4.5, 4.6 e 4.7, sdo representados em pontos vermelhos os vértices
onde foram encontrados erros maiores que um valor de corte 0.2, em b1, b2 ou

baa.

Figura 4.5: Erros Tensor Curvatura > 0.01, p(u,v,t) t=(0;0,3;0,6;1)
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Erediotnn | Emediot12 | Emedioto2
p(u,v,t) 0 0 0
h(u,v,t) 0 0 0
e(u,v,t) 0 0 0

(a) t=0

Eédiotnr | Emédiotr2 | Emeédioton
p(w,0,¢) | 0.00010 0 0
h(u,v,t) 0.00148 0.00012 0.00155
e(u,u,t) 0.00012 0.00088 0.00366

(b) t=0.3

Enediot11 | Emediot12 | Fmédiot22
p(u,v,t) | 0.00027 0 0
h(u,v,t) 0.00008 0.00012 0.00237
e(u,v,t) 0.00036 0.00227 0.00949

(c) t=0.6

Emédiot11 | Emeédioti2 | Emeédioton
p(w,0,t) | 0.00051 0 0
h(u,v,t) 0.00022 0.00014 0.00277
e(u,v,t) 0.00068 0.00324 0.00070

(d) t-1
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Figura 4.7: Erros Tensor Curvatura > 0.01, e(u,v,t) t=(0;0,3;0,6;1)

E possivel observar que os erros nas regioes limites da malha continuam se
mostrando acentuados, especialmente no caso de e(u,v,t). A Tabela 4.2 apre-
senta os erros médios das estimativas dos tensores métrico e de curvatura, com
uma precisio de 5 casas decimais. E possivel observar que os erros médios sé
se tornam mais consideraveis no caso de e(u,v,t), o que é esperado ja que essa
superficie possui muitos mais pontos com curvatura acentuada.
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Eméd?iobll Emédiob12 Eméd1',0b22
p(u,v,t) 0 0 0
h(u,v,t) 0 0 0
e(u,v,t) 0 0 0

(a) t=0

Emédiobll Emédiob12 Emédiob22
p(u,0,t) | 0.00114 | 0.00017 | 0.00008
h(u,v,t) 0.00109 0.00032 0.00114
e(u,v,t) 0.00438 0.00326 0.00383

(b) t=0.3

Emédiob11 | Emediob12 | Emediob22
p(u,v,t) | 0.001689 0.00024 0.00012
h(u,v,t) 0.00141 0.00049 0.00155
e(u,v,t) 0.00813 0.00576 0.00726

(c) t=0.6

Emédiobll Emédi0612 Emédiob22
p(u,0,t) | 0.00051 0.0003 0.00015
h(u,v,t) 0.00169 0.00065 0.00196
e(u,0,t) | 001238 | 0.00914 | 0.01154

(d) t=1

Tabela 4.2: Erros médios absolutos para tensor de curvatura

4.2 Pontos Criticos

Para se ter uma ideia melhor do comportamento e erros do algoritimo imple-
mentado, olhamos alguns pontos criticos das superficies escolhidas. No caso de
p(u,v,t) e h(u,v,t) foi escolhido o ponto onde u=0 e v=0. Ja para e(u,v,t) o
ponto u=0.8 e v=0. Para essa comparacao, estaremos usando t=1. Os pontos
estao destacados na 4.8.
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Figura 4.8: Pontos criticos escolhidos
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Algoritimo | Referencia | Erro
a1l 0.0416 0.04 0.0016
ai2 0 0 0
a22 0.04 0.04 0

(a) Tensor métrico

Algoritimo | Referencia Erro
b11 0.07212 0.08 0.00788
b12 0 0 0
bao 0 0 0

(b) Tensor de curvatura

Tabela 4.3: Erros no ponto critico de p (u,v,t)

Algoritimo | Referencia | Erro
ai 0.0416 0.04 0.0016
a12 0 0 0
a92 0.0416 0.04 0.0016
(a) Tensor métrico

Algoritimo | Referencia Erro
bi1 0.06989 0.08 -0.01011
b12 0.00004 0 0.00004
bao | -0.06974 -0.08 0.01026

(b) Tensor de curvatura

Tabela 4.4: Erros no ponto critico de h(u,v,t)

Algoritimo | Referencia | Erro
a1l 0.04815 0.04199 0.00616
a1 0.00712 0.00094 0.00618
a2 0.04623 0.04002 0.00621

(a) Tensor métrico

Algoritimo | Referencia Erro
b11 -0.08382 -0.16704 | 0.08322
b12 | 0.011331 -0.00375 | 0.00758
bas -0.08295 -0.15974 | 0.07679

(b) Tensor de curvatura

Tabela 4.5: Erros no ponto critico de e(u,v,t)

Observando os erros apresentados nas Tabelas 4.3, 4.4 e 4.5, embora em
alguns casos eles sejam consideraveis, esses sao 0s piores casos presentes na
malha, nos pontos onde é esperado que a avaliacao discreta e numérica tenha
mais dificuldades de se aproximar de um resultado obtido com parametrizagoes
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das superficies. Apesar das discrepancias, os valores computados nao indicam
tipos diferentes de curvaturas do que aquelas esperadas.

4.3 Regioes de fronteiras

Uma das observacoes constantes até o momento é a alta presenca de erros na
regiao de fronteira da malha. Para avaliar o impacto que esses erros tem nos
erros médios calculados até o momento, foi pego um caso de e(u,v,t) com t=1,
com uma malha 20x20, e computado o erro médio excluindo os vértices da
fronteira da malha. O resultados estdo apresentados na Tabela 4.6.

’ Malha | Emeédiotn1 | Emediot12 | Emediotzs |

Com fronteira

0.00068

0.00324

0.00070

Sem fronteira

0.00072

0.00071

0.00072

(a)

] Malha | Emcdiobi1 | Emediobr2 | Emédiobas |
Com fronteira | 0.01238 0.00914 0.01154
Sem fronteira 0.00850 0.00723 0.00936

(b)

Tabela 4.6: Erros médios para e(u,v,1), com e sem a regido de fronteira

Para o tensor métrico, a contribuicdo do erro na regiao de fronteira ou é
pequena ou mesmo negativa. Ja para o tensor de curvatura embora ela tenha
uma contribuicao nao desprezivel, nao chega a alterar a validade dos resultados
e como um todo tem uma contribui¢cao menor do que o que pode dar a impressao
visualmente.

Infelizmente, o problema da regiao de fronteira nao é de facil solugao, ja que
esses limites inevitaveis quando estamos trabalhando com dominios discretos e
finitos vao sempre gerar um conjunto de vértices que tem menos arestas adja-
centes, e portanto menos dados para o algoritimo computar os tensores. Apesar
disso, nosso algoritmo utiliza todos os dados disponiveis e consegue estimativas
razoaveis.

4.4 Comparagao entre técnicas para coOmputo de tensores
de curvatura

O primeiro resultado avaliado é uma comparacao, em relacao aos valores de
referencia para e(u,v,t), em t=1, entre o algoritimo descrito por Rusinkiewicz
[5]e o nosso. Foram feitos trés testes, para malhas com 440, 960 e 1680 pontos.
Também foram realizadas 10 iteragoes do algoritimo, para comparar os valores
ao longo do tempo decorrido. Para aprimorar a comparacao das diferencas,
vamos observar apenas as curvaturas maximas e minimas (ke k2) de cada ponto,
ja que esses numeros nao dependem de base, e sao extraidos dos auto-valores
da matriz de Weingarten. Os resultados estdo nas Tabelas 4.7 e 4.8.

Na comparacao com a proposta de Rusinkiewicz, os resultados sao muito
satisfatorios, com um algoritimo mais eficiente temporalmente, e que a0 mesmo
tempo é mais preciso.
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Malha Emédiokl EmédiokQ Emédiokl Russ ‘ EmédiokZ Russ ‘

440 0,31 0,19 0,67 0,37
960 0.18 0,10 0,40 0,21
1680 0,12 0,06 0,26 0,13

Tabela 4.7: Erros do nosso algoritimo e de Rusinkiewicz

’ Malha \ Atmeédio (ms) \ Atmeédio Russ (ms) ‘

440 40,9 60,5
960 89,1 1335
1680 173,2 236.,4

Tabela 4.8: Desempenho do nosso algoritimo e de Rusinkiewicz

4.5 A base {t,b,n}

Na técnica proposta, a escolha da aresta que vai gerar o vetor base t da Eq.
2.20 afeta as estimativas dos tensores de curvatura. Na Figura 4.9 sdo mostradas
duas arestas possiveis na superficie e(u,v,t).

Figura 4.9: Dois exemplos para o vetor t

O algoritmo da forma atual usou, para o ponto indicado, a aresta verde (eq)
como base para o sistema {t,b,n}. Devido a forma como a malha foi criada,
as arestas para os demais pontos estao sempre sendo escolhidas nesse sentido.
Se isso for alterado para arestas com a dire¢do da vermelha (e1), as estimativas
dos tensores se alteram como indicado na Tabela 4.9.

|t | Emédiob11 | Emediobi2 | Emédioba2 |
0.01238 0.00914 0.01154
= 0.01243 0.01033 0.01225

Tabela 4.9: Erros médios das estimativas para o tensor curvatura, alterando o
vetor t

Todos os erros estao proximos nas duas situagoes comparadas, o que nos leva
a concluir que o algoritmo esté robusto e consegue gerar boas estimativas para
o tensor de curvatura independente da aresta escolhida para gerar o referencial

{t,b,n}.
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5 Conclusao

No trabalho de Batagelo e Wu [7], foi constatado que a técnica utilizada gerava
resultados menos precisos que no de Rusinkiewicz et al [5], mas em um tempo
50% menor, considerando apenas processamento em CPUs. Nossa contribuicio
para a evolucao da técnica apresentada, em especial com a introducao de um
novo método para transformacao de tensores (2.4), esta resultando em estimati-
vas mais precisas que a de Rusinkiewicz, em um tempo 33% menor. Esse tempo
também inclui a estimativa dos tensores métricos, que é algo que nao é feito em
nenhum dessas duas propostas anteriores.

Entretanto, apesar de estar produzindo resultados numéricos que nos deixam
confiantes para prosseguir para as proximas partes do trabalho, em termos de
tempo de processamento nés ainda nao temos condigoes de gerar animagoes
em tempo real. Felizmente, existem amplas oportunidades para melhorar o
desempenho da nossa proposta. O algoritmo de estimativas de propriedades
geométricas é altamente paralelizavel, ja que todos os célculos s6 dependem do
estado anterior da malha. Assim para cada instante t;, todos os vértices podem
ser processados de maneira independente. Para uma redugdo mais significativa,
podemos, como proposto por Batagelo e Wu [7], implementar a técnica em GPU,
que se seguir um comportamento semelhante, vai ser mais do que suficiente para
animagoes em tempo real.

Com os erros das estimativas de tensores inspirando confianca, e solucoes
concretas para os problemas restantes, prosseguimos para as partes seguintes
do trabalho, com a meta de implementar, utilizando a teoria de superficies de
Cosserat [2], simulagoes de tecidos.
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