Otimizacao de Modelos BFO com Funcoes de Laguerre
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Abstract —

This paper presents a new approach to optimization of linear dynamic systems models using orthonormal basis

functions with Laguerre functions. This approach propose a method to select the poles of the proposed model. This selection
is made by optimizing of the model by nonlinear algorithms of optimization, which requires to calculate the gradients of the
orthonormal functions outputs with respect to its parameters. These gradients are calculated analytically and provide the exact
direction of search in the optimization of functions parameters. In this context, this paper presents the approaches used for the
identification and optimization dynamical system models via orthonormal basis functions. A simulation example illustrates the

techniques of identification and modeling proposals.

Keywords —

1. Introducao

Modelos de sistemas dindmicos que utilizam base de
fungdes ortonormais - BFO apresentam vantagens em re-
lacdo a outras abordagens de modelagem. Estes modelos
possibilitam a incorporagdo de conhecimento prévio so-
bre a dindmica do sistema [11, 15] o que reduz a ordem
da representag@o do modelo, simplificando os problemas
de identificacdo e controle associados [19, 10]. Outra
caracteristica da utilizacdo de modelos BFO em sistemas
dindmicos € a auséncia de realimenta¢do da saida, isto é,
ndo existe realimentacdo de erros de previsdo, o que nor-
malmente resulta em modelos mais precisos [14]. De-
vido a completude da base também & possivel aumen-
tar a sua capacidade de representagdo incrementando o
nimero de fungdes ortonormais da base [10]. Os mo-
delos BFO sao parametrizados por polos e a escolha ade-
quada destes leva a modelos com um ntiimero reduzido de
termos. A escolha do(s) polo(s) pode ser feita através de
informagdes a priori das caracteristicas dindmicas do sis-
tema ou através de métodos de selecao do(s) polo(s). Em
trabalhos como [18, 4, 3, 7] apresenta-se métodos analiti-
cos para a selecdo de polos para fun¢des de Laguerre
e Kautz, contudo, tais solugdes sdo sub-6timas pois em
geral otimiza-se somente um subconjunto dos pardmet-
ros da base. Alguns trabalhos como [1, 17] propdem
procedimentos para selecdo de polos de modelos BFO
através de métodos numéricos. Em [9, 8] é proposta a
otimizagdo dos parametros de modelos com BFO (Kautz
e Fungdes de Takenaka-Malmquist) através de métodos
de otimizagdo ndo-linear, empregando uma direcdo de
busca dada pelo célculo analitico dos gradientes das sai-
das das funcdes ortonormais.

Neste trabalho propdem-se um um método para
o célculo analitico dos gradientes das funcdes de La-
guerre utilizando a representacdo em espago de estados.
Tais gradientes, associados a métodos de otimizac¢ao nio-
linear permitem a obten¢do de modelos mais precisos e
que nio exijam um conhecimento a priori do sistema a
ser modelado. A seguir, na Se¢do 2., faz-se uma revisdo
de modelagem com BFO’s. Na Secdo 3. descreve-se o
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processo de otimizagdo e o cédlculo dos gradientes para
os modelos BFO com fung¢des de Laguerre é apresentado
na Secdo 3.. Na Secdo 4. apresenta-se um exemplo que
ilustra o desempenho das metodologias propostas. Final-
mente, na Secdo 5., apresentam-se as conclusdes.

2. Modelos BFO

Modelos BFO podem ser genericamente representados
em modelos de espaco de estados como [14, 5]:

U(k+1)
glk) =

onde U(k) = [¢1(k)...1¥, (k)] é o vetor de esta-
dos ortonormais (denominacio usada por conveniéncia
j4 que a ortonormalidade é uma propriedade da funcio
e ndo dos estados) de ordem n, sendo estes estados co-
incidentes com as saidas dos filtros correspondentes as
fungdes ortonormais de ordem equivalente, u(k) a en-
trada do sistema e (k) é a saida estimada. Este modelo
pode ainda incluir uma parcela na parte estatica da repre-
sentacdo que modela o nivel DC da saida do sistema sob
estudo.

ApU(k) + Bru(k)
Ciu(k) (1)

Duas funcdes utilizadas com muita frequéncia
na representacdo através de BFO’s sdo as fun¢des de La-
guerre e de Kautz. A base de Laguerre é apropriada para
representar sistemas com polos puramente reais ou com
parte imagindria de valor reduzido. A base de Kautz é
mais apropriada para representar sistemas com dindmica
oscilatoria subamortecida por ser parametrizada por po-
los complexos conjugados [10, 5]. A base de funcdes
ortonormais de Laguerre € caracterizada pela utilizacdo
de fungdes de transferéncia com apenas um polo real
[10]: .

/ 2 i
P(z) = VI P (1 pz) L i=1,2,... ()
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ondep = {p:p € Re|p| <1}éopoloque parametriza
as funcdes ortonormais e ¢ a ordem da funcdo dada. As
fungdes de Laguerre podem ser caracterizadas como mo-
delos FIR com polos fora da origem, sendo o modelo FIR



com polos na origem um caso especial das BFO’s [10, 5].
O modelo FIR normalmente requer um ntimero elevado
de termos para representar sistemas com dindmica domi-
nante lenta. Como pode-se notar através da equagdo (2)
os modelos de ordem ¢ podem ser escritos como modelos
em cascata de ordem ¢ — 1. A representagdo em cascata
da fun¢do de Laguerre lhe confere a propriedade de re-
cursividade ja que a i-ésima fung@o pode ser escrita em
funcao da (i-1)-ésima. Sendo assim, € possivel represen-
tar a dindmica de fungdes de Laguerre através de uma
equagdo de estados, como apresentado na equagdo (1).
A descrig@o detalhada do modelo em espago de estados
pode ser encontrada em [13]. Neste trabalho propdem-
se uma metodologia para a busca do valor do polo p de
Laguerre e dos pardmetros da expansiao do modelo.

3. Ajuste dos parametros das BFO’s

Os parimetros a serem determinados na modelagem de
sistemas dinamicos lineares por base de fun¢des ortonor-
mais sdo os polos das fung¢des ortonormais e os coefi-
cientes da expansao da série de fungdes. Conforme dis-
cutido em [16, 2, 5, 13], uma vez selecionados os polos,
os termos da expansdo da série podem ser determinados
através do ja bem conhecido método de minimos quadra-
dos.

A selec@o do(s) polo(s) da base de funcdes
ortonormais que representard a dindmica do sistema nor-
malmente depende de um conhecimento prévio do sis-
tema ou de métodos de otimizacdo que geralmente en-
volvem algoritmos de busca que minimizem o erro entre
a saida do sistema e a saida do modelo estimado como
apresentado em [14, 10, 6]. Em [9, 6] € apresentada uma
metodologia de otimizacdo dos pardmetros de modelos
de Kautz e GOBF com fungdes de Takenaka-Malmquist
através de buscas exatas dadas pelos célculos dos gra-
dientes da saida do modelo estimado com relacdo aos
parametros do modelo. Nesta secdo otimiza-se, através
de métodos de otimizacdo ndo-linear [12] em especial
empregando o método de Levenberg-Marquardt [14], os
parimetros de um modelo linear BFO com fungdes de
Laguerre apresentando de maneira detalhada as equagdes
para o cdlculo dos gradientes necessdrio ao processo de
otimizagao.

3.1. Estimacao e Otimizacao dos
Parametros dos modelos BFO’s

A estratégia adotada consiste da otimizacdo de ambos
o polo p e os termos da expansdo da série na matriz C'
minimizando uma fun¢do de custo com relacdo ao erro

quadrético entre a saida do sistema e a saida do modelo:

1 L

min J = =Y (§(k) — y(k))? 3)

T 2
pC k=0

com (k) sendo a saida estimada.

Para se resolver o problema de minimizagédo é
necessdrio calcular o gradiente da funcéo de custo com
relacdo aos parametros que se deseja otimizar. Para o
célculo dos gradientes através dos dados coletados do
sistema serd empregada a técnica de back-propagation-
through-time [14]. Esta técnica decompde a dindmica do
sistema sob estudo em uma sequéncia de representagdes
estdticas, permitindo descrever as derivadas da saida do
modelo somente em termos das condi¢des iniciais e dos
sinais de entrada, através de uma recursdo de k passos no
tempo.

Analisando-se individualmente os termos que
compdem a equacao (3), o gradiente da funcao de custo
com relac@o aos pardmetros em C' é dado por:

L

Vol = > (y(k) = (k) Vei(k)

J4 o gradiente de J com relag@o ao parametro p

¢ definido por:
oJ
ap

(k) = 30 3 9, 2

L
k=0 i=1
L
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Neste trabalho utilizar-se-4 o célculo analitico
destes gradientes da funcdo de custo com relagdo ao(s)
parametro(s) p e C, fornecendo assim o valor exato do
gradiente para a otimizag@o do(s) polo(s) e dos pardme-
tros da expansdo das funcdes ortonormais através de
métodos de otimizacdo ndo-linear. A seguir € apresen-
tada a solugdo para o cilculo dos gradiente citados para
os modelos BFO com fung¢des de Laguerre.

3.1.1. Gradiente para funcoes de Laguerre

Para o calculo do gradiente utilizar-se-4 a representagao
em espaco de estados do modelo de Laguerre como de-
scrito na eq (1). Contudo, uma modifica¢do € necessaria
j& que se deseja conhecer as saidas dos filtros, ou seja,
os estados nos instantes k para deriva-las com relagdo ao
polo. Sendo assim, o modelo em espago de estados para
as fungdes de Laguerre serd escrito como:

U(k+1) = ApU(k) + Byu(k) )

onde Ay e By sdo as mesmas definidas na segfio 2. para
as funcdes de Laguerre. Desenvolvendo-se o modelo (4)
é possivel verificar que a solugiio para W(k) serd dada
por:

k—1
U(k) = Ahw(0)+ Y AiBpu(k—1-1i) (5
1=0



O gradiente de ¥ (k) com relagdo ao polo p pode
entdo ser calculado através da derivada da equagdo (5)
com relagdo ao polo, como apresentado na equagao (6):

3‘;;“ - 8;5\1:(0) + k: (%Bﬁ
+ }f:) u(k —1—1) (6)
sendo % dado por:
R A T g

Jj=1

Das equagdes (6) e (7) torna-se necessario cal-
cular as derivadas de Ay e By com relagfo ao polo p. O
valor destas derivadas € dado por:

dapi; 0 0 - 0

dapa1  dapao 0 0

94r _ | daps dapsy dapsz - 0
dp . . ) .

dapp1  dappa  dapps dappy,

onde ¢ € igual a linha e 7 € igual a coluna do elemento
dap;;, sendo este dado por:

e No casos em que j > i:

.dap,»j =0;
e Comi =7

. dap,-j = 1;
e Comj <1

cdapi; = (=1)(i = j = 1)(=p)7D .
ok (1 =) + (=p)=77 D (=2p), talquei < n
(1—j—1)=0;

Jé para a matriz By, tem-se que a sua derivac
com relagdo ao polo p é dada por:

0By

3y [ dbpry  dbpay  dbpsy dbppa ]T
p

com seus elementos sendo:
—p -1y 1-p* . —
(—p) TV = (= 1) (=1)(-p) "

V1i-p? —p

onde 7 € a linha do elemento dbp.

dbpi 1=

Desta maneira calcula-se analiticamente o gra-
diente das saidas das fun¢des de Laguerre com relagdo ao
parametro p utilizando-se a técnica de retropropagacao
através do tempo, como apresentada na secao 3.1.

4. Resultados Experimentais

Esta secdo exemplifica a aplicacdo do modelo e a imple-
mentagdo do processo de otimizagdo propostos neste tra-
balho. Para ilustrar a aplicacdo de modelos de Laguerre,

considere o sistema linear estavel de segunda ordem com
polo real de multiplicidade 2.

0,08037

to=0,1
21,4332 10,5134 " 59

®)

F(z) =

cujos polos estdo em z = 0, 7165.

Este sistema tem como resposta ao degrau uma
saida super-amortecida, o que, neste caso justifica a abor-
dagem de Laguerre resultando em modelos com nimero
reduzido de funcdes. Partindo-se do pressuposto que em
sistemas reais ndo se conhece a ordem do sistema sob
andlise, os testes para se obter o modelo foram iniciados
com uma fungdo de Laguerre. O sinal de entrada u(k) é
aleatdrio com distribui¢dio uniforme entre -1 e 1. A tabela
1 apresenta os resultados comparativos entre os modelos
otimizados.

Analisando-se os resultados apresentados na
tabela 1 verifica-se que os modelos com somente um
polo ndo foram capazes de modelar o sistema sob estudo.
Os modelos com duas fungdes modelaram perfeitamente
com o polo das fun¢des convergindo para um polo pro-
ximo ao polo exato do sistema. J4 com trés funcdes o
polo ficou um pouco mais distante e 0 modelo com uma
precisdo semelhante. A figura 1 mostra o resultado do
sistema estimado antes e depois do processo de otimiza-
¢do com duas funcdes de Laguerre.

Palo Inicial Palo Final

Referéncia
———Estimado

Referéncia
———Estimado

Figura 1. Comparacao entre os polos inicial e final

5. Conclusoes

Este artigo apresentou uma nova proposta para a otimiza-
cdo de modelos de sistemas dindmicos através de BFO
com fungdes de Laguerre na forma de espaco de estados.
Foram apresentadas expressdes analiticas para os gradi-
entes das funcdes de Laguerre com relagdo aos paramet-
ros dos modelo. Utilizando-se estas expressdes € pos-
sivel se obter direcdes de busca exatas que sdo utilizadas
na otimizagdo dos modelos. A metodologia descrita ap-
resenta vantagens sobre outros modelos pois o cdlculo
dos gradientes é feito em batelada a partir de sinais de en-
trada e saida do sistema sob andlise e o sistema € identi-
ficado sem conhecimento a priori do mesmo. Resultados
de simulag@o ilustram a eficdcia da metodologia proposta
permitindo-se obter modelos BFO com uma excelente



Tabela 1. Resultados dos modelos de Laguerre para funcao de 2 ordem.

N. de Fungdes | Iter. | Polo Inicial | Polo Final | Avaliacdo Fun¢do de Custo
1 8 0,1000 0,8664 0, 5808
1 3 0,9000 0,7360 0.5808
2 7 0,1000 0,7160 3,1111.10715
2 5 0,5000 0,7160 9,3224.10718
3 10 0,5000 0,7124 6,8997.1078

aproximacdo com polos convergindo para os polos reais
do sistema modelado. Extensdes deste trabalho estdo sob
investigacdo e estdo sendo aplicadas na modelagem de
sistemas ndo-lineares e a outras fungdes ortonormais.
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