|IA841 - Modelagem de Solidos

Curvas Espaciais

Farin: Capitulos 4,5 e 8



Parabola

* Teorema das Trés Tangentes
razdo(A,F ,E)=razdo(F ,D,G)zraz'a'o(E,G,B)zlL_t
D=(1-t)F+tG
(1—t)((1—t)A+tE)+t((1—t) E +tB)

(1—¢t)°A+2t(1—t)E+t’B




Esquema de Construcao
DeCasteljau

Interpolacoes lineares sucessivas

Pontos de Bézier ou

P| 0 Pontos de controle
| A

; 3
B P; F; Ponto da

! = P T 0! Py | F curva de
/4 \ | o . o Bézier
/ \ o

1 ! |:': P -Fr 1 m P
P / { g Py Py =Pu)
A '| Poligono de Beézier ou
IA841 — 152015 - Poligono de controle

Ting



Propriedades do Algoritmo de
DeCasteljau

* Curvas Invariantes sob transformacdes afins, mas
nao sao invariantes sob transformacoes projetivas!

* Curvas invariantes sob transformacaoes afins no
dominio.

* Curvas contidas no fecho convexo do seu poligono
de controle.

B

IA841 — 152015 -
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Propriedades do Algoritmo de
DeCasteljau

* NUmero de combinacaoe afins = (nUmero de
pontos de controle —1).

* Curvas acompanham a forma do seu poligono de
controle.

IA841 — 152015 -
Ting



Blossom

P(s,s,t) P(s,u,t)

P(s,t,t)

. ‘l',]
PCu,u,u)
Plu,t,t)
P(s,s,u) plu)d =

P(t,t,t)

. pl(t)
s Formulacdo multiafim
pis)
P(s,s,s)=P(0,0,0)
P(s,s,t)ZP(O,O,l) P(s,s,u)
P(s,t,t)=P(0,1,1) P(s,u,t) P(s,u,u)
P(t,t,t):P(l,l,l) P(u,t,t) P(u,u,t) P(u,u,u)



Funcoes de Bernstein

t(1—t)" = n! t'(1—¢)""

l

B!(0)=|"

il(n—i)!

Biplt) B (1) B2 (1)




Recursividade

i n—i__ n! i n—i
t'(1—t) -—i“n_jwt(l—ﬁ

n

B(1)=|"

(n—i+i)(n—1)!
i(i—1)!(n—i)(n—1—i)!

(n—i)(n—1)!

t(1—t)""

i(n—1)!

ti(l_t)n—i

+

(n—1)! (n—1)!

ti(l_t)n—i_l_

(quwn—ﬁ!i

t(1—t)" " (1—t)+—

i'(n—1—i)!
(n—1)!
il(n—1—i)!

B (t)=(1—¢) By " (t)+tBi; (¢)

i(n—i)(i—1)!(n—1—i)! i(i—1)!(n—i)(n—1—i)!



Algoritmo de DeCasteljau -
Fungoes de Bernsteln

ZbB Zb[1 t) B (t)+BI " (t)]

bytB”, " (t)+by(1—t) By (t)+b By (t)+b,(1—t) By (t)+b,tBY (t)+...

b, b,
.4b._ (1—t)B"(t)+b.tB" (t)+b,(1—t)B' '(t)+b.  tBI '(t)+...
— —
...+bn_1(1—t)BZ:(t)+bntBZ:1(t)+bn(1\—A)€£_l(t) S
- - 0w
b P(Q) -
oy
b(t)=2. b/ B "(t) 3 o



ﬁ Q
i

- Pt = (X(OLy(®)

Coordenadas — Curvas




Propriedades das Funcoes de
Bernstein

* Curvas contidas no fecho convexo do poligono de
controle.

|
IA841 — 1s201 &’
Ting



Propriedades das Funcoes de
Bernstein

* Curvas Invariantes sob transformacodes afins
> Combinacoes baricéntricas

* Curvas Invariantes sob transformacoes afins dos
parametros no dominio

ZblBl ZblBl b

IA841 — 152015 -
Ting



Propriedades das Funcoes de
Bernstein

* Curvas Interpolam os pontos extremos do seu
poligono de controle.

n

b(t):ibiB;"(t) > B!(t)=1;Bj(0)=1;B(1)=1

=0

* Curvas tangenciam os segmentos extremos do

seu poligono de controle. Control ngn'i>
L d B?(t) <Ar.::- Q

b'(t)=2, bi— e e

=0 :

-

b'( ):bl_bo : }
b'(1)=b,—b, _, W End Points



Propriedades das Funcoes de
Bernstein

* Curvas simétricas em relacdo ao dominio.
/ . .
Br-l(t):., n! . ,tz(l_ )n—l

1

L e

(n—i)!(n—(n—i))!
* Curvas Invariantes sob combinacdes baricéntricas.
a+p=1
ab(t)+pclt az b. B! (t +[SZ c. B (t Zn:(ocb +Bc.) B} (t)
* Grau das fungoes = nimero de pontos de controle
-1

IA841 — 152015 -
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Propriedades das Funcoes de
Bernstein

* Precisao linear: pontos de controle colineares — segmento
de reta

. . | | |
()= LB"(t) =S L (1) =t
(1) ,Z:;n (0 gjni!(n—i)! (1-t)
* Previsibilidade.
;a0 B B -0
1
O.h
0.5 it
B 501




Notacao Matricial

* Curvas Cubicas

B;(t)=(1-

t)’=1-3t+3t°—1

B, (t)=3t(1~t
B, (t)=3t"(1—t)=3t"-3t"
Bi(t)=t

IA841 — 152015 -
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Secoes Conicas

* Intersecdes entre um cone e um plano
(1) Parabola

_ NoO espaco projetivo a reta
(2) Elipse corresponde a um ponto!

(3) Hipérbole

IA841 — 152015 -
Ting




Projecoes de uma Parabola

>

IAB41 — 152015 - http://archiviomacmat.unimore.it/PAWeb/Sito/Inglese/247i.htm
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http://archiviomacmat.unimore.it/PAWeb/Sito/Inglese/247i.htm

Curvas de Bézier Racionais

* Pontos em coordenadas homogéneas

N x(t) o x(t)
St

* Conicas: projecoOes de curvas de Beéezier
guadricas em o=1:

2
— IZ: @ib,Bi ) _ U)oboB(2)<t)+(01blBi<t>+w2b2 Bg(t)
S op(e)  PoBolt)teiBilt)+e, By(1

IA841 — 152015 -
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Arcos Circulares

_ moboBg<t)+w1b1Bi('t)"'mzsz;(t)

b(t
P, T B, B0 o, B
. MX o
Wy=w,=1; =
MP, w,+1
w,=sen (o)

http://www.cs.mtu.edu/~shene/COURSES/cs3621/NOTES/spline/NURBS/RB-circles.html


http://www.cs.mtu.edu/~shene/COURSES/cs3621/NOTES/spline/NURBS/RB-circles.html

OpenGL

http://en.wikibooks.org/wiki/OpenGL_Programming/Modern_OpenGL_Tutorial 07
http://www.me.berkeley.edu/~mcmains/pubs/SPMO7KrishnamurthyKhardMcMains.pdf

http://www.informatik.uni-marburg.de/~guthe/Publications/guthe-2005-gpu-based.pdf
http://codeflow.org/entries/2010/nov/07/opengl-4-tessellation/

IA841 — 152015 -
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http://en.wikibooks.org/wiki/OpenGL_Programming/Modern_OpenGL_Tutorial_07
http://codeflow.org/entries/2010/nov/07/opengl-4-tessellation/
http://www.informatik.uni-marburg.de/~guthe/Publications/guthe-2005-gpu-based.pdf
http://www.me.berkeley.edu/~mcmains/pubs/SPM07KrishnamurthyKhardMcMains.pdf

Generalizacao do Algoritmo
de DeCasteljau

blaey,ua] b[O,1]

Generalizacao do

bt algoritmo de
DeCasteljau
b[“z:”.&]
b[1,1]
0 0 1 1
I &
i) iy 2 (2 5] (25 uz ey Y ul
—— b[us u] - b[ula jM] -+ b[u& MZ]
Ul Uy —uy u; — Uy
— - —
Ui o =22 (M2 % blug, 1] + ~—20
Uy — U, Hy — Uy Uy — Uy
u— iy iy — U u—uq
IA841 — 1s2015 - + s — 41 (“3 — u]b[“h ] + s — ulb[uzs ua])

Ting



Blossom por Partes

b(t,,t3,1)
t,—

t t—t,
L=t (,—4
b(t,t,t)

b(t,,t,,t;) b(t,,t;,t,) 47t h
(4~ NG

b(t,,t,t)  b(t,,6t)

t,~t ‘\t—t2 5=t~ =1
LA t4\\t2 % P

b(tz,t:ast) b(t3,t4:t) b(t4,t5,t)

Y G LA S e R
'YW W2 ISW DN

bt,,t;,8)  blty,tst,)  bltstysts)  blty,t,t)




Grau das curvas

— ] : 2 b[ul’ul"'l]
— ] bluy,up,,,u,,]
————— N:4 blu,up,,,u,,, U,

blu,,u,,,]»D:[u,ul=blu,ul,u€lu,,u,,,

blu;,up,,,up,,]? Dolu,u,ul=blu,u,ul,u€lu,,u,,,

blu;,up, Uy, U] Dolu,u,u,ul=blu,u,u,ul,u€lu,,u,,

u_uI+i—k

Dk_1<U)

i+1
Upi— Uik Up i —Upyi g




Algoritmo de De Boor

d, Curva Cubica: n =3
i Numero de pontos de controle: L+1 = 10
r
3
; I U; oo Uiﬂ """"""
JUT LA 3 L
s S L £
01234 56 7 8 910111213
u, u,, Vetor de nos
_'-Id4
dO=D8=b:1,2,3 - d, onde j = i-n
d,=D=b[2,3,4] D,=blu,?2,3]
d,=D>=b[3,45] D,=blu,3,4] D;,=b[u,u,3]
d,=D,=b[4,5,6] D,=b[u,4,5] D;=blu,u,4] D;=blu,u,u]




Exemplo

nzz,b[1,2]2|:8],b[2,3]:[g],b[3,4]:|:g]

b[2.5,2.5]="?

b[2,2.5]=(

3-2.5)[0] (2.5-1)[8 [6]
3-1) o] (3-1) |8

b[2.5,3]:(

(4—2) |8]" (4-2) |0

4-25)[g] (2.5-2)[g] [8]

b[2.5,2.5]= 3225 [6]+ (25-2) {8H7]

(3—2) |6] (3-2) |6] |6
IA841 — 152015 -
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Multiplicidade de NoOs

 Curvas uniformes: dominios com intervalos
igualmente espacados.

e Curvas nao-uniformes: dominios com intervalos
diferentes.

* Multiplicidade r altera a suavidade das curvas e
pode gerar cuspides.

single knot at O
O double knot at D
E . /
»

'lgll L IF
IA841 — 152015 -
Ting

g



Exemplo: n=2

3 3 Intervalos efetivos para algoritmo de Boor
| |

P,=b[0,0]

IA841 — 152015 -
Ting

— u€lu,u,):Py; P,; P,
u€lu, us): P,; P;; P,

._..-P2:b[1,1] -P4:b[33]

P,=b[1,3]



Suavidade

e Continuidade Ck - derivabilidade até ordem k.
* Curva de grau n tem continuidade Cn-1,

* Continuidade Crr em nos de multiplicidade r (derivavel até
ordem n-r).

bry,5,045]
Q b[reg,05,44]

b[u 158425044]

bla3,05,004]

~ 0
Plistats] Convencdo: —=0
0
baegte1,044] blog,0s,0]
u,..—u u—u,,.
k I k—1 I+i—k k—1
Di( )— — D;, ( )"' ~ Dy, (u)
— —Uu
uI+i u1+i—k u1+i I+i—k
U,—u,=u, U,=U:=Ug
1y ‘;3 Hy
i My



Cuspides

Curvas cubicas (k=4 e n=3)

blay,05,05] by, 0 4,004] b[“b:hlu] b 263,445 ]

bley,03,0,]
5 blot s
[ 3'.! 4% 5] b[u4,1¢5,!4'6]

) . .
b, 244,01
blatg,ee,0;] b[“d»“s;ﬂél e

b[“jafw“?}

Multiplicidade 2 blusnsl  Multiplicidade 3
S Ct /- Co

: t : ( :2
Hy Hy My

I T 1
Hy iy y
H, Hy Uy 1, Hy M

IA841 — 152015 -
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Multiplicidade de pontos de
controle

* Curva se aproxima mais dos pontos de controle
multiplos. Quando a multiplicidade é n, a curva de
grau n passa pelo ponto.

slngle vercss ¥V, double vertex

collinear wvarlicea
—
Wa

,,,\;E

Precisao linear

A841-1s2 g §Y4 -
Ting



Repeating control points
in B-spline curves

Pe

PsPsP-

PaPs

P
P4 repeated

R control
guadratic B-spline curve point p,

with repeated control point
http://slideplayer.com/slide/2488748/ 37


http://slideplayer.com/slide/2488748/

B-Splines

* Segmentos de curvas de grau n —» Ordem: k=n+1

* NUmero de pontos de controle: L+1 = K-n+1

* NUmero de nos:

———————————————————————————————————————— dominio -

K+1

© control point

O knot

|



http://www.pling.org.uk/cs/cgv.html

Splines de curvas de Beéezier

b[0,1,2 O control point ® knot

1 | | |

o U1 U2 us U4

IA841 — 1s20
Ting

]hgftb://groups.csail.mit.edu/graphics/classes/6.838/898/meetings/m15/


http://groups.csail.mit.edu/graphics/classes/6.838/S98/meetings/m15/

Na Forma de Blossom

b(t,t,t)
(-t (—t,
u/ \NB
b(t,,t,t)  b(t,,t,t)
NG AN
o
b(tzatsst) b(t3,t4,t) b(t4>t5,t)
t,~t L A S A N
?/ Wz ISW i<y
b(t,6,583)  blt,utst,)  bltyt,t) bt ts,6)

IA841 — 152015 -
Ting




Na Forma de Blossom

b(t4,t t4)

/
@3} t 2 o I%Q t

N3 e 43
ISW t<—t
bty tts)  btots t,)

b[4,5,6]

iy
(

b[0,1,2] O control point ® knot

IA841 — 1s2015 - ——
Ting o U1 2 3 14




Controle Local

changes only to local
araa of the curve

IA841 — 152015 - http://flylib.com/books/en/2.258.1.37/1/
Ting


http://flylib.com/books/en/2.258.1.37/1/

Insercao de Nos

(4)=b[4,5,6]

(5)=b[5,6,7]

(6)=b[6,7,8]

(7)=b[7,8,9]

(8)=b[8,9,10] N8=

(us_t)
(ug—u,)
(u7_t)
<U7_u4>
(ua_t)
(ug—us)
(uy=t)

(ug—uy)

N5=

N6 =

N7 =

uiip—l

b[4,5,6]+
b[5,6,7 ]|+
b[6,7,8]+

b[7,8,9 ]+

(t_u3)
(us_u3)
(t_u4)
(u7_u4)
(t_us)

(ug—us)
(t_u6>

(ug—ug)

b[5,6,7]

b(6,7,8]
b[7,8,9]

b[8,9,10]

Poligono de controle para o
intervalo [u,t): (4)NSN6N7

Poligono de controle para o
intervalo [t,u ):NSN6N7N8

HHpigwww.cs.mtu.edu/~shene/COURSES/cs3621/NOTES/spline/B-spline/single-insertion.html


http://www.cs.mtu.edu/~shene/COURSES/cs3621/NOTES/spline/B-spline/single-insertion.html

Algoritmo de Boehm

,SUSE,

IA841 — 152015 -
Ting



Funcoes de Base

* Grau: n ; Order: n+1
 Vetor de nos: {u,, u;, U, , ..., n.}
* Intervalo de suporte minimo: [u.,, U.,,)

U_Ul ul+n+1_u

n _ n—1 n—1
N} (u)=——=N;" (u)+—"""——N/; (u)
U, — U Ujine1 — Upeg
N(u)= 1,seu,<u<u,,
i _ ;. n+1
0, caso contrario ngo\_
Z Ny(u)=1
[=1
Order 1 b-splines Order 2 b-splines Order 3 b-splines

|/
Ting



Funcoes de Base Uniforme

| M Vetor de nds igualmente espacados
{0,1,2,3,4,5,6,...}
/N
T ol N (t)definidas por partes!
. Nolu)=: — ENp(u)+ 2= N
- . u—u, o

— N,(u),u,<u<u,

No(u)={ u,~u

Né(u),u1<u<u2

u,—u,
0, caso contrario

Ting



Funcoes de Base Nao-Uniformes

Invervalos nao-nulos e nao-uniformes
N:,sm N.*,#rﬂ

+F .

N, (0 {0,1.0, 2.0, 3.75, 4.0, 4.25, 6.0. 7.0}

Ob
o4

o2

IA841 — 152015 -
Ting



Funcoes de Base Nao-Uniformes

{0,0,0,0.3,0.5,0.5,0.6,1,1,1}

| b4 02 N3,2 NG2
Al — o Mo ﬁ
o(3} 3 0.5(3) 0.6 ES) jf-;ﬁ-ﬂ.a | ﬂﬁﬁ
f ﬁﬁk ~ m“\
Intervalos nulos - / / \
multiplicidade de nds - C A A

http://www.cs.mtu.edu/~shene/COURSES/cs3621/NOTES/spline/B-spline/bspline-ex-1.html


http://www.cs.mtu.edu/~shene/COURSES/cs3621/NOTES/spline/B-spline/bspline-ex-1.html

Representacao Algébrica de
B-Splines

P(u)=) d,N%(u)  Cubic (4-th Order) B-Spline Basics

— Control Pr
J=0 Points Actual Curve,
P(u—Z):P(t) 2/Segments
Grau: n Knots é’/

Ordem: k = n+1

NUmero de pontos Basis Functions
de controle: L+1

Qtde de nos:

K+1=L+n+2

SLIDE: order 4; controlpointlist (pA pB pC pD pE); {uses knots 9}

http://www.cs.berkeley.edu/~sequin/CS184/GuestLecture _05/SplineLect2.html


http://www.cs.berkeley.edu/~sequin/CS184/GuestLecture_05/SplineLect2.html

Exemplo Numeérico

P(u)=| O [W3lu)+|B | Wilue B 2
P(2.5)=">
Nﬁ(u):<3_2”>2 Nf(u):(u—l)z(l%—u)_l_(4—u)2(u—2) N (1)
N,(2.5)=0.125 N® N® N3

|IA841 — 152015 -

Ting



Influéncia do Grau nas curvas

n=1 n=>2 n=3
o _I.-'"."'-," o .--"'-\.N ,.-"'.-."xh A
/ \ / . : Vol . : 4
o N T T T 7
5"1. .r: \ ;’f ™
! Yool Vol ,
n=4 n=>5 n=~6

Qual é a multiplicidade dos nos extremos em cada BSpline?

IA841 — 152015 -
Ting



Influéncia do Grau nas curvas

n=1 n=>2 n=3
o _I.-'"."'-," o .--"'-\.N ,.-"'.-."xh A
/ \ / . : Vol . : 4
o N T T T 7
5"1. .r: \ ;’f ™
! Yool Vol ,
n=4 n=>5 n=~6

Qual é a multiplicidade dos nos extremos em cada BSpline?

IA841 — 152015 - k=n+1
Ting



0.6
o5
0.4

03

01F

Curvas uniformes (abertas)

No(t) Ni(t) Ny(e) N3(e) No(e)

I T [ TN TN NN T S TN TN TN [ [ N TN TN G [N NN NN N I A N TN TN O [N TN N I O |
] 2 3 4 5 6

Vetor de No¢s: {0,1,2,3,4,5,6,7} \/

P<t>:PoNg(t>+PlN?(t)"'PzNi(t>+P3N§<t>+P4Ni<t>

IA841 — 152015 -
Ting



0.6F
0.5F
04F
03E
02k

0.1F

Curvas nao-uniformes

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5

Vetor de Nés: {0,0,1,2,3,4,5,5} \/

P(t)ZPONé(t)+P1N§(t)+P2Ni(t)+P3N§(t)+P4Ni(t)

IA841 — 152015 -
Ting



Curvas “atachadas”

LORN o (t) N,(¢) -
0.8] N, (t)

S w0
{I.E:— P :[gl
{1.4_' b :[81 p2:{105l i
- P =[—g.sl

Vetor de Nés: {0,0,0,1,2,3,3,3} \/

P(t)=P,N,(t)+P,Ny(t)+P,N,(t)+P,N;(t)+P,N,(t)

IA841 — 152015 -
Ting



Curvas com cuspides

LOEN (t) N, (t) P:H
0.8} 7
N30 N3 pl
0.4:— P :m P2:[105l
02| .
- Pz[—g.sl
95 10 15 20 25 30

Vetor de Nés: {0,0,0,2,2,3,3,3} \/

P(t)=P,N,(t)+P,Ny(t)+P,N,(t)+P,N;(t)+P,N,(t)

IA841 — 152015 -
Ting



Multiplicidade de Pontos de

Controle
No(t) Nj(t) Ny(t) N;(¢) N,(t)
ol '
n <k
{I.IE- P_m PB:M
2H

Vetor de No¢s: {0,1,2,3,4,5,6,7} \/

P(t)=P,N,(t)+P,Ny(t)+P,N,(t)+P,N;(t)+P,N,(t)

IA841 — 152015 -
Ting



0.6
o5
0.4

03

01F

Multiplicidade de Pontos de
Controle

No(t) Ny(t) Ny(t) Ni(t) Ny(t)

I T [ TN TN NN T S TN TN TN [ [ N TN TN G [N NN NN N I A N TN TN O [N TN N I O |
] 2 3 4 5 6

Vetor de No¢s: {0,1,2,3,4,5,6,7} \/

P(t)=P,N,(t)+P,Ny(t)+P,N,(t)+P,N;(t)+P,N,(t)

IA841 — 152015 -
Ting



Propriedades de B-Splines

* Contidas no fecho convexo do poligono de
controle das curvas por parte.

* Possul a propriedade de variation diminishing.
* Sao invariantes sob transformacoes afins.
* Apresenta a precisao linear.

* Com um vetor de nos de multiplicidade 1, B-
splines de grau n tem continuidade Cn-1,

* Continuidade em nds de multiplicidade r é Cr-,

IA841 — 152015 -
Ting



NURBS

* Non-Uniform Rational B-Splines

W
L *.\
2 i Nilu) ol )
P(u):l:i . il S - k
n - |
w; N; (u> 1l
i=0 - ]
K a V=1
..I:I-
Y

IA841 — 152015 -
Ting
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