TransformacgGes Geométricas

Rogers & Adams — Capitulo 2, Secbes
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Transformacdes Geomeétricas

— Posicionar os blocos
constituintes de uma cena
» Alterar as coordenadas
dos pontos
— Projetar a cena sobre o plano
de imagem
» Alterar as coordenadas
dos pontos
— Enquadrar a cena na janela
de exibicdo
» Alterar as coordenadas
dos pontos

With a Camera

With a Computer

N

K

photograph

L

Transformacoes Rigidas

As formas das figuras néo séo alteradas:

»Rotacao
» Reflexao
»Deslocamento

£P>P




Rotacao 2D

i (%, Ys) Ponto Inicial:

(x, ¥;) = (Rcosg, Rseng)

(%0 ¥,)

Ponto Final:

(%, Y,) = (Rcos@+ 6), Rsen(¢+ 6))

= Rcos(¢ +8) = Rcosg¢gcoséd — Rsen ¢gsen 6 = x,cosf — y,sen 6
Rsen (¢ +8) = Rsen ¢gcosf@ + Rcosgsen 6 = x,%en 6 + y, cos @

X, =
Y,

(XZJ = (COS g —sen BJ( Xl] Em linguagem matematica:

sen 6 cos @

Y2 A Rotagéo pode ser traduzida em uma

transformacdo linear!!!!

Rotacéao 2D

y_,_ - (% ¥) Ponto Inicial:

(1, ¥;) = (Rcosg, Rseng)

Quais sdo os pontos invariantes

§ nesta formulacdo?
(% 1) ¢

Ponto Final:

(%2, ¥,) = (Rcos@+ 6), Rsen(g+ )

X, = Rcos(¢ + 8) = Rcos¢cosd — Rsen ¢gsen 8 = x, coséd - y,sen 6
Yy, = Rsen (¢+ 8) = Rsen gcosfd + Rcosgsen @ = x,sen @ + y, cos 8

X, ) _(cosf -—-senf) x
Y, “lsen6 cosé A




Rotacao 3D
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Notacao Matricial
cos® -sen® O
R,®)=|sen® cos® O
0 0 1
1 0 0
R,®= 0O cos6 -senb
0 senb cos 6
cos 6 0 senb
Ry ®=| 0 1 0
-sen® 0 cos®O




Reflexao 2D

Cl
-1 0 0
, Reflexao, = 0 1 0
0 0 1

Nesta formulacao, quais sao os
pontos invariantes?

Translacéo

(w+a,v+bw+e)
o

Ha pontos invariantes neste tipo de acédo?




Notacao Matricial

1 0 0 a

Tr = 0 1 0O b

0 0 1 c

0 0 0O 1
X’ 1 0 0 a X
y|_|0 1 0 bl||y
zZ 0 0 1 <c z
1 0 O 0 1 1

Transformacdes Nao-Rigidas

-
e

cisalhamento




Mudanca de Escala

. (Sxx,Syy,SZz)
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Notacao Matricial
S 0O O S, 0 O
0 S 0 S= 0 S, O
0 0O S 0 0 S,
Uniforme Nao-Uniforme

Nesta formulacao, quais sao os pontos invariantes?




Cisalnamento ( Shearing)

xemrelagdoayez yemrelacgdoaxe z zemrelacdoaxey

Notacao Matricial

1 0 Ax/IAz
Sh,=] 0 1 AylAz
0 0 1
1 0 0
Sh,= | Ay/Ax 1 0
Az/IAX 0 1
1 MxAy O
Sh,=| 0 1 0
0 Az/Ay 1

Nesta formulacao, quais sao os
pontos invariantes?




Sintese

1 0 0 a
0 10 0 s 0 00 1 c
reflexdo re-dimensionamento deslocamento
1 0 0 1 0 sh,
0 cosfd -—send 0 1 sh,
0 sen@ cosd 00 1
rotacéo cisalhamento
Transformacoes Afins
Afins = lineares + deslocamento
Aditividade: f(x+y) = f(x) + f(y) \
Homogeneidade: f(ax) = af(x) Transformag(”)es
l / rigidas
Reflexdes /

Rotacéo
Mudanca de escala
Cisalhamento




Transformacoes Afins

Transformacdes T entre dois espacos vetoriais V

e W gue preservam paralelismo

TV W

Xy=ap Xy ¥ Qp1 Y1 +3gp 21 + A3
Yo= 89Xy YA Y1 tay,2; + a3
Zy=ay Xg tay Y tayz +ay

Concatenacao Matricial

Transformac&o Linear

N\

.;I,‘ .ﬂ-H (119 (l];;i{?,l.-l .’Ii.
Y |0y oy ﬂz:;éﬂz-l Y
20 oy ap fl:;:;iﬁ:;--l 12
L] |0 0 0fL]|!

Coordenadas Homogéneas = pontos R representados por (n+1) escalares

Translacéo

e

.]\
als

Y

'ﬂ-u ap a3 ﬂ»m'
gy (o Qgg Gy
a3 Azo Q33 @3y

000 0 1]
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Coordenadas Homogéneas

(x/w,y/w,z/w,1), ou seja, projecéo

de (x,y,z,w), sobre o plano w=1

“ponto ¥ com centro de projecdo na
representante” de

(x,y,w) (%, ¥,w}

origem.

* Vetor

“diferenca” de 2 pontos
homogeneizados »>Quarta
coordenada(w) € nula

Outra interpretacdo geométrica:
lim (x/w,y/w,z/w,w/w) = (c0,00,00,1)

W->0

Vetores paralelos ao plano w=1, p.e.,
(x,y,z,0), interceptam w=1 no “infinito”
na direcao (x,y,z). Seu representante:

(0,00 00 1)
Plano Afim
affine \I\
plane
\.\* pmmi D
ideal point ideal line
""1’
U ey
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Transformacgoes Afins
Notacao Matricial

X
’ MMM, )Z/
1

Composicao de matrizes

S—
P N< X
-

=

=

<

o

=N X

Dois Exemplos

u‘\ J[’\

A

1-Fotate
%mlate

P'=T.(RP)=(T.R.P P =R.(T.P)=(R.T).P
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Transformacoes Inversas
4 4

_pe

PP=T.RP)=(T.R)P P =R(T.P)=(RT).P
(T.R)1P' =P RT)IP =P
RITIP =P TLIR1P =P

\
H Matrizes inversas

Alternativas para “algebrizar”
Rotacoes

* Notacao Matricial
* Rodrigue’s rotation formula

V'=vcosh+ (k xV)send + k(K * V)(1- cosH)

e Quatérnios

v'=qvg™
f

quatérnios
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Quatérnios

Elementos da base

q=a,+aj+a,j+ak=r(cosd+|send) =re’

i *:{;\ S Parte vetorial

e <\ Parte escalar | = aii + aQJ + agk
N \ \
. 1 =~1
1 \ 1
/ l x| 1]i]jlk
; 111]i]] |k
) N J
i b (-1 K|
Graphical representation of J J - k -1 |
quaternion units product as
90°-rotation in 4D-space k k J 'i -1

r—

N&o é comutativo!

[}
=" x

ey
mw nn

Numeros Complexos

Parte real

- l Pfrte imaginaria *{ﬂ’—;
Ve 4.

y I ——
| "T ////
r/ | T
q) ! Y ii=-1 a+b
oo 1= » Re
I
I @
I\ 5 ~—>Re
_y — * .
Z=x=ly Forma Polar
(conjugado) :
5 _ z=r(cosp +iseng) =re?
7i=% = < A
2Z X +y 2,2, =rr,(cos@, + ¢,) +isen(¢, + ¢,))
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Quatérnios
*Conjugado
q =2, (ai +a,j +ak)
*Adicéo e Subtracéo:

qxg=(axa,)+(ata’)i+t(a+a’)j+(a;£a,)k
*Multiplicagéo
00'= (83, ~ 2,8, ~ 8,8, ~8,3,) + (2@, + ad, + 3,3, ~ad,)i +
(a2, —aa, a3, tasa)j +(a@; +aa, ~a,a +aa)k
4 -a % -afa 4 A w
S Nl e Y PP I TR IS
8 —A f A& & A g T
8 & -a a|a -8, -8, & @
=rr'(cos@, +@,) + Isen(¢, +4,)) =rr'e' 7
*Norma e Inverso

laP=dd=2a, +a°+a, +a,’ ql=

o]
el "Q‘

Quatérnios em “forma vetorial”
=38 taita,j+ak=a,+(ai+a,j+ak)=a,+Vv
eConjugado
q=2a,~V
*Adicdo e Subtracéo:
q+q'=(a, +a) +(V+V")
*Multiplicacéo
00’ = (8y8, = W') + (VX W+ a,V'+a,V)
W' =V XV'—V e V'
elnverso
—\ -1 — aO _\7 — ao _\7
N PR e i
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Espaco de Rotacgdes “2D”

e e

Parametrizagdo em coordenadas esféricas 6,9) /(/ . 1\

l Aumenta T

0 angulo Q;;,_J

degeneracgéo nos polos de| |
l rotagao | \

Parametrizacdo em coordenadas homogéneas (W, X, Y) \ /

a_w
COS—=—=W _x 000
2 1 Lty
a X+y? PR — x
==X +y e
27 1 e
No equador: to,x,y) -
\

Espaco de Rotacoes “3D”

Parametrizacdo em coordenadas esféricas (6,9, y)

l

degeneracgéo nos polos

l

Parametrizagdo em coordenadas homogéneas (W,X,Y,2)

a_w
COS—=—=W
2 1
2 2 2
sen%="x +i/ tz ﬁ2+y2+zz
a a_ 3
g=cos_+lsen—=e?
2 2
o ol
vVi=qvg
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Quateérnios e Rotacoes

*Composigéao de rotagoes:
V'= pav(pa) ™ = pavg T p = p(avg ) p

eQuatérnio unitario *— Matrix ortogonal

g=a+bi+cj+dk

|

a’+b?-c?-d? 2bc - 2ad 2bd + 2ac
2bc + 2ad a’+b?-c*-d? 2cd — 2ab
2bd - 2ac 2cd + 2ab a’-b?>-c?+d?
Exemplos

*Rotacdo em torno do eixo (1,0,1) por 90°

v=(2 i Lgu2 32y
V= (010)= |
V2 1. V2 1.1 2,1 V2

1, 1.
Ve I IC, im0y S TSk

V2. V2

=-XSi M2y
2 2

sComposicao de 45°em torno de y e 45° em torno de x

V2+iN2+j 2,1 (I\/§+j\/§+k) cos? +1sen?
2 2 4 2 2

1
a =120 em torno do eixo (%'%12—\/@)
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Construcéo de uma Cena

/“’f' "L';j" ==
| ) .
i
Dois Paradigmas de
Transformacgoes
N
A g D B No mesmo referencial
C
D C
V=W '
W

B

- A
Mudanca de referenciais
v D C
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Mudanca de Referenciais
Reposicionamento de Objetos

P =TP
T=PPY,

se P for inversivel

“Transformacéo de Base”

a, aﬂ} _
(3 Ay

i
C

W, WyJ:T_

T=B,B,*!

R OOR
R OR R

PO

R ORO
Rk oo
PR OoR
N
N e

PR opR
SRS JUNA
m oKk O
» OO0oOo
oo\




Transformacoes de Vetores

Pontos

A, B, C)f(A B, C
A, B, C,| A, B, C
Vetores: diferenca de 2 pontos

ay bx Cx _f> a’x b,x C’x
ay by Cy a,y b’y C,y

MP,-MP, = M(P,-P,) = MP_ZIE’1

Vetores Normais

Em superficie suave, pode-se definir localmente um plano
tangente a cada ponto. O vetor normal deste plano
coincide com o vetor normal da superficie neste ponto P.

Plano tangente

Antes da transformacdo T:
N(P,-P) =0

Apés a transformacéo T:
N'(TP,-TP) =0

N(P,-P) = N'T(P,-P)
N=NT

NT2 =N’

Se for deslocamento d:

N'(Po+d — (P+d)) = N(P,-P) = 0
N'= N

N e N’ em vetor-linhal
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Funcdes Analiticas

y Ao A \Y
Equacao implicita de uma circunferéncia

X+y =R == (apX+ayy)’ +(agx+a,y)’ =R

Equacao paramétrica de uma circunferéncia

(x) _ (Rcos@) L (aoox+ a01yj oo
y) \Rsenéd QX +8y,Y

Funcdes Analiticas

Equacédo de um segmento
Transformacgéo linear:
a-t) T P, +tT P, = T [(1-t)P, +tP,] =T P(t)
Translacéo:
(1-t) (P,+d) + t(P,+d) = (1-t)P, + tP, + (1+t-t)d = P(t)+d
Equacéo de uma curva de Bézier
P =2 B, P;
Transformacgéo linear:
2B,(0) (TLP) = TLE B, () P) =T P()
Translagéo:
ZB,(t) (Pi+d) = B, () P+ Z B, (t) d=P() +d
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OpenGL
Pilha de Matrizes de Transformacdo =~ MODELVIEW

t

dp 84 3y Az glTranslate
a7 as dg A glRotate
a: A a4 glScale
G el glMultMatrix

dg dp A A

glPopMatrix
glPushMatrix

OpenGL

/* Adjust cube position to be
void init(void) { asthetic angle. */
/* Enable a single OpenGL light. */
glLightfv(GL_LIGHTO, GL_DIFFUSE,

light_diffuse); void display(void) {
glLightfv(GL_LIGHTO, gICIear(GL_COLOR_BUFFE
GL_POSITION, light_position); R_BIT _
glEnable(GL_LIGHTO): GL_DEPTH_BUFFER_BIT);
glEnable(GL_LIGHTING); * Adjust cube position to

/* Use depth buffering for hidden be asthetic angle. */

surface elimination. */ glTranslatef(0.0, 0.0, -1.0);

glEnable(GL_DEPTH_TEST);

[* Setup the view of the cube. */ gIRotatef(60, 1.0, 0.0, 0.0);

gIMatrixMode(GL_PROJECTION):; glPushMatrix();
gluPerspective( /* field of view in glRotatef(-20, 0.0, 0.0, 1.0);
degree */ 40.0, /* aspect ratio */ 1.0, d B .
/* Z near */ 1.0, /* Z far */ 10.0); rawBox();
g:Matrimc()de(GL_MOD/ELVIEW); glPopMatrix();
gluLookAt(0.0, 0.0, 5.0, /* eye is at _ .
(0,0,5) */ 0.0, 0.0, 0.0, /* center is at glTranslatef(1.0, -1.0, 0.5);
(0,0,0) */ 0.0, 1.0, 0.); /* up is in drawBox();
positive Y direction */ glutSwapBuffers();

} }
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