Capitulo 4

Transformacoes Geométricas

- L ,
Entende-se como transformagao uma aplicacéo f que faz corresponder um
ponto P do dominio R™ a um ponto do contra-dominio §™:

fiPERY - & (4.1)

Em sistemas de informagoes graficas, as transformagoes sio muito uti-
lizadas para mudar sistemas de referéncia (R" # S") ou mudar a posigao
dos pontos num mesmo sistema de referéncia (R" = 8"). A primeira classe
de transformagoes ¢ recomendada para tratar, por exemplo, um grupo de
objetos, em que cada um é descrito em relagao a um sistema de coordenadas
préprio; enquanto a segunda ¢ apropriada para manipular a posigao relativa
entre os objetos para compor uma cena mais complexa ou um objeto mais
complexo.

Ser@o apresentadas as cinco transformagoes bésicas — translagao (trans-
lation), rotagao (rotation), mudanga de escala (scaling), espelhamento (re-
flection) e deslocamento relativo linear (shearing). Veremos que, exceto as
translagoes, estas transformagoes sdo lineares; portanto, representdveis por
matrizes. No entanto, as translagoes em R™ equivalem aos deslocamentos re-
lativos lineares em R™! quando os pontos em R"*! sio considerados como
homogéneos aos pontos no subespaco (hiperplano) w = 1 do espaco R™1.
Assim, as cinco transformagoes sobre pontos em R™ podem ser representadas
uniformemente por matrizes de dimensao (n+1)x (n+1). Na se¢ao 4.2 serao
apresentados alguns sistemas de referénica mais conhecidos em Computagio
Gréfica e algumas transformagoes entre eles.
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4.1 Transformagoes Geométricas Basicas

Embora o foco seja transformagoes geométricas bi- e tridimensionais, apre-
sentaremos, quando possivel, formulagdes gerais para pontos de n-dimensoes.

4.1.1 Translagao

A translagao de um ponto num espaco ¢ o deslocamento d= [ dy - dy)t
deste ponto de P, = [11,, 29 ++* Tpy)' para P = [z1, 22, -+ Tn,]'. Este
deslocamento corresponde a adi¢do de uma parcela d; a cada coordenada
Tiy

¥

T, = Tip+dp
To, = Ty t+dy
T3, = T3, +d3
(4.2)
Tpy = Tpytdy

Usando notacao matricial tem-se

L1 T1w dl
T | | T2 | dy
T Tnw dn

(Ver Fig. 5.1 do livro-texto de Foley.)

Exercicio 4.1 Dado um segmento P(t) = (1—t)Py+tP;, t € [0,1]. Mostre
que P(t)+d = (1—t)(Py+d)+t(Pi+d). Por que aigualdade é um resultado
computacionalmente importante?

4.1.2 Mudanga de Escala

A mudanga de escala de um objeto implica essencialmente em mudanga do
seu tamanho. Em termos de vetores, isso equivale a dizer mudar a magnitude
dos pares de vetores definidos pelos pontos do objeto. Dados dois pontos a
e bem R de um objeto. Um vetor associado a eles é

ab=a-b

cuja magnitude é

Jab] = /(@ = ba)2 + (a2 — ba)? + (a5 — b2
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Mudar a escala do vetor por um fator vy corresponde a multiplicar _g.g por
isto é,

Ylab| = :\AE = 1) + (a2 = bo)? + (a3 — b3)?.

Se a =100 0], teremos

Alab| = 7/ (00)? + (02)? + (b5)2 = /(302 + (3b2)? + (b3 2.

(Ver Fig. 5.2 do livro-texto de Foley.)

Em outras palavras, obteremos o efeito de mudanca de escala através
da multiplicagio de cada coordenada x; por um fator v. Quando o fator
de escala é igual em todas as diregoes principais, dizemos que a mudanga é
uniforme.

Generalizando, podemos substituir o escalar y pelo vetor [y1 7273« 7]
para produzir efeitos de mudanca de escala diferenciada nas n diregoes
canonicas em R", ou seja, mudanga de escala nao-uniforme

Tir = Mip
L2 = N2T2p
T3r = 7Y3U3p
Tnr = Tnlnp
Em notagao matricial,
T1r S1 0 - 0 Ty
oy _ 0 89 v 0
Ty 0 0 - sy

(Ver Fig. 5.6 do livro-texto de Foley.)

Exercicio 4.2 Da forma como a transformagiao de mudanga de escala é
definida, € conveniente fitar um ponto do objeto de interesse na origem.
Justifique.

Exercicio 4.3 Dados os trés vértices de um triangulo [0 0%, [1 1] e [5 2J¢.
Qual transformagao a ser aplicada sobre os vértices do triangulo de forma
que a drea do tridngulo seja dobrada e o ponto [5 2]' se mantenha fizo.
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4.1.3 Deslocamento Relativo Linear

Esta transformacdo, conhecida em inglés como shearing ou em portugués
como cisalhamento, se caracteriza pela variagao linear de uma coordenada
em relagdo as outras, ou seja a nova coordenada transformada z;, em R"
pode ser expressa como:

n )
Tig = Tip + Dt jori(80igT50)-
Usando notagao matricial, isso equivale a:

T1p 1 ship - shi T1y

s

Top | | shar 1 -+ shyy, Tay

Ty m?:H mb:m e 1 Iy
(Ver Fig. 5.7 do livro-texto de Foley.)

Exercicio 4.4 Esboce o efeito de deslocamento relativo de um quadrado
unitdrio ([0 0], [L O], [L 1)t e [0 1]!): (o) na direcdo de & com shyy = 2;
(b) na diregio de y com shyy = 4; e (¢c) 0 mesmo montante shyy = shyy =3
em ambas as diregoes.

Observagao 4.1 Uma translagio em R™ é um deslocamento relativo em
R™1 se observamos que

Ty Ty +dy 10 - d Tlw

To Toy +dy 01 - dy Tay

&:% Ly + &: 00 - &: T
1 1 00 - 1 1

4.14 Rotagao

Rotagoes sio transformagdes em que os pontos giram de um angulo § em

torno de um dado ponto O. Por convencao, atribuimos valores positivos a

6 quando o sentido de giro for anti-hordrio e negativos quando for hordrio.
(Ver Fig. 5.3 do livro-texto de Foley.)

Se considerarmos que O seja a origem de um sistema de coordenadas de

2 dimensoes; r, a distancia entre O e o ponto (z,y) a ser girado; e que ¢
seja 0 angulo entre a direcao de (z,y) e o eixo z, entdo:
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T =7 coso
y=r send.

Apés a rotagdo de um angulo 6, o dngulo entre a dire¢ao do “novo” ponto
(zr,yr) € 0 €ixo z passard para 6 + ¢. Assim

T = reos(0+ o)
= rcospcost — rsengsend
= zyco80 — y,send

yr = rsen(f+9)
= rsengcosd + rcosgsent

= yycosl + xysend.
Em forma matricial, temos:

o cosf —senf Ty

Ur senf  cosf Yo

(Ver Fig. 5.4 do livro-texto de Foley.)
Esta transformacéo equivale a girar um ponto em torno de um eixo z em

Zp cosd —senf 0 Ty
R.0)=1| y | =| sen  cosfd 0 Yy
2 0 01 Pa

Analogamente, pode-se derivar a matriz de rotagdo em torno do eixo
(segundo a regra da mao-direita em relagio ao eixo de rotagao):

1 0 0
R.(0)=10 cosd —senf
0 senf  cosd

e em torno do eixo y,

cosf 0 senb
R,(0) = 01 0.
—senf 0 cosf

Observagao 4.2 As matrizes de rotagio sao ortogonais, ou seja, a magni-
tude dos vetores € preservada nas transformagoes de rotagao.
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Exercicio 4.5 Quais sio as coordenadas de um quadrado (2 6], [4 6],
[4 8]" e [2 8]') apds uma rotagio de 30° em torno do ponto [5 7)'?

Observagao 4.3 Uma rota¢ao de 0 em torno de um eizo qualquer pode
ser descrita como uma sequéncia constituida por trés rotagdes bdsicas e re-
presentada por um vetor (roll,pitch,yaw): em torno do eizo x, angulo de
rotagao longitudinal (roll); em torno do eizo y, Angulo de declividade
(pitch); e em torno do eizo z, Angulo de guinada (yaw). Ou entdo, na
sequéncia z-y-.

Em Mecdnica, os angulos roll, pitch e yaw sao conhecidos como angulos
de Euler.

4.1.5 Espelhamento

O espelhamento de um ponto P em relagio a um hiperplano R"! no
espaco R™ equivale a uma rotacao de 180° de P em torno deste hiperplano
passando pelo espaco R"*! no qual R estd imerso.

Num espago de 2 dimensoes define-se o espelhamento em relagao a uma
reta, enquanto num espaco de 3 dimensdes fala-se em espelhamento em
relagdo a um plano.

Exemplo 4.1 A matriz de espelhamento em relagdo ao plano ry é:

10 00
w0y 28]
00 01
em relagdo ao plano yz:
[-1 00 0]
=l 401
L 000 1]
e em relagdo ao plano xz:
[1 00 0]
=0 o1y
L0 00 1]

Exercicio 4.6 Mostre que um espelhamento em relagio a uma reta y =
equivale a trocar as coordenadas, isto € Mz y]' = [y 2]'.
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4.1.6 Notagao Matricial Unica

Usando a notagao matricial, translagao, mudanca de escala, deslocamento
linear relativo, rotacdo e o espelhamento sdo dadas, respectivamente, por:

P =P+T , (4.3)
P, = SP, , (4.4)
P. = ShP, (4.5)
P. = RP, (4.6)
P, = MP, (A7)

O fato da translagio ser tratada de forma diferenciada (adigdo) em
relacdo as outras (que sao lineares) dificulta um pouco a composicio das
transformagoes. Isso pode ser, entretanto, contornado com a adi¢ao de uma
coordenada e com a extensio da matriz de transformacdo por mais uma
coluna e uma linha, como destacamos em Observagao 4.1. Com isso, a re-
presentacao de um ponto assume o mesmo aspecto da sua representagao
em coordenadas homogéneas com a restri¢ao de que o valor da coordenada
adicional seja 1 (O espago 3D (z,y, ) seria a projegio de um espago 4D
(z,y,2,w) no “hiperplano” w = 1).

Observagao 4.4 Uma transformagao que satisfaz a sequinte relagio

Ty = G0,0Ty T A0,1Yy T €022y T €03
Yr = 010%y +011Yy + 01220 + 013
Zr = 0Ty +ag1Yy +a222 + a3 (4.8)

€ uma transformagao que preserva o paralelismo e a propor¢do entre os
mailtiplos dos vetores-base. Ela é conhecida como transformagdo afim.

Exemplo 4.2 A translagio de um ponto num espago bidimensional pode
ser expressa como o produto:

Tz +dy 10 d, T
y+dy, | = |0 1 d y
1 00 1 1

e num espago tridimensional,
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T+d; | 100d,|[x
y+dy | |0 10 d ||y
z+d, | |0 0 1 d, 2
1 000 1 1

A matriz estendida My, +1,m41 (em relagio & matriz m x m)

Q:FS : QS._
(4.9)

U @ Uia

onde o bloco Uy, engloba as transformagoes lineares (espelhamento, mu-
danga de escala, rotagao e deslocamento relativo linear) e o bloco Uy, os
deslocamentos, permite que a translaio e as transformagoes lineares sejam
tratadas de forma uniforme. Assim, a composi¢do destas transformagoes
bésicas pode ser reduzida em multiplicagdes (concatenagdes) das matrizes
correspondentes.

Observe ainda que a agao do bloco U;; é equivalente & mudanga de
escala uniforme (Segao 4.1.2), que estd relacionado com os multiplos dos
“pontos homogeneizados™:

21, 10 007 2w, o1, Wa:_

Ty 01 00 T2 T2 sT2w

Tin,r 0110 Tmw Tm,o WHS&
1 00 -0 s 1 s 1

Exercicio 4.7 Dada uma curva de Bézier P(t) = Y, P;BI'(t), t € [0,1].

Mostre que TP(t) = Y.(TP;)B!'(t), onde T € uma transformagdo afim qual-

quer. Esboce a rotagdo de uma curva de Bézier definida pelos pontos de
1 0 2

3

controle Py = , P = , Py= e Py =

ot
L SR =N ]

—

2
0l
1

—_

Observagao 4.5 O Jacobiano de uma transformagdo afim dada pelas Eqs. 4.8
é

Ozp  Ozp
T
J=| % Ouw
| 9z Bys
Oz Oz
Oy Oyv

Se J =0, a transformagao nao € inversivel. Quando J = 1, a drea €
invariante sob a transformagdo.
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Exercicio 4.8 Mostre que uma translagdo, uma rotagio, uma mudanga de
escala ou um deslocamento linear relativo sao inversiveis e que o desloca-
mento relativo ndo preserva a drea.

Exercicio 4.9 Obter a matriz de transformagio de reflexao de um ponto
em relagio a um plano arbitrdrio definido por um ponto P = [z y z]' e
um vetor normal i = [ng ny n.]t. Aplique esta transformagio sobre as
coordenadas do sequinte objeto definido pelos vértices:

0 @ 6 @ 6 6 @ @ 9 (10
1 3 3 25 2 2 3 3 2 3
1 1152 2 1 1 2 2 2
2 2 2 2 1 1 1 1 15
11 1 1 1 1 1 1 1 1
e pelas sequintes faces

12 3 4 3

16 7 2

8§ 10 3 2 7

9 5 4 10 8

5 9 6 1

9 8 7 6

4.2 Transformagoes entre Sistemas de Coordena-
das

As transformagdes que vimos até agora se restringem a situagdes em que o
sistema de referéncia permanece inalterado. Uma forma alternativa, porém
equivalente, a esta visdo, ¢ pensar que houve a mudanga de sistemas de
referéncia em relagdo aos quais os objetos, antes e apds a transformacao,
permanecem inalterados. Esta segunda visio é bastante 1itil em Computagio
Gréfica para compor, por exemplo, num espago de cena um conjunto de
objetos, cada um definido num sistema de referéncia préprio.
(Ver Fig. 5.26 do livro-texto de Foley.)

Um dos principais objetivos de Computagao Grafica é viabilizar a sintese
de imagens bidimensionais a partir de modelos geométricos 3D (cenas 3D).
Como veremos mais adiante, para passar de 3D a 2D, os objetos sofrem
uma sequéncia de transformacoes. Por eficiéncia, definem-se entdo diver-
sos sistemas de coordenadas para distinguir os diferentes espagos em que
os diferentes estdgios intermedidrios de um objeto “em transformacao” se
encontram. A cada espago associa-se um sistema de coordenadas.
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(Ver Fig. 5.23 do livro-texto de Foley.)
Intuitivamente é fécil identificar dois espagos:

Espago de Objeto O sistema de coordenadas é relativo a um objecto es-
pecifico. Geralmente, o modelo do objeto esta centrado na origem do
sistema e tem dimensoes normalizadas. O sistema de coordenadas as-
sociado a este espaco é denominado de sistema de coordenadas do
objeto, de modelagem ou local.

(Ver Fig. 5.21 do livro-texto de Foley.)

Espago de Imagem As coordenadas dos pontos dos objetos sao relativas
a um sistema de referéncia fixado no dispositivo de saida. Este sistema
de referéncia é chamado de sistema de coordenadas da imagem,
do dispositivo, ou de rasterizagao (screen-coordinate system).

(Ver Fig. 5.10 do livro-texto de Foley.)

Para facilitar o entendimento do processo de mapeamento do espago do
objeto para o espago da imagem, muitos padrdes graficos tridimensionais,
como PHIGS, distinguem ainda os seguintes espagos:

Espago de Cena Corresponde ao espago que compreende todos os elemen-
tos que compdem uma cena. Entre os elementos citam-se os compo-
nentes representados no espago do objeto, as fontes de luz, a camera
virtual e o fundo. Neste espago é possivel estabelecer as posigoes e
as orientagoes relativas entre os elementos de uma cena, pois as coor-
denadas dos pontos dos elementos integrantes da cena sao dadas em
fungdo de um sistema de coordenadas global WC (ou do mundo,
em inglés world-coordinate system). Tal sistema é também chamado de
sistema de coordenadas da aplicagao, em vista de que as medidas
dos elementos estdo comumente em escala natural da aplicagao.

Espago de Camera E conhecido também como o volume de visdo (view
volume). Neste espago destaca-se a posi¢ao do observador (ou cdmera)
na cena, denominada ponto de referéncia de projecao (projection
reference point — PRP). Os eixos (v u n) do sistema de referéncia
deste espago, conhecido como sistema de coordenadas de cimera
ou do observador (viewing-reference coordinate system — VRC), sao
definidos normalmente em funcao de WC. O eixo n coincide com a
normal VPN do plano de projecdo. A projecao do vetor view up
vector — VUP) na diregdo do eixo n define o eixo v. E o eixo u deve
ser perpendicular a v e n. A origem deste sistema, especificado em
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WC, é chamado ponto de referéncia de visdo (view reference point
~ VRP). Usualmente, VRP ¢ um ponto sobre o plano de projecao.
Observe que o vetor VUP indica, de fato, a dire¢io superior da linha
de visdo.

(Ver Fig. 6.14 do livro-texto de Foley.)

O volume de visdo corresponde a uma regido da cena de interesse
que deve ser visualizada, isto é, que deve ser projetada sobre a drea

de exibigao. Este volume depende, portanto, do plano de proje¢ao (o
plano uv), da janela de visio (window) (dada por (min, Umazs Vmins Umaz))s
do tipo de projegdo (paralela ou perspectiva) e do ponto de referéncia

de projegao (PRP). Para limitar os lados deste volume, sdo introduzi-
dos ainda os planos de corte dianteiro (front clipping plane) e traseiro
(back clipping plane).

Espaco de Visao Normalizado Este espago corresponde ao volume de
visdo normalizado. Normalmente, projeta-se os elementos contidos
neste espaco num plano, passando assim para o espaco de imagem.

Outros termos, como espago de textura e espago de cor, sdo comumente
utilizados na literatura sobre Computacao Gréfica, como veremos durante
esta disciplina.

Uma transformagao que leva um sistema X coincidir com um outro sistem
Y/, de mesmas dimensoes, pode ser obtida através da concatenacio de um
conjunto de transformagoes bésicas, como ilustram os seguintes exemplos.

Exemplo 4.3 A transformagio T de uma base {by,ba, b3} para a base canonica
{e1,e2,e3} deve ser tal que

1
0 =7[ b by by ].
0 ﬁwwu%

S = O
_ o O

Portanto,
-1
T=[b b b]
t
Sendo a matriz [by by bs] ortonormal, T = ﬁ by by by _ .
Exemplo 4.4 Em Computagio Grdfica, objetos definidos no espago de ob-
jeto normalmente sequem a regra da mao-direita e os no espago de imagem,

a da mao-esquerda. Neste caso, € muito frequente a aplicagdo de trans-
formagdes entre estes dois sistemas durante o processo de visualizagao. Por
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inspegdo, € facil concluir que a transformagdo entre os dois sistemas € sim-
plesmente um espelhamento em torno do plano xy:

00
00
Crer = Crcg = 10
01

oo o =
oo = O

Exemplo 4.5 Muitos pacotes grdficos oferecem facilidades para definir as
entidades grdficas planares em qualquer unidade métrica apropriada para
as aplicagoes, como milimetro, centimetro, metro e kilometro, embora que
a drea de visio (normalmente, uma tela) seja “limitada”. Estes pacotes
dispoem, entdo, de um conjunto de fungoes que transformam as entidades
definidas pelos usudrios (em sistema de coordenadas do mundo - world coor-
dinate system) para entidades visualizdveis (em sistema de coordenadas do
dispositivo - screen coordinate system).
(Ver Fig. 5.11 do livro-texto de Foley.)

A regido retangular de interesse, que pretendemos visualizar, € denomi-
nada a janela (window) e a regidgo no dispositivo de saida, onde as entidades
sao “desenhadas”, é chamada quadro de visao (viewport). Se associar-
mos a cada um deles um sistema de referéncia, denominamos o procedimento
que mapeia 0s pontos de uma janela para um quadro como transformagao
de window para viewport. Esta transformagdo pode ser obtida por meio de
aplicagoes sucessivas das sequintes transformagoes bdsicas:

o deslocamento da janela para a origem,
o transferir a janela para o sistema de coordenadas do quadro,

o aplicar a transformagdo de mudanga de escala sobre as coordenadas
da janela, para que ela figue de mesmo tamanho do quadro de saida, e

o desclocar a janela para o quadro.
(Ver Figs. 5.12 € 5.13 do livro-texto de Foley.)

Exemplo 4.6 Somente os pontos contidos no volume de visdo normalizados
sao “imageados”. Como os pontos numa cena sio dados normalmente em
coordenadas de WC e o volume de visao (definido por planos de corte, PRP e
a janela de visao) é definido em coordenadas de VRC, precisa-se transformar
0s pontos da cena de interesse do sistema de WC para o sistema VRC. Esta
transformagao depende do tipo de proje¢ao, como veremos no Capitulo 5.




TA725 — notas de aula — FEEC — 1° SEM/2006 (Ting) 63

Para projegoes paralelas, em que o volume de visao € um paralelepipedo, a
matriz de transformagdo pode ser obtida com as sequintes operagoes:

o deslocar o ponto VRP a origem de WC,

o girar o sistema VRC de tal forma que o eizo n coincida com o eizo z
de WC, v com o eizoy e u com o eixo x (considerando que o sistema
VRC' obedega d regra da mao direita) e

o deslocar as coordenadas © ey dos raios de projecio em relagdo @ co-
ordenada z, de forma que estes raios fiquem paralelos ao eizo z.

Exercicio 4.10 Obter a matriz de transformagao entre as referéncias:
1. base canonica; e

2. em relagio a base candnica, a origem fique no ponto P = [P, P, P, 1]t,
0 €ix0 z coincida com a diregio d = [dy dy d. 0] € 0 plano yz contenha
d e o vetor VUP = [vy vy v, Of'. Considere P = 43 -3 1],
d=]-5 —120) e VUP=1[0100]".

Exercicio 4.11 Qual € a transformagao a ser aplicado no vetor normal de
um plano se for aplicado nele uma transformagio M? Verifique a diregdo
normal do plano 3z + 1.5y + 0.2z — 4.0 = 0 apds uma rota¢ao de 45° em
torno da origem do sistema.

4.3 Quatérnios e Rotagoes

Os quatérnios q = ag +ia; + jas + kag sdo uma extendo dos niimeros com-
plexos. Ao invés de um valor imagindrio (i), temos um “vetor imagindrio”
(i+j+2), tal que

S ]

Ty ey | =y
(-
O ] L]

|
—

S T ) e ey

Dizemos que ag ¢ a parte real ou escalar e @ = ia; + jag + kas,
a parte pura ou vetorial. Um quatérnio que tem a parte real nula é
denominado quatérnio puro. Similar aos nimeros complexos, o con-
jugado do quatérnio ap 4+ @ é § = ap — d e o quadrado da sua norma
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lg = Vg = \Ja} +al+ad+ad. O inverso multiplicativo ¢ definido por
¢ = % Particularmente, para um quatérnio unitario, |g| = 1, ¢~' = 7.
Sdo definidas entre dois quatérnios q; = ag+d e g2 = by +has operagoes

adicao : q +¢2 = (ap + bp) + (@ + b), que pode ser expressa com uso de
notagao matricial é

ap + b(] ap b(]
a; + b] | m + bl
ag + bg ag bz
a3 + bg as b3

multiplicagdo : ¢, = qiq2 = (apbp — (@ - b)) + (aoh + bo@ + @ x b). Em
notagao matricial, temos

qo,r a —ap —ag —az | | by
qr | _ |a a -a3 ap by
©r| e e a - by
QB a3 —ay ar bs

bop b by b3

= a0 a a ag} =by bp b3 by

by by by b

—by —by by by

A primeira multiplicagao é conhecida como multiplicagao esquerda
que equivale a uma transformacéo linear L, (b) associando ¢2 a q1¢2 €
a segunda, uma multiplicacdo direita Ry(a), mapeia ¢1 a q1¢o.

Os quatérnios sio associativos e nao sao comutativos.

De forma andloga aos nimeros complexos, podemos representar geo-
metricamente os quatérnios unitdrios sobre um plano ao definirmos I=
iu1 + jug + kug com u? +u3 +u3 = 1. Podemos escrever ¢ na forma ag +uf
Se adicionalmente |g| = 7, entao existe 6 tal que ag = rcosf e p = rsend.

Isso significa que podemos escrever ¢ na forma polar r(cosf + fsen@) =relf,

E possivel demonstrar que se representarmos cada ponto no espago °
como um quatérnio puro P = iz + jy + kz, uma rotagao T(P) deste ponto
de um angulo igual a 26 em torno de um vetor I que passa pela origem pode
ser dada por

T(P) =aPa™t,onde a= refe, r>0el?=-1.
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Este resultado nos prové uma ferramenta eficiente e numericamente estavel
para concatenar as rotagdes. Supomos que ¢ € ¢z sejam dois quatérnios
unitdrios representando duas rotagdes. A concaternagio da aplicacao das
duas rotagoes sobre um ponto P equivale a

o(q P ey
Por associatividade,
(20)Plgr'5") = (q201) Ploagn) ™"

Como o produto de duas matrizes requer um nimero de operagoes ele-
mentares maior que o produto de dois quatérnios, recomenda-se obter o
resultado da concaternagao das rotagdes com uso de quatérnios. Quando se
precisa aplicé-lo sobre um conjunto de pontos, faz-se entao a sua conversao
para a notacao matricial.

Exemplo 4.7 Derive, com uso de quatérnios, a rota¢ao em torno do eizo
2z por um dngulo 6.
7 e . .
Neste caso, [ = k e a = el = Smm + wmm:m\ nSnSeminmmH

Smm - wmmzm. Portanto,

T(P)= Aaomm + \%m:mvga +jy+ \Sxmcmm - \%gmvv.

Utilizando a notagao matricial, temos

Smm 0 0 Imgm
T(P) = 0 Smm \mmwm 0
0 seny cosz 0
mgm 0 0 oemm
nemm 0 0 mm:m 0
0 Smm Imgm 0 T
o 0 mm:m Smm 0 Y )
\mm:m 0 0 Smw z
1 0 0 0 0
0 cosd —senf 0 x

0 senf cosd 0 Yy
0 0 0 1 z
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Exercicio 4.12 Com uso de quatérnios, obtém o efeito da sequéncia de
duas rotagdes: (1) rotagdo em torno do eizo y por 30° e (2) rotagdo em
torno do eizo x por 45°. Qual é a matriz correspondente?

Exercicio 4.13 Com uso do quatérnio, derive a matriz de rotagio em torno
da diregdo [ug uy u.]' por um dngulo 6.




