
Caṕıtulo 2

Matemática em Computação
Gráfica

Este caṕıtulo tem como objetivo principal revisar alguns conceitos ma-
temáticos que serão utilizados ao longo desta disciplina.

2.1 Pontos

A Geometria Anaĺıtica nos provê um importante recurso para processar
computacionalmente os objetos geométricos de interesse: a representação de
um ponto no espaço de n dimensões por uma lista de n valores denominados
coordenadas. A forma mais usual é associar estes valores às distâncias do
ponto em relação a um conjunto de planos defindo pelos n eixos ortogonais
entre si. Tal sistema de eixos é conhecido como sistema de coordenadas
retangulares ou cartesianas.

No espaço 3D, o sistema de referência cartesiano é constitúıdo por 3
eixos que são designados, respectivamente, por x, y e z e as coordenadas x,
y e z correspondem, respectivamente, às distâncias aos planos yz, xz e xy.
Dependendo da designação, distinguem-se ainda duas orientações:

• orientação mão-direita: ao rotacionarmos os dedos da mão-direita
partindo-se do eixo x para o eixo y, o polegar aponta para a direção
positiva do eixo z.

• orientação mão-esquerda: ao rotacionarmos os dedos da mão-esquerda
partindo-se do eixo x para o eixo y, o polegar aponta para a direção
positiva do eixo z.
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Exerćıcio 2.1 Dados um ponto sobre um plano e dois sistemas de referência
cartesianos associados a este plano, como ilustra a figura. Quais são as co-
ordenadas do ponto P em cada sistema?

P

A distância entre dois pontos P1 = (x1, y1, z1) e P2 = (x2, y2, z2) dados
no sistema cartesiano pode ser obtida pela expressão:

d(P1, P2) =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2 (2.1)

Para problemas que envolvem direções variadas em relação a uma origem
O fixa (pólo), é conveniente especificar a posição de um ponto P em <3 com
uso de coordenadas polares (r, θ, φ), onde r é a distância entre os pontos
O e P , e θ e φ, os ângulos entre a direção −−→OP e dois eixos (de referência)
que passam por O.

Considerando que os eixos de referência sejam, respectivamente, x e z. A
conversão das coordenadas polares para as cartesianas é dada por seguintes
expressões:

x = r cosθ senφ y = r senθ senφ z = r cosφ (2.2)

E das cartesianas para as polares,

r =
√

x2 + y2 + z2 φ = arccos
z

r
θ = arctg

y

x
(2.3)

z

x

y
r

φ

θ

Em processamento computacional os pontos são usualmente re[resentados
por vetores-linha ou vetores-coluna:

[
x y z

]
ou


 x

y
z






IA725 — notas de aula — FEEC — 1o SEM/2006 (Ting) 14

Exerćıcio 2.2 Dados dois pontos P1 = [1.0 2.0 −3.0]t e P1 = [4.0 1.0 −1.0]t

representados em coordenadas cartesianas.

1. Represente-os em coordenadas esféricas e ciĺındricas.

2. Determine a distância entre os dois pontos: (a) num sistema cartesi-
ano; (b) num sistema esférico; e (c) num sistema ciĺındrico. Comente
o grau de complexidade em cada sistema.

2.2 Vetores

Em Computação Gráfica há muitas situações para as quais é mais conveni-
ente trabalhar com grandezas que não requerem a definição expĺıcita de um
sistema de referência. Uma entidade geométrica que favorece a obtenção
destas grandezas é o vetor.

Vetor é uma grandeza f́ısica provida de direção e magnitude (norma).
Dois pontos distintos de um sistema cartesiano P1 = (x1, y1, z1) e P2 =
(x2, y2, z2) definem um vetor (de deslocamento de P1 a P2) ~P1P2 em <3

conforme a seguinte expressão:

−−−→
P1P2 = P2 − P1 = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1).

Análogos aos pontos, os vetores são usualmente representados por vetores-
coluna ou vetores-linha. Embora as duas entidades tenham a mesma notação,
vale ressaltar aqui que a semântica das duas entidades é bem distinta. Os
pontos são descritos através das distâncias “absolutas” aos eixos de um sis-
tema de referência, enquanto os vetores especificam os deslocamentos relati-
vos entre dois pontos. Graficamente, os pontos são usualmente representados
por um “disco” e os vetores por uma seta orientada de P1 (ponto inicial) para
P2 (ponto final). Segmentos com orientação e magnitude iguais representam
um mesmo vetor, independentemente da posição dos seus pontos-extremo
no espaço. Uma decorrência imediata deste fato, e de extrema utilidade em
termos de processamento computacional, é a possibilidade de representar os
modelos geométricos focando somente nas suas caracteŕısticas geométricas
que sejam invariantes em relação aos sistemas de referêcia escolhidos.

Exerćıcio 2.3 Desenhe o vetor definido por dois pontos P1 = [2.0 1.0]t e
P2 = [6.5 6.0]t no sistema 2 do Exerćıcio 2.1. Quais são as coordenadas
dos ponto P1 e P2 em relação ao sistema 1 do Exerćıcio 2.1? Represente
graficamente o vetor definido pelos pontos P1 e P2 no sistema 1 e compare-o
com o vetor no sistema 2 do Exerćıcio 2.1.
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A magnitude ou norma | ~a | de um vetor ~a é, por definição, a distância
entre os pontos inicial P1 e final P2, ou seja,

| ~a |=
√

a2
1 + a2

2 + a2
3,

onde a1=x2 − x1, a2=y2 − y1, e a1=z2 − z1.
Um vetor normalizado é um vetor cuja magnitude (ou norma) é igual

a 1. A normalização de um vetor pode ser obtida com a divisão de cada
componente do vetor pela sua norma.

Exerćıcio 2.4 Normalize os seguintes vetores: (a) (2.0, 7.0); e (b) (1.0,
1.0, 1.0).

Dados os vetores ~a = [a1 a2 a3]t, ~b = [b1 b2 b3]t e ~c = [c1 c2 c3]t. As
seguintes operações algébricas são definidas:

Adição : ~a +~b = [a1 + b1 a2 + b2 c1 + c2]t;

Multiplicação por um escalar α : α~a = [αa1 αa2 αa3]t;

Produto interno ou escalar : ~a ·~b = a1b1 + a2b2 + a3b3 ou ~a ·~b =| ~a || ~b |
cosγ, onde γ é o ângulo entre os vetores ~a e ~b.

Produto externo ou vetorial : ~a ×~b = [a2b3 − a3b2 a3b1 − a1b3 a1b2 −
a2b1]t ou | ~a×~b |=| ~a || ~b | senγ, onde γ é o ângulo entre os vetores ~a
e ~b. A direção do vetor resultante é perpendicular aos vetores ~a e ~b e
obedece a regra da mão-direita ou mão-esquerda.

Produto misto : ~a·(~b×~c) é igual ao determinante dos vetores ~a,~b e ~c. Uma
interpretação geométrica deste produto é o volume do paraleleṕıpedo
definido por a, b e c.

Exerćıcio 2.5 Dados dois vetores a = [1.0 2.0 −3.0]t e b = [4.0 1.0 −1.0]t.

1. Determine o produto escalar de a e b. Esboce o resultado.

2. Determine o produto vetorial de a e b. Esboce o resultado.

3. Determine o produto vetorial de a e b normalizados e o produto vetorial
normalizado de a e b. Compare os resultados.

Exerćıcio 2.6 Dados três vetores: a = [2.0 0.0 3.0]t, a = [0.0 6.0 2.0]t e
a = [3.0 3.0 0.0]t. Qual é o volume do tetraedro definido por eles, sabendo
que este volume é 1

6 do volume do paraleleṕıpedo pelos mesmos vetores?
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núm

eros
reais

junto
com

as
operações

de
adição

e
de

m
ultiplicação

por
escalar

definem
um

espaço
vetorialsobreosnúm
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,defato,um
a

basepara
um

sistem
a

de
coordanadas

afins,perm
intindo-nos

especificar
o

vetor-posição −−→O
P

de
um

ponto
P
⊂

<
n

em
relação

à
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algébrica
dasposições

dos
pontos

P
i ,independentem

ente
do

ponto
de

referência
O

,

P
=

m∑i=
1 α

i P
i .

C
om

isso,podem
os

processar
os

m
odelos

sem
nos

preocupar
com

a
escolha

do
sistem

a
de

referência.
A

s
coordenadas

α
i

que
satisfazem

a
condição

∑
ni=

1
α

i
=

1
são

denom
inadas

coordenadas
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é

um
a

com
binação

convexa
dos
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Exerćıcio 2.8 Dada uma sequência de pontos {P1, P2, P3, P4, P5, P6} como
ilustra a figura abaixo, esboce o lugar geométrico da combinação convexa
destes pontos. Justifique.

P1

P2

P3
P4

P5

P6

2.3 Funções

Dados dois conjuntos A e B. Uma função, definida em A, é uma corres-
pondência que associa a cada elemento em A um elemento em B. A e B são
chamados, respectivamente, de domı́nio e contra-domı́nio.

Se temos duas funções f e g tais que f seja definida para todos os elemen-
tos que são os resultados que g pode assumir, então podemos construir uma
nova função, representada por f ◦ g, conhecida como função composta:

f ◦ g(~x) = f [g(~x)]

Exerćıcio 2.9 Dadas as duas funções f(x) = 2.0senx e g(x) = x2 + x.

1. Obter h1(x) = f ◦ g(x).

2. Obter h2(x) = g ◦ f(x).

3. Quais são as derivadas de h1(x) e h2(x)?

Uma função é diferenciável se ela admite em todos os pontos derivadas
de todas as ordens. Se ela admite derivadas até ordem n, dizemos que ela é
diferenciável ou cont́ınua até ordem n (Cn).

Exerćıcio 2.10 Verificar a diferenciabilidade das seguintes funções:

1. f(t) = (a cost, a sent, bt).

2. y =
√

x3.
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Observação 2.2 É muito comum processar informações geométricas com
uso de funções trigonométricas. Utilizaremos algumas das suas igualdades
nesta disciplina:

• sen(x± y) = senx cosy ± cosx seny.

• cos(x± y) = cosx cosy ∓ senx seny.

• senx = cos(x− π
2 ) = cos(π

2 − x).

• cosx = sen(x + π
2 ) = sen(π

2 − x).

Funções lineares, definidas sobre os números reais <, é uma expressão
com o seguinte aspecto:

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = b,

onde ai, b ∈ < e os xi são variáveis (ou incógnitas). Os escalares ai são
denominados coeficientes de xi.

Exemplo 2.1 A combinação linear de vetores é uma função linear.

Dados dois espaços vetoriais X e Y . A correspondência que associa a
cada vetor ~x ∈ X um vetor ~y ∈ Y é conhecida como transformação (ma-
peamento ou operador) de X em Y . Uma transformação F é conhecida
como linear se para todos os vetores ~v e ~x em X e escalares c são satisfeitas
as duas relações:

F (~v + ~x) = F (~v) + F (~x)
F (c~x) = cF (~x)

Uma transformação é denominada isométrica quando o produto in-
terno dos vetores é preservado, ou seja a norma (ou a magnitude) do vetor
permanece inalterada.

Exemplo 2.2 A transformação F (x, y, z) = (−x, y, z) é uma transformação
linear (F ((x1 +x2, y1 +y2, z1 +z2)) = F (x1, y1, z1)+F (x2, y2, z2) = (−(x1 +
x2), (y1 + y2), (z1 + z2)) e F (c(x1, y1, z1)) = cF (x1, y1, z1) = (−cx1, cy1, cz1)
) e isométrica (as distâncias entre os pontos são preservadas na trans-
formação).

Exemplo 2.3 A transformação F (x, y, z) = (x + dx, y + dy, z + dz) não
é linear, pois F (cx, cy, cz) = (cx + dx, cy + dy, cz + dz) 6= cF (x, y, z) =
(c(x + dx), c(y + dy), c(z + dz)).

Exerćıcio 2.11 Dê duas transformações isométricas e uma transformação
não-isométrica.
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2.4 Matrizes e Transformações

Muitas vezes, transformações lineares são consideradas como sinônimo de
“representáveis por matrizes”. Este fato pode simplificar a manipulação de
transformações lineares entre os vetores, como veremos nesta disciplina.

Matrizes são disposições “tabulares” de escalares. Uma transformação
linear de (x1, x2, · · · , xn) ∈ <n em (b1, b2, · · · , bm) ∈ <m pode ser expressa
em um sistema de equações lineares

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . . · · ·
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

que é equivalente à equação matricial


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . .
am1 am2 · · · amn







x1

x2

· · ·
xn


 =




b1

b2

· · ·
bm




ou simplesmente A~x = ~b. Chamamos A de matriz de transformação.

Exerćıcio 2.12 Utilize a notação matricial para descrever o seguinte sis-
tema de equações lineares:

x = 2.0t + 1.0(t− 1)
y = −1.0t + 4.0(t − 1)
z = −1.5t− 2.0(t − 1)

Qual é o lugar geométrico das soluções do sistema para o intervalo t ∈
[0, 1.0]?

Operações algébricas definidas sobre duas matrizes A e B são:

Adição : de matrizes de mesma dimensão m× n.

Multiplicação por escalar : cada elemento da matriz é multiplicado pelo
escalar.
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Multiplicação : cada elemento ij da nova matriz AB é obtido multipli-
cando a i-ésima linha de A e j-ésima coluna de B. Portanto, o número
de linhas de A deve ser igual ao número de colunas de B.

Transposição : cada linha é transposta ordenadamente para coluna da
nova matriz.

Inversão : a multiplicação de uma matriz (quadrada e inverśıvel) pela
sua inversa é uma matriz-identidade. O método da eliminação é
muito utilizado para inversão de uma matriz. Ele consiste em aplicar a
sequência de operações elementares (utilizada para converter a matriz
original numa matriz-identidade) na matriz-identidade para chegar à
matriz inversa (Seção 2.6.1).

Observação 2.3 Determine a matriz inversa de:

1.

A =

[
3 1
2 4

]

2.

A =


 −0.5 0.0 0.0

0.0 4.0 0.0
0.0 0.0 1.0




É fácil mostrar que a composição de duas transformações lineares A(B(~x))
pode ser representada como a multiplicação das matrizes de coeficientes, ou
seja, A(B(~x)) = AB~x.

Algumas propriedades satisfeitas pelas operações de matrizes são:

• Associativa para adição: A + (B + C) = (A + B) + C.

• A + 0 = A.

• A + (−A) = 0.

• A + B = B + A.

• k(A + B) = kA + kB, onde k é um escalar.

• (k1 + k2)A = k1A + k2A, onde k1 e k2 são escalares.

• (k1k2)A = k1(k2A).
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A
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A

e
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−

A
.

A
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x

y
1 ] 
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F
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A
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A
s
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quádricas,por

sua
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A
x

2+
B

y
2+

C
z
2+

D
xy

+
E

yz
+

F
xz

+
G

x
+

H
y

+
J
z

+
K

=
0
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m
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e
o

seguinte
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[
x

y
z

1 ] 
A

D
/2

F
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D
/2

B
E

/2
H

/2
F

/2
E

/2
C

J
/2

G
/2

H
/2

J
/2

K

 
xyz1 
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e
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a

m
atriz

A
,de-

term
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os
prim

eiro
os

autovalores
λ
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expressão

det(A−
λI)=

0,

onde
I

é
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a
m

atriz
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identidade.
Em

seguida,
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o

autovetor
correspondente

a
cada

autovalor
através

da
igualdade

A
~x

=
λ~x.

E
xerćıcio

2.13
D
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os
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e
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m
atriz

A
= [−

5.0
2.0

2.0
−

2.0 ]

U
m

a
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é

a
diagonalização
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m
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A

.
A
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variáveis
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a
linear
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n
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sendo
X

form
ada

pelos
autovetores
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o
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constitúıda
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=
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atriz
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=

X
−

1A
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,ou
seja,

X
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A
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D
X
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=
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X
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X
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+
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Q
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2.5 Números Complexos

Um número complexo z é um par ordenado (x, y) com x, y ∈ <. x é
chamado a parte real e y a parte imaginária de z, ou seja,

x = Re z y = Im z.

Por definição, dois números complexos são iguais, se a suas partes reais
e partes imaginárias forem iguais.

Chamamos de unidade imaginária o par (0, 1).
Operações definidas para números complexos são

adição : z1 + z2 = (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2).

multiplicação : z1z2 = (x1, y1)(x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1).

divisão : z = z1
z2

= x1x2+y1y2

x2
2+y2

2
+ ix2y1−x1y2

x2
2+y2

2
.

conjugado : z = x− iy.

Observe que se as partes imaginárias forem nulas, as operações se re-
duzem às operações definidas para os números reais. Ainda mais, podemos
escrever z na forma

z = x + iy,

ao definirmos i2 = −1.

Exerćıcio 2.15 Dados dois números complexos z1 = 8 + 3i e z2 = 9 − 2i.
Calcule

1. z1 + z2

2. z2 − z1

3. z1z2

4. z1
z2

5. seus conjugados.

Wessel inventou em 1797 o diagrama de Argand (ou o plano com-
plexo) para ilustrar graficamente os números complexos e os resultados
das operações de adição e multiplicação. O diagrama consiste de dois ei-
xos ortogonais, correspondendo, respectivamente, ao eixo real e ao eixo
imaginário. Cada número é então um ponto neste plano onde a parte real
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corresponde a uma coordenada do eixo real e a parte imaginária a uma coor-
denada do eixo imaginário. Geometricamente a adição do número complexo
(x1 +y1i), que corresponde ao ponto (x1, y1) no diagrama de Argand, com o
outro número (x2 +y2i) equivale a deslocar o ponto (x1, y1) pelos montantes
x2 e y2 na direção do eixo real e do eixo imaginário, respectivamente. A
multiplicação corresponderia a uma rotação de ângulo α = arctg x2

y2
e a um

fator de escala s =
√

x2
2 + y2

2. Este último resultado pode ser demonstrado
utilizando a forma polar dos números complexos.

O

r
s

X

Y

(x1, y1)

(x2, y2)

θ1
θ2

(x1 + x2, y1 + y2)

O

T

r

(a,b)

(c,d)A

s

Y

A

rs

X

(ac-bd,ad+bc)

Fazendo
x = rcosθ y = rsenθ,

onde r =
√

x2 + y2 e −π < θ = arg z = arctg y
x ≤ π, temos

z = r(cosθ + isenθ) ou z = reiθ.

Com isso, obtemos

Multiplicação : z1z2 = r1e
iθ1r2e

iθ2 = r1r2e
i(θ1+θ2).

Divisão : z1
z2

= r1eiθ1

r2eiθ2
= r1

r2
ei(θ1−θ2).

Se | r2 |= 1, a multiplicação e a divisão corresponderiam à rotação do vetor
(x1, y1) no sentido anti-horário e no sentido horário, respectivamente.

Exerćıcio 2.16 Repetir a multiplicação e a divisão dos números complexos
dados no Exerćıcio 2.15 usando suas formas polares e compare os resultados.

Representando cada ponto [x y]t num plano como um número complexo

(x+iy), podemos então descrever transformações lineares do tipo

[
a −b
b a

]

sobre [x y]t como o produto de dois números complexos

(a + ib)(x + iy) = (ax− by) + i(bx + ay).
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Exerćıcio 2.17 É posśıvel escrever em forma de números complexos o se-
guinte sistema de equações lineares?

xn = xvcosθ − yvsenθ

yn = xvsenθ + yvcosθ

Esboce a posição relativa entre os dois pontos Pv = [xv yv] e Pn = [xn yn]t

num plano. Verifique que o vetor −−→OPv = (xv, yv) foi rotacionado de θ no
sentido anti-horário em torno da origem O.

2.6 Métodos Numéricos

Para manipular imagens digitais trabalhamos com um grande volume de va-
lores processáveis por métodos aproximados. É comum dispormos de mais de
uma técnica ou método numérico para solucionar um problema espećıfico.
A escolha por uma mais apropriada, de menor complexidade temporal e com
menores erros de propagação oriundos de arredondamento, é de fundamental
importância para o desempenho de um algorimo de informações gráficas.

Nesta seção revisamos alguns métodos numéricos que podem ser úteis na
implementação dos algoritmos a serem apresentados nesta disciplina. Vale
ressaltar aqui que os métodos dados não são sempre os mais apropriados
para solução dos problemas que aprensentaremos. A discussão detalhada
foge do escopo desta disciplina.

2.6.1 Método de Eliminação de Gauss: Uma Solução de Sis-
temas Lineares

É um método “exato”, no sentido de que o método conduz a uma solução
exata, após um número finito de passos, a menos dos erros computacionais
inerentes à natureza de representação adotada pelos computadores digitais.

O método permite solucionar problemas redut́ıveis em formas matrici-
ais. Ele consiste essencialmente em converter uma matriz (bem condicio-
nada) dada em matriz identidade, executando uma sequência de operações
elementares (multiplicação e soma) sobre as linhas da matriz. É utilizada
para inversão das matrizes e na solução de equações não-homogêneas.

Observação 2.4 Uma matriz bem condicionada é uam matriz quadrada
cujas linhas (e colunas) são linearmente independentes.

No caso da inversão de matriz, a mesma sequência de operações elemen-
tares, que transforma a matriz A dada numa identidade, é aplicada sobre
uma matriz identidade para obter A−1.
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Exerćıcio 2.18 Utilize o método de eliminação de Gauss para determina a
matriz inversa de

A =


 3 −1 1
−15 6 −5
5 −2 2




Para solução de um sistema de equações lineares o prinćıpio de com-
putação é o mesmo, lembrando que

AX = B ↔ X = A−1B.

Em outras palavras, o vetor-solução X é o produto da inversa A−1 da matriz
A pelo vetor-coluna B.

Exerćıcio 2.19 Aplique o método de eliminação para solucionar o seguinte
sistema de equações lineares

−x + 3y − 2z = 7
3x + 3z = −3

2x + y + 2z = −1

2.6.2 Método de Newton-Raphson: Uma Forma de Deter-
minação de Ráızes

Em sistema de informações gráficas é comum trabalhar com polinômios de
ordem muito elevada, cujas ráızes não se consegue obter algebricamente.
Vários métodos numéricos foram propostos para tal finalidade. Um método
comum é o método de Newton-Raphson, que se aplica às equações polino-
miais e transcendentais.

O método de Newton-Raphson inicia com uma ráız aproximada xi (o
chute inicial) da equação f(x) = 0 e faz uso da expansão em série de
Taylor para formular um algoritmo recursivo

f(x) ≈ f(xi) + f ′(xi)(x− xi) + Erro. (2.4)

Desprezando o termo Erro, estaremos considerando apenas os termos
que vão até a primeira derivada e a aproximação corresponde a uma tangente
ao gráfico da função f(x) no ponto xi.

(Ver Fig. A.7 do livro-texto de Foley.)
A fórmula de recursão pode ser derivada a partir da Eq. 2.4 e do fato de

que f(x) = 0:
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x
i+

1 =
x

i −
f(x

i )
f′(x

i )

e
o

critério
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parada
da

recursão
é

quando
a

sequência
de

x
i converge,ou

seja,|x
i+

1 −
x

i |
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prática,
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teste|x
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é
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2.20
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=
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=
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é
substitúıda
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É
m

uito
com

um
em

algoritm
os

de
inform

ações
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obter
os

valores
k

i da
função,se

o
sistem

a
(m

atriz)
estiver

bem
condicionado.

E
xerćıcio

2.22
U

tilize
o

m
étodo

de
m

ı́nim
os

quadrados
para

obter
um

a
função

cúbica
que

aproxim
e

os
seguintes

pontos:
θ

0.2
0.6

1.0
1.4

1.8
2.2

2.6
3.0

f(θ)
0.1987

0.5646
0.8415

0.9854
0.9738

0.8085
0.5154

0.1411

U
m

a
outra

alternativa
seria

estim
ar

um
“chute

inicial”
para

os
k

i e
m

e-
lhorá-los

com
o

m
étodo

de
N

ew
ton-R

aphson.


