Capitulo 2

Matematica em Computacao
Grafica

Este capitulo tem como objetivo principal revisar alguns conceitos ma-
temadticos que serdo utilizados ao longo desta disciplina.

2.1 Pontos

A Geometria Analitica nos prové um importante recurso para processar
computacionalmente os objetos geométricos de interesse: a representagao de
um ponto no espago de n dimensoes por uma lista de n valores denominados
coordenadas. A forma mais usual é associar estes valores as distancias do
ponto em relagdo a um conjunto de planos defindo pelos n eixos ortogonais
entre si. Tal sistema de eixos é conhecido como sistema de coordenadas
retangulares ou cartesianas.

No espago 3D, o sistema de referéncia cartesiano é constituido por 3
eixos que sdo designados, respectivamente, por , y e z e as coordenadas ,
y e z correspondem, respectivamente, as distancias aos planos yz, rz e zy.
Dependendo da designacio, distinguem-se ainda duas orientagoes:

e orientagdo mao-direita: ao rotacionarmos os dedos da mao-direita
partindo-se do eixo x para o eixo y, o polegar aponta para a dire¢ao
positiva do eixo z.

e orientagao mao-esquerda: ao rotacionarmos os dedos da mao-esquerda
partindo-se do eixo x para o eixo y, o polegar aponta para a direcao
positiva do eixo z.

12
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Exercicio 2.1 Dados um ponto sobre um plano e dois sistemas de referéncia
cartesianos associados a este plano, como ilustra a figura. Quais sdo as co-
ordenadas do ponto P em cada sistema?

A disténcia entre dois pontos Py = (¢1,y1,21) € Py = (22,42, 22) dados
no sistema cartesiano pode ser obtida pela expressao:

APLP) = o -0+ (P + (-2 (1)

Para problemas que envolvem diregdes variadas em relagio a uma origem
O fixa (pblo), ¢ conveniente especificar a posicao de um ponto P em R com
uso de coordenadas polares (r,0, ¢), onde r é a distancia entre os pontos
O e P,efe ¢, os angulos entre a diregao OP e dois eixos (de referéncia)
que passam por O.

Considerando que os eixos de referéncia sejam, respectivamente, x e z. A
conversao das coordenadas polares para as cartesianas é dada por seguintes
expressoes:

x =1 cosf seng y=r senb send z=r cos¢ (2.2)

E das cartesianas para as polares,

r=ya2+y?+22 ¢= arceos= §= arctgy (23)
r T

Em processamento computacional os pontos sio usualmente re[resentados
por vetores-linha ou vetores-coluna:

{ryz] ou y
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Exercicio 2.2 Dados dois pontos P, = [1.02.0 =3.0) e P, = [4.0 1.0 - 1.0}
representados em coordenadas cartesianas.

1. Represente-os em coordenadas esféricas e cilindricas.

2. Determine a distdncia entre os dois pontos: (a) num sistema cartesi-
ano; (b) num sistema esférico; e (¢) num sistema cilindrico. Comente
o grau de complexidade em cada sistema.

2.2 Vetores

Em Computagao Gréfica hd muitas situagdes para as quais é mais conveni-
ente trabalhar com grandezas que nao requerem a defini¢ao explicita de um
sistema de referéncia. Uma entidade geométrica que favorece a obtengao
destas grandezas é o vetor.

Vetor é uma grandeza fisica provida de direcdo e magnitude (norma).
Dois pontos distintos de um sistema cartesiano P, = (x1,y1,21) e Py =
(z2,2,29) definem um vetor (de deslocamento de P; a Py) PP, em B
conforme a seguinte expressio:

—
PPy =Py~ Py = (13— 71,52 — 91,22 — 21)-

Anélogos aos pontos, os vetores sao usualmente representados por vetores-
coluna ou vetores-linha. Embora as duas entidades tenham a mesma notagao,
vale ressaltar aqui que a seméntica das duas entidades é bem distinta. Os
pontos sao descritos através das distancias “absolutas” aos eixos de um sis-
tema de referéncia, enquanto os vetores especificam os deslocamentos relati-
vos entre dois pontos. Graficamente, os pontos sao usualmente representados
por um “disco” e os vetores por uma seta orientada de P; (ponto inicial) para
P, (ponto final). Segmentos com orientagao e magnitude iguais representam
um mesmo vetor, independentemente da posigao dos seus pontos-extremo
no espago. Uma decorréncia imediata deste fato, e de extrema utilidade em
termos de processamento computacional, é a possibilidade de representar os
modelos geométricos focando somente nas suas caracteristicas geométricas
que sejam invariantes em relagao aos sistemas de referécia escolhidos.

Exercicio 2.3 Desenhe o vetor definido por dois pontos Py = [2.0 1.0 e
Py = [6.5 6.0]' no sistema 2 do Ezercicio 2.1. Quais sdo as coordenadas
dos ponto Py e Py em relagdo ao sistema 1 do Ezercicio 2.19 Represente
graficamente o vetor definido pelos pontos Py e Py mo sistema 1 e compare-o
com o vetor no sistema 2 do Ezercicio 2.1.
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A magnitude ou norma | @ | de um vetor @ é, por definicdo, a distancia
entre os pontos inicial P; e final Py, ou seja,

= \/a% -I—a,% +a§,

onde a1=ry — 1, Ag=Y2 — Y1, € A1=22 — Z1.

Um vetor normalizado é um vetor cuja magnitude (ou norma) é igual
a 1. A normalizagdo de um vetor pode ser obtida com a divisdo de cada
componente do vetor pela sua norma.

a

Exercicio 2.4 Normalize os sequintes vetores: (a) (2.0, 7.0); e (b) (1.0,
1.0, 1.0).

Dados os vetores @ = [ay ay as]!, b = [by by bsl' e @ = [y ¢ cs)l. As
seguintes operagoes algébricas sao definidas:

Adigio : @+b=[ay +by ay+by ¢1 + o)
Multiplicagio por um escalar « : ad = [aa; aay aag);

Produto interno ou escalar : @-b=ayb; +agby+agbsoud-b=[al|b|
cosy, onde vy € o angulo entre os vetores d e b.

Produto externo ou vetorial : @ x b = [agbs — agby agby — arbs arby —
aghy)t ou | @x b|=|@|| b | seny, onde 7y é 0 Angulo entre os vetores @
eb A diregao do vetor resultante é perpendicular aos vetores a e be
obedece a regra da mao-direita ou mao-esquerda.

Produto misto : (i~(5><5) ¢ igual a0 determinante dos vetores @, b e & Uma
interpretagao geométrica deste produto é o volume do paralelepipedo
definido por a, b e c.

Exercicio 2.5 Dados dois vetores a = [1.0 2.0 —3.0] e b =[4.0 1.0 —1.0]".
1. Determine o produto escalar de a e b. Esboce o resultado.
2. Determine o produto vetorial de a e b. Esboce o resultado.

3. Determine o produto vetorial de a e b normalizados e o produto vetorial
normalizado de a e b. Compare os resultados.

Exercicio 2.6 Dados trés vetores: a = [2.0 0.0 3.0]%, a = [0.0 6.0 2.0)" e
a=1[3.03.00.0". Qual é o volume do tetraedro definido por eles, sabendo
que este volume € % do volume do paralelepipedo pelos mesmos vetores?
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O conjunto de vetores em R" e o conjunto de nimeros reais junto com
as operagoes de adigao e de multiplicagdo por escalar definem um espago
vetorial sobre os niimeros reais, porque sio satisfeitos os seguintes axiomas:

o comutatividade na adigao.

existéncia de um elemento nulo para adigao, o vetor nulo 0.

existéncia de elementos inversos para adiao, o vetor de mesma mag-
nitude e direcdo mas com sentido oposto.

associatividade na adigao.

existéncia do elemento unitario para multiplicacao, o escalar 1.0.

a multiplicagio por um produto de escalares é igual a multiplicagao
do primeiro escalar por um vetor multiplicado pelo segundo.

o a multiplicacdo de uma soma de vetores por um escalar € igual a soma
de vetores multiplicados pelo escalar.

¢ a multiplicagio de um vetor @ por uma soma de escalares a e ( é igual

a soma dos vetores ai' e 7.

Chamamos de combinagao linear de m vetores dy), @), =+ () &
expressao
() + ol + tli),
onde a; € R.
Quando a expressao

Dsme + meﬁv +-t Q§m~‘¢=v =0

é somente satisfeita para a; = ag = -+ = a,, = 0, dizemos que os vetores
aq), (), =+, @(m) 50 linearmente independentes.

Diz-se que um espago vetorial V é de dimensao finita n ou é n-dimensional,
se existem n vetores linearmente independentes ey, eg, -+, e, que geram V.
A lista {ey, 9, -, €, } 6 entdo chamada uma base de V. Ainda mais, todas
as outras bases tem o mesmo nimero de elementos. Particularmente, a base

e = (1,0,0,,0,0)
ez = (0,1,0,---,0,0)

(0,0,0,---,0,1)

€n
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¢ denominada a base candnica de V, a partir da qual geram-se todos os
vetores em V' por combinagdo linear.

Observagao 2.1 Qual € a base candnica de um espago vetorial de 2 di-
mensées? E de 3 dimensoes?

Os n vetores linearmente independentes, () = gﬂv y ) = O'mm. RS
Ay = ©|mv=vq provéem, de fato, uma base para um sistema de coordanadas

afins, permintindo-nos especificar o vetor-posigao OP de um ponto P C
R" em relagdo a origem O com uso dos coeficientes da expressao

0P = a1y + aglig) + -+ + ()

Os coeficientes (o, a9, -, ay), ou miltiplos dos vetores que se combinam
linearmente para especificar um vetor-posi¢ao ©|~uw, sao conhecidos como
coordenadas afins.

Se Yt o =1, entao

n n n
0P =Y 0i(P-0)=Y a(P-0) =Y P,
i=1 i=1 i=1
¢ dita uma combinagao baricéntrica. Observe que neste caso podemos

expressar a posiao de um ponto P em termos da soma algébrica das posigoes
dos pontos P;, independentemente do ponto de referéncia O,

Com isso, podemos processar os modelos sem nos preocupar com a escolha
do sistema de referéncia. As coordenadas «; que satisfazem a condigdo
Yiei@; = 1 sdo denominadas coordenadas baricéntricas e o ponto
P definido com uso destas coordenadas sio conhecidas como ponto ba-
ricéntrico.

Quando os escalares «; forem nio negativos dizemos que é uma coms-
binagao convexa. Pode-se mostrar que neste caso P estd no fecho convexo
definido pelos pontos P;. Um fecho convexo é a menor regido caracteri-
zada por qualquer segmento que liga dois pontos pertencentes a esta regiao
estd também contido na regido.

Exercicio 2.7 Mostre que o baricentro de um trigngulo é uma combinagdo
conveza dos vértices do tridngulo. O baricentro estd sempre localizado no
interior do tridngulo? Justifique.
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Exercicio 2.8 Dada uma sequéncia de pontos { Py, Py, Ps, Py, Ps, P} como
ilustra a figura abaizo, esboce o lugar geométrico da combinagdo convera
destes pontos. Justifique.

P5
L]

2.3 Funcgoes

Dados dois conjuntos A e B. Uma funcgao, definida em A, é uma corres-
pondéncia que associa a cada elemento em .4 um elemento em B. A e B sio
chamados, respectivamente, de dominio e contra-dominio.

Se temos duas fungoes f e g tais que f seja definida para todos os elemen-
tos que sao os resultados que ¢ pode assumir, entdo podemos construir uma
nova fungao, representada por f o g, conhecida como fungao composta:

fog(@) = flg(@)]
Exercicio 2.9 Dadas as duas fungoes f(z) = 2.0senz e g(z) = 2* + .
1. Obter hy(z) = fog(z).
2. Obter hy(z) = go f(x).
3. Quais sao as derivadas de hy(z) e ho(z)?

Uma funcao é diferencidvel se ela admite em todos os pontos derivadas
de todas as ordens. Se ela admite derivadas até ordem n, dizemos que ela é
diferencidvel ou continua até ordem n (C").

Exercicio 2.10 Verificar a diferenciabilidade das sequintes fungoes:
1. f(t) = (a cost,a sent,bt).

2. y=V13.
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Observagao 2.2 E muito comum processar informagoes geométricas com
uso de fungoes trigonométricas. Utilizaremos algumas das suas igualdades
nesta disciplina:

e sen(z L y) = senx cosy * cosz seny.
e cos(z ty) = cosz cosy F sent seny.
o senz = cos(z — §) = cos(§ — ).
o cosz = sen(z + §) = sen(§ — x).

Fungdes lineares, definidas sobre os nimeros reais %, é uma expressio
com o seguinte aspecto:

a1 + a2 + -+ + Ty = b,

onde a;, b € R e os z; sdo varidveis (ou incdgnitas). Os escalares a; sao
denominados coeficientes de ;.

Exemplo 2.1 A combinagdo linear de vetores € uma fungdo linear.

Dados dois espagos vetoriais X e Y. A correspondéncia que associa a
cada vetor Z € X um vetor i € Y é conhecida como transformacao (ma-
peamento ou operador) de X em Y. Uma transformacao F' ¢ conhecida
como linear se para todos os vetores 7 e 7 em X e escalares ¢ sio satisfeitas
as duas relagdes:

F(t+%) = F(U)+F()
F(c¥) = cF(%)
Uma transformacdo é denominada isométrica quando o produto in-

terno dos vetores é preservado, ou seja a norma (ou a magnitude) do vetor
permanece inalterada.

Exemplo 2.2 A transformagdo F(z,y,z) = (—,y, z) é uma transformagao
linear (F((z1+22, 41+ Y2, 21 +22)) = Fa1,y1,21) + F (22,42, 22) = (—(21+
22), (Y1 +32), (21 + 22)) € Fe(w1,91,21) = cF (1,91, 21) = (=cx1, ey, 1)
) e isoméirica (as distancias entre os pontos sio preservadas na trans-
formagdo).

Exemplo 2.3 A transformagio F(z,y,2) = (¢ + dz,y + dy, z + dz) ndo
¢ linear, pois F(cx,cy,cz) = (cx + dz,cy + dy,cz + dz) # cF(z,y,2) =
(c(x +dx), c(y + dy), e(z + dz)).

Exercicio 2.11 Dé duas transformagoes isométricas e uma transformagdo
ndo-isométrica.
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2.4 Matrizes e Transformagoes

Muitas vezes, transformagGes lineares sao consideradas como sinénimo de
“representdveis por matrizes”. Este fato pode simplificar a manipulagao de
transformagoes lineares entre os vetores, como veremos nesta disciplina.

Matrizes sao disposigoes “tabulares” de escalares. Uma transformagao
linear de (21,29, -+, 2,) € R" em (by, by, -+, by) € R™ pode ser expressa
em um sistema de equagdes lineares

ancy+apry+ootapt, = b
a1+ apro + -+ apx, = b
121 + e+ + Gy = by

que é equivalente & equagdo matricial

ajp a2 v Alp 71 by
g1 Qg - A2 Zo by
Aml am2 - Omp In bm

ou simplesmente Az = b. Chamamos A de matriz de transformacao.

Exercicio 2.12 Utilize a notagdo matricial para descrever o sequinte sis-
tema de equagoes lineares:

¢ = 20t+10(t—1)
y = —10t+40(t-1)
2 = —15t-20(t-1)

Qual € o lugar geométrico das solugdes do sistema para o intervalo t €
[0,1.0]7

Operagoes algébricas definidas sobre duas matrizes A e B sdo:
Adicao : de matrizes de mesma dimensdo m x n.

Multiplicacao por escalar : cada elemento da matriz é multiplicado pelo
escalar.
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Multiplicagdo : cada elemento ij da nova matriz AB é obtido multipli-
cando a i-ésima linha de A e j-ésima coluna de B. Portanto, o nimero
de linhas de A deve ser igual ao mimero de colunas de B.

Transposigao : cada linha é transposta ordenadamente para coluna da
nova matriz.

Inversdo : a multiplicacdo de uma matriz (quadrada e inversivel) pela
sua inversa ¢ uma matriz-identidade. O método da eliminagao é
muito utilizado para inversdo de uma matriz. Ele consiste em aplicar a
sequéncia de operagoes elementares (utilizada para converter a matriz
original numa matriz-identidade) na matriz-identidade para chegar a
matriz inversa (Segdo 2.6.1).

Observagao 2.3 Determine a matriz inversa de:

1
31
2
05 00 00
A=| 00 40 00
00 00 10

E fAcil mostrar que a composicio de duas transformacdes lineares A(B(Z))
pode ser representada como a multiplicagio das matrizes de coeficientes, ou
seja, A(B(f)) = ABZ.

Algumas propriedades satisfeitas pelas operagoes de matrizes sao:

e Associativa para adigio: A+ (B+C)=(A+B)+C.

o A+0=A.
e A+(-A)=0.
e A+ B=B+A.

o k(A+ B) =kA+ kB, onde k é um escalar.
o (k1 + ko)A =k A+ koA, onde k; e ky sdo escalares.
o (klk‘g)A = k‘l(k'gA)
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e lA=Ac0A4=0.

o (AB)C = A(BC).

¢« A(B+C)=AB+AC.

o (B+C)A=BA+CA.

o k(AB) = (kA)B = A(kB), onde k é um escalar.
o (A+B)=A"+B.

o (A=A

o (kA)! = kA", onde k é um escalar.

o (AB)! = B'AL.

o (AB)l=B"14"L

Uma matriz A quadrada é ortogonal, se e somente se, seus vetores-
coluna (e também seus vetores-linha) formam um sistema ortonormal (sao
unitérios e ortogonais entre si). Uma transformagio isométrica pode ser
representada por uma matriz ortogonal (porisso, é conhecida também como
transformagao ortogonal). Uma propriedade ttil para matrizes ortogo-
nais é (4)7! = A",

Uma matriz A é simétrica, se A* = A e é anti-simétrica, se A" = —A.

Além de representar transformagoes lineares, a notagao matricial pode
ser utilizada para descrever figuras geométricas quadricas.

Exemplo 2.4 As segoes conicas e superficies quddricas sao as formas geométricas
que aparecem freqiientemente. A equagdo geral de uma se¢do conica €

A2? + Bry+Cy* + Dz + Ey + F =0
que pode ser reescrita em forma matricial
A BJ2 D)2

T@ ; B2 C Ef2
Dj2 Ej2 F

—_<

ou seja, T AZ. Esta forma de notagio matricial é conhecida como forma
quadratica. Observe que a matriz de coeficientes A € simétrica.
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As superficies quddricas, por sua vez, sio dadas por
Az® + By + C2* + Day+ Eyz + Fuz + Go+ Hy+ Jz + K =0
que, em notagdo matricial, assume o sequinte aspecto
A DJ2 F/2 G2 T
ERER VI
G/2 H/2 J2 K 1

Para determinar os autovalores e autovetores de uma matriz A, de-
terminamos primeiro os autovalores A com uso da expressao

det(A - \I) =0,

onde I é uma matriz de identidade. Em seguida, calculamos o autovetor
correspondente a cada autovalor através da igualdade

Exercicio 2.13 Determine os autovalores e os autovetores da matriz

=50 20

A= 90 20

Uma das aplicagoes de autovetores é a diagonalizagdo da matriz A. A
idéia bésica de diagonalizagdo é “desacoplar” as n varidveis de um sistema
linear de n equagdes de forma que cada equagio possa ser resolvido inde-
pendentemente das outras. A matriz diagonal D correspondente & matriz
AéD=X"1AX sendo X formada pelos autovetores de A. Vale ressaltar
aqui que uma matriz é diagonalizavel, se tiver n autovetores distintos.

Exemplo 2.5 As segdes conicas e superficies quadricas, Q, podem ser sem-
pre representadas por Q = x*Dax, onde D é uma matriz diagonal. Isso de-
corre do fato de que Q pode ser representada por uma forma quadrdtica y' Ay,
onde A € uma matriz real simétrica, como vimos no Ezxemplo 2.4. Sendo A
uma matriz real simétrica, os seus autovetores formam uma base ortonor-
mal e a matriz X constituida por estes autovetores satisfaz a propriedade
X' = X', Portanto, a matriz diagonal de A ¢ D = X'AX = X*AX, ou
sejo, XDX' = A e y! XDX'y =y Ay. Fazendo Xty = X'y = & obtemos
a igualdade desejada.

Exercicio 2.14 A qual se¢do conica corresponde a sequinte expressao:
1727 — 30y + 172 =128 7

Quais sio as diregoes dos eizos principais?
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2.5 Numeros Complexos

Um nimero complexo z é um par ordenado (z,y) com z,y € R. z é
chamado a parte real e y a parte imagindria de z, ou seja,

r=Rez y=Imz

Por definigao, dois niimeros complexos sdo iguais, se a suas partes reais
e partes imaginarias forem iguais.

Chamamos de unidade imagindria o par (0,1).

Operagoes definidas para nimeros complexos sao

adigdo : 21 + 2 = (z1,41) + (22, 42) = (21 + T2, 41 + ¥2).

multiplicagdo : 2122 = (1,41)(22,42) = (T122 — Y192, 192 + 2ay1).

divisdo : » =2 = Iligi%yz +iRe,
T 2TY)

conjugado : Z =1 — iy.

Observe que se as partes imagindrias forem nulas, as operagoes se re-
duzem as operagoes definidas para os niimeros reais. Ainda mais, podemos
escrever 2z na forma

z=z+1y,

a0 definirmos 2 = —1.

Exercicio 2.15 Dados dois miimeros complezos z1 = 8 +3i € z9 = 9 — 2i.
Calcule

1. 21+ 2

2. 2m—-2n

3. 2122

!

—

5. seus conjugados.

Wessel inventou em 1797 o diagrama de Argand (ou o plano com-
plexo) para ilustrar graficamente os nimeros complexos e os resultados
das operagoes de adi¢ao e multiplicacdo. O diagrama consiste de dois ei-
xos ortogonais, correspondendo, respectivamente, ao eixo real e ao eixo
imagindrio. Cada nimero é entdo um ponto neste plano onde a parte real
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corresponde a uma coordenada do eixo real e a parte imagindria a uma coor-
denada do eixo imaginario. Geometricamente a adi¢io do niimero complexo
(z1+w11), que corresponde ao ponto (z1,y;) no diagrama de Argand, com o
outro niimero (9 +1ysi) equivale a deslocar o ponto (21,1) pelos montantes
Ty € Y na direcdo do eixo real e do eixo imagindrio, respectivamente. A

3

multiplicagdo corresponderia a uma rotagao de angulo a = arctg®* e a um

Y2
fator de escala s = /23 + y3. Este ltimo resultado pode ser demonstrado
utilizando a forma polar dos niimeros complexos.
v (ac-bd ad+he)
(a,b)
S
)
o X 0 X

Fazendo
x=rcosf y=rsend,

o ) _ — arctal '
onde r = /22 +y? e =1 < =arg z = arctg® <, temos

2 =r(cosh + isenfl) ou z=re?.

Com isso, obtemos

Multiplicagio : 212 = rietryei® = rroeiPrtée),

z
22 roeif2 T2

~ 0 :

Divisao : necl  1i(0h-0)

Se | 2 |= 1, a multiplicagao e a divisao corresponderiam & rotagdo do vetor
(z1,31) no sentido anti-hordrio e no sentido horario, respectivamente.

Exercicio 2.16 Repetir a multiplicagio e a divisao dos mimeros complezos
dados no Ezercicio 2.15 usando suas formas polares e compare os resultados.

Representando cada ponto [z y]' num plano como um nimero complexo
) - - . -b
(z+1y), podemos entao descrever transformagoes lineares do tipo Z
sobre [z y]* como o produto de dois niimeros complexos

(a+1b)(z +iy) = (ax — by) + i(bx + ay).
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Exercicio 2.17 E possivel escrever em forma de mimeros complezos o se-
guinte sistema de equagdes lineares?

TyC080 — y,senf

Tn

Yn = xysend + y,cosd

Esboce a posigio relativa entre os dois pontos P, = [z, Y] € Py = [z5 yn*
—

num plano. Verifique que o vetor OP, = (zy,y,) foi rotacionado de 6 no

sentido anti-hordrio em torno da origem O.

2.6 Métodos Numéricos

Para manipular imagens digitais trabalhamos com um grande volume de va-
lores processaveis por métodos aproximados. E comum dispormos de mais de
uma técnica ou método numérico para solucionar um problema especifico.
A escolha por uma mais apropriada, de menor complexidade temporal e com
menores erros de propagagio oriundos de arredondamento, é de fundamental
importancia para o desempenho de um algorimo de informagdes gréficas.

Nesta se¢ao revisamos alguns métodos numéricos que podem ser titeis na
implementagio dos algoritmos a serem apresentados nesta disciplina. Vale
ressaltar aqui que os métodos dados ndo sao sempre os mais apropriados
para solugao dos problemas que aprensentaremos. A discussao detalhada
foge do escopo desta disciplina.

2.6.1 Método de Eliminagao de Gauss: Uma Solugao de Sis-
temas Lineares

E um método “exato”, no sentido de que 0 método conduz a uma solugao
exata, apds um nimero finito de passos, a menos dos erros computacionais
inerentes a natureza de representagao adotada pelos computadores digitais.

0 método permite solucionar problemas redutiveis em formas matrici-
ais. Ele consiste essencialmente em converter uma matriz (bem condicio-
nada) dada em matriz identidade, executando uma sequéncia de operagoes
clementares (multiplicaiio e soma) sobre as linhas da matriz. E utilizada
para inversao das matrizes e na solugao de equagoes nao-homogéneas.

Observagao 2.4 Uma matriz bem condicionada é uam matriz quadrada

cujas linhas (e colunas) sao linearmente independentes.

No caso da inversao de matriz, a mesma sequéncia de operagoes elemen-
tares, que transforma a matriz A dada numa identidade, ¢ aplicada sobre
uma matriz identidade para obter A1
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Exercicio 2.18 Utilize o método de eliminagdo de Gauss para determina a
matriz inversa de

3 -1 1
A=]-15 6 -5
5 -2 2

Para solugdo de um sistema de equagoes lineares o principio de com-
putagdo é o mesmo, lembrando que

AX=B~X=A"'B.

Em outras palavras, o vetor-solucao X ¢é o produto da inversa A~! da matriz
A pelo vetor-coluna B.

Exercicio 2.19 Aplique o método de eliminagao para solucionar o sequinte
sistema de equagdes lineares

—r+3y—-22 =7
Je+3z = -3
e+y+2z = -1

2.6.2 Meétodo de Newton-Raphson: Uma Forma de Deter-
minagao de Raizes

Em sistema de informagdes gréficas é comum trabalhar com polinomios de
ordem muito elevada, cujas raizes nao se consegue obter algebricamente.
Viérios métodos numéricos foram propostos para tal finalidade. Um método
comum ¢ o método de Newton-Raphson, que se aplica as equagdes polino-
miais e transcendentais.

0 método de Newton-Raphson inicia com uma rafz aproximada z; (o
chute inicial) da equacdo f(z) = 0 e faz uso da expansdo em série de
Taylor para formular um algoritmo recursivo

f(z) ~ f(z;) + fi(z;)(z — z;) + Erro. (24)

Desprezando o termo Erro, estaremos considerando apenas os termos
que vao até a primeira derivada e a aproximagao corresponde a uma tangente
ao grafico da fungdo f(z) no ponto ;.

(Ver Fig. A.7 do livro-texto de Foley.)
A férmula de recursio pode ser derivada a partir da Eq. 2.4 e do fato de

que f(z)=0:
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f(xi)
Xy =2 — 7
o fr(z:)

e o critério de parada da recursdo é quando a sequéncia de z; converge, ou
seja, |riy1 — i) < e. Na prdtica, o teste |z;41 — ;] < ¢ é feita em cada
iteragao.

Exercicio 2.20 Utilize o método de Newton-Raphson para melhorar o valor
x = 3,23240 como raiz da equagdo

Pt 222+ +1=0

2.6.3 Método de Euler: Uma Técnica de Integracao de Equagoes
Diferenciais Ordinarias

As equagbes que contém uma ou mais derivadas ordindrias, do tipo

dy & dr
flay, S

do’ %2’ Ev =0

sao chamadas equagoes diferenciais ordindrias de ordem n.

Solugodes destas equagoes sao obtidas quando certas restrigoes sdo impos-
tas & fungdo y(z) e suas derivadas, para um particular valor de z ou para
alguns particulares valores de .

O procedimento mais simples que se pode adotar para resolver uma
equagao ordindria de primeira ordem, da forma

dy

— = f(=,

peaiC )
¢ 0 método de Euler, que se baseia na expansio em série de Taylor da
fungdo y(z) em uma vizinhanca do ponto de interesse zy e truncada apés o
termo que contém a primeira derivada, ou seja

dy
Ylwo + Ax) = ylzo) + Az = y(zo) + Azf (20, 30)-

Assim, conhecidas as condiges iniciais y(zg) e f(zo,yo) podemos obter de
forma recorrente o valor da fungdo na iteragio n

@A&zv = @AH‘:IH + D.\Nv = @AH:IHV + D,@\.A&:ITN\:IHV.
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2.6.4 Diferencas Finitas: Uma Solugao de Equagoes Diferen-
ciais Parciais

As equagOes que contém uma ou mais derivadas parciais, do tipo

oo,y 5

sao denominadas equagoes diferenciais parciais.

Embora equagoes diferenciais parciais descrevem fenémenos que ocor-
rem de forma continua, uma técnica para soluciond-las é a técnica de di-
ferencas finitas que pressupde que nao se procure uma solugdo continua,
mas que seja suficiente conhecer o valor da funcao em algumas amostras do
espago de interesse. O espago continuo é, portanto, substituido por uma ma-
lha discreta de pontos e as derivadas nestes pontos sio expressas por meio
dos valores das varidveis calculados nesse ponto e em pontos vizinhos. Ou
seja, a derivada parcial % ¢ substituida pela fragao %u ou seja, pela razao
da variagao de y(Z) em termos da variagio de z

% Ay

o~ Az’
A aproximagao Wm é conhecida por diferencgas finitas. Esta substitui¢ao
nos permite reduzir uma equagao diferencial parcial num sistema de equagoes
algébricas lineares, para as quais existem vérias técnicas robustas de solugao,
como a téenica da eleminagao de Gauss apresentada na Secao 2.6.1.

Hé uma notagao padrio para os vérios tipos de diferengas. Os tipos de
diferengas e os simbolos correspondentes sdo dados na seguinte tabela:

Tipo Definigao Stmbolo
Diferenca ascendente Af = f(zig1) = flz) A
Diferenca descendente Af = f(z;) — f(ziz1) v

Diferenca centrada | Af = 3(f(xi+1) — f(zi1)) )

2.6.5 Combinagao Convexa: Uma Técnica de Interpolacao

E muito comum em algoritmos de informacdes gréficas fazer interpolagio
dos valores da amostra para obter um valor que ndo faz parte da amostra.
As interpolagdes mais comuns sdo, de fato, as combinagoes convexas entre
os valores conhecidos, z, e xp:

T = WXy + Why, cOMW, + wp = lewg, wy > 0.
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Exercicio 2.21 Dada a sequéncia de quatro pontos: [0.5 4.0), [2.5 0.5]¢,
[4.0 4.5]' € [2.0 6.0]". Determine a interpolagio linear dos “quatro pontos”,
considerando que todos tenham o mesmo peso.

2.6.6 Técnica de Minimos Quadrados: Uma Técnica de Apro-
ximagao

0O método dos minimos quadrados é usualmente utilizado para fazer estima-

tiva de um conjunto dos “coeficientes” de uma fungao polinomial

Fl@) =ho+ ko + koa? + o+ ki 4o+ ™

que “melhor se ajusta” a um conjunto de pontos conhecidos y;, tendo como
critério de avaliagiio a soma dos quadrados dos residuos (f(z;) —yi)?, isto é
m m
2 2 j 2
H= MUSHLIQL = MUES.I:&N..ISQN. ootk e kel =yl
i=0 i=0
Para isolar os k; e reduzir a equagdo acima num sistema de equagoes
lineares, determina-se as m derivadas parciais ww yi=1,---,m e iguala-as
3
a zero

0H = .

e 3 2A(ko + kywi + koaf + -+ kel 4+ k) — ] =0
1 i=0

Qm m .

% = MM&W_QAQLT?_S+\Am&w+...+$aw+i[,v\$=sv\@LHO.
J i=0

0H Ns ; i

pral MUM&EQS+5§.+§&+:.+$&+.:+w§§sv|§Ho
m -

=0
Com isso, pode-se utilizar a técnica de eliminacéo para obter os valores

k; da fungdo, se o sistema (matriz) estiver bem condicionado.

Exercicio 2.22 Utilize o método de minimos quadrados para obter uma
fungdo cibica que aprozime os sequintes pontos:

0 0.2 0.6 1.0 1.4 1.8 2.2 2.6 3.0

£(0) | 0.1987 | 0.5646 | 0.8415 | 0.9854 | 0.9738 | 0.8085 | 0.5154 | 0.1411

Uma outra alternativa seria estimar um “chute inicial” para os k; e me-
lhord-los com o método de Newton-Raphson.




