
C
a
p��tu
lo
2

M
a
tem
�a
tica
em
C
o
m
p
u
ta
�c~a
o

G
r�a
�
ca

E
ste
cap��tulo
tem
com
o
ob
jetivo
principal
revisar
alguns
conceitos
m
a-

tem
�aticos
que
ser~ao
utilizados
ao
longo
desta
disciplina.

2
.1

P
o
n
to
s

U
m
p
o
n
to
no
espa�co
de
n
dim
ens~oes
p
ode
ser
identi�cado
p
or
um
a
lista
de

n
valores
denom
inados
co
o
rd
en
a
d
a
s.
A
form
a
m
ais
usual
�e
associar
estes

valores
�as
dist^ancias
do
p
onto
em
rela�c~ao
a
um
conjunto
de
planos
de�ndo

p
elos
n
eixos
ortogonais
entre
si.
T
al
sistem
a
de
eixos
�e
conhecido
com
o

sistem
a
d
e
co
o
rd
en
a
d
a
s
reta
n
g
u
la
res
ou
ca
rtesia
n
a
s.

N
o
espa�co
3D
,
o
sistem
a
de
refer^encia
cartesiano
�e
constitu��do
p
or
3

eixos
que
s~ao
designados,
resp
ectivam
ente,
p
or
x,
y
e
z
e
as
coordenadas
x,

y
e
z
corresp
ondem
,
resp
ectivam
ente,
�as
dist^ancias
aos
planos
yz,
xz
e
xy.

D
ep
endendo
da
designa�c~ao,
distinguem
-se
ainda
duas
orienta�c~oes:

�
orienta�c~ao
m
~ao-direita:
ao
rotacionarm
os
os
dedos
da
m
~ao-direita

partindo-se
do
eixo
x
para
o
eixo
y,
o
p
olegar
ap
onta
para
a
dire�c~ao

p
ositiva
do
eixo
z.

�
orienta�c~ao
m
~ao-esquerda:
ao
rotacionarm
os
os
dedos
da
m
~ao-esquerda

partindo-se
do
eixo
x
para
o
eixo
y,
o
p
olegar
ap
onta
para
a
dire�c~ao

p
ositiva
do
eixo
z.

E
x
erc��cio
2
.1
D
ados
um
ponto
sobre
um
plano
e
dois
sistem
as
de
refer^encia

cartesianos
associados
a
este
plano,
com
o
ilustra
a
�gura
abaixo.
Q
uais
s~ao

as
coordenadas
do
ponto
P
em
cada
sistem
a?

12
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P

A
d
ist^a
n
cia
entre
dois
p
ontos
P
1
=
(x
1 ;y
1 ;z
1 )
e
P
2
=
(x
2 ;y
2 ;z
2 )
dados

no
sistem
a
cartesiano
p
ode
ser
obtida
p
ela
express~ao:

d(P
1 ;P
2 )
= q
(x
2 �
x
1 ) 2
+
(y
2 �
y
1 ) 2
+
(z
2 �
z
1 ) 2

(2.1)

P
ara
problem
as
que
envolvem
dire�c~oes
variadas
em
rela�c~ao
a
um
a
origem

O
�xa
(p
�o
lo),�e
conveniente
esp
eci�car
a
p
osi�c~ao
de
um
p
onto
P
em
<
3
com

uso
de
co
o
rd
en
a
d
a
s
p
o
la
res
(r;�;�
),
onde
r
�e
a
dist^ancia
O
P
e
�
e
�
s~ao

os
^angulos
que
a
dire�c~ao
O
P
faz
em
rela�c~ao
a
dois
eixos
�xos
que
passam

p
or
O
.

C
onsiderando
que
os
eixos
de
refer^encia
sejam
resp
ectivam
ente
x
e
z.
A

convers~ao
das
coordenadas
p
olares
para
as
cartesianas
�e
dada
p
or
seguintes

equa�c~oes:

x
=
rcos�sen
�

y
=
rsen
�sen
�

z
=
rcos�

(2.2)

E
das
cartesianas
para
as
p
olares,

r
= q
x
2
+
y
2
+
z
2

�
=
arccos zr

�
=
arctg
yx

(2.3)

z

x

y
r ��

E
m
processam
ento
com
putacional
nota�c~oes
m
ais
utilizadas
para
repre-

sentar
os
p
ontos
s~ao
vetores-linha
ou
vetores-coluna:

h
x

y
z i

264
xyz 375

E
x
erc��cio
2
.2
D
ados
dois
pontos
P
1
=
[1:0
2:0�
3:0] t
e
P
1
=
[4:0
1:0�
1:0] t

em
sistem
as
cartesianos.
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1.
R
epresente-os
em
sistem
as
esf�ericos
e
cil��ndricos.

2.
D
eterm
ine
a
dist^ancia
entre
os
dois
pontos:
(a)
num
sistem
a
cartesi-

ano;
(b)
num
sistem
a
esf�erico;
e
(c)
num
sistem
a
cil��ndrico.

2
.2

V
eto
res

V
etor
�e
um
a
grandeza
f��sica
provida
de
dire�c~ao
e
m
agnitude
(norm
a).
D
ois

p
ontos
distintos
de
um
sistem
a
cartesiano
P
1
=
(x
1 ;y
1 ;z
1 )
e
P
2
=
(x
2 ;y
2 ;z
2 )

de�nem
um
vetor
(de
deslocam
ento
de
P
1
a
P
2 )

~
P
1 P
2
em
<
3
conform
e
a

seguinte
express~ao:~

P
1 P
2
=
P
2 �
P
1
=
(x
2 �
x
1 ;y
2 �
y
1 ;z
2 �
z
1 ):

E
x
erc��cio
2
.3
D
esenhe
o
vetor
de�nido
por
dois
pontos
P
1
=
[2:0
1:0] t
e

P
2
=
[6:5
6:0] t
no
sistem
a
2
do
E
xerc��cio
2.1.
Q
uais
s~ao
as
coordenadas

dos
ponto
P
1
e
P
2
em
rela�c~ao
ao
sistem
a
1
do
E
xerc��cio
2.1?
R
epresente

gra�cam
ente
o
vetor
de�nido
pelos
pontos
P
1
e
P
2
no
sistem
a
1
e
com
pare-o

com
o
vetor
no
sistem
a
2
do
E
xerc��cio
2.1.

A
n�alogos
aos
p
ontos,os
vetores
s~ao
usualm
ente
representados
p
or
vetores-

coluna
ou
vetores-linha.
G
ra�cam
ente,
os
vetores
s~ao
representados
p
or
um

segm
ento
orientado
de
P
1
(p
onto
inicial)
para
P
2
(p
onto
�nal).
V
ale
ressal-

tar
aqui
que
segm
entos
com
orienta�c~ao
e
m
agnitude
iguais
representam
um

m
esm
o
vetor,
indep
endentem
ente
da
sua
p
osi�c~ao
no
espa�co.

A
m
agnitude
ou
n
o
rm
aj~aj
de
um
vetor
~a
�e,
p
or
de�ni�c~ao,
a
dist^ancia

entre
os
p
ontos
inicial
e
�nal,
ou
seja,

j~aj= q
a
21
+
a
22
+
a
23

U
m
vetor
norm
alizado
�e
um
vetor
cuja
m
agnitude
(ou
norm
a)
�e
igual

a
1.
A
norm
aliza�c~ao
de
um
vetor
p
ode
ser
obtida
com
a
divis~ao
de
cada

com
p
onente
do
vetor
p
ela
sua
norm
a.

E
x
erc��cio
2
.4
N
orm
alize
os
seguintes
vetores:
(a)
(2.0,
7.0);
e
(b)
(1.0,

1.0,
1.0).

D
ados
os
vetores
~a
=
[a
1
a
2
a
3 ] t,
~b
=
[b1
b2
b3 ] t
e
~c
=
[c1
c2
c3 ] t.
A
s

seguintes
op
era�c~oes
alg�ebricas
s~ao
de�nidas:

A
d
i�c~a
o
:
~a
+
~b
=
[a
1
+
b1
a
2
+
b2
c1
+
c2 ] t;
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M
u
ltip
lica
�c~a
o
p
o
r
u
m
esca
la
r
�
:
�~a
=
[�
a
1
�
a
2
�
a
3 ] t;

P
ro
d
u
to
in
tern
o
o
u
esca
la
r
:
~a� ~b
=
a
1 b1
+
a
2 b2
+
a
3 b3
ou
~a� ~b
=j~ajj ~bj

cos,
onde

�e
o
^angulo
entre
os
vetores
~a
e
~b.

P
ro
d
u
to
ex
tern
o
o
u
v
eto
ria
l
:
~a�
~b
=
[a
2 b3 �
a
3 b2
a
3 b1 �
a
1 b3
a
1 b2 �

a
2 b1 ] t
ouj~a�
~bj=j~ajj ~bjsen
,
onde

�e
o
^angulo
entre
os
vetores
~a

e
~b.
A
dire�c~ao
do
vetor
resultante
�e
p
erp
endicular
aos
vetores
~a
e
~b
e

ob
edece
a
regra
da
m
~ao-direita
ou
m
~ao-esquerda.

P
ro
d
u
to
m
isto
:
~a�( ~b�
~c)
�e
igualao
determ
inante
dos
vetores~a, ~b
e
~c.
U
m
a

interpreta�c~ao
geom
�etrica
deste
produto
�e
o
volum
e
do
paralelep��p
edo

de�nido
p
or
a,
b
e
c.

E
x
erc��cio
2
.5
D
ados
dois
vetores
a
=
[1:0
2:0�
3:0] t
e
b
=
[4:0
1:0�
1:0] t.

1.
D
eterm
ine
o
produto
escalar
de
a
e
b.
E
sboce
o
resultado.

2.
D
eterm
ine
o
produto
vetorial
de
a
e
b.
E
sboce
o
resultado.

3.
D
eterm
ine
o
produto
vetorialde
a
e
b
norm
alizados
e
o
produto
vetorial

norm
alizado
de
a
e
b.
C
om
pare
os
resultados.

E
x
erc��cio
2
.6
D
ados
tr^es
vetores:
a
=
[2:0
0:0
3:0] t,
a
=
[0:0
6:0
2:0] t
e

a
=
[3:0
3:0
0:0] t.
Q
ual
�e
o
volum
e
do
tetraedro
de�nido
por
eles,
sabendo

que
este
volum
e
�e
16
do
volum
e
do
paralelep��pedo
pelos
m
esm
os
vetores?

O
conjunto
de
vetores
em
<
n
e
o
conjunto
de
n
�um
eros
reais
junto
com

as
op
era�c~oes
de
adi�c~ao
e
de
m
ultiplica�c~ao
p
or
escalar
de�nem
um
esp
a
�co

v
eto
ria
lsobre
os
n
�um
eros
reais,p
orque
s~ao
satisfeitos
os
seguintes
axiom
as:

�
com
utatividade
na
adi�c~ao.

�
exist^encia
de
um
elem
ento
nulo
para
adi�c~ao,
o
vetor
nulo
~0.

�
exist^encia
de
elem
entos
inversos
para
adi�c~ao,
o
vetor
de
m
esm
a
m
ag-

nitude
e
dire�c~ao
m
as
com
sentido
op
osto.

�
associatividade
na
adi�c~ao.

�
exist^encia
do
elem
ento
unit�ario
para
m
ultiplica�c~ao,
o
escalar
1.0.

�
a
m
ultiplica�c~ao
p
or
um
produto
de
escalares
�e
igual
�a
m
ultiplica�c~ao

do
prim
eiro
escalar
p
or
um
vetor
m
ultiplicado
p
elo
segundo.
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�
a
m
ultiplica�c~ao
de
um
a
som
a
de
vetores
p
or
um
escalar
�e
iguala
som
a

de
vetores
m
ultiplicados
p
elo
escalar.

�
a
m
ultiplica�c~ao
de
um
vetor
~v
p
or
um
a
som
a
de
escalares
�
e
�
�e
igual

a
som
a
dos
vetores
�
~v
e
�~v.

C
ham
am
os
de
co
m
b
in
a
�c~a
o
lin
ea
r
de
m
vetores
~a
(1) ,
~a
(2) ,���,
~a
(m
)
a

express~ao

�
1 ~a
(1) +
�
2 ~a
(2) +���+
�
m
~a
(m
) ;

onde
�
i 2<
.

Q
uando
a
express~ao

�
1 ~a
(1) +
�
2 ~a
(2) +���+
�
m
~a
(m
)
=
~0

�e
som
ente
satisfeita
para
�
1
=
�
2
=
���
=
�
m

=
0,
dizem
os
que
os
vetores

~a
(1) ,~a
(2) ,���,~a
(m
)
s~ao
lin
ea
rm
en
te
in
d
ep
en
d
en
tes.

D
iz-se
que
um
espa�co
vetorialV
�e
de
d
im
en
s~a
o
�nita
n
ou
�e
n
-d
im
en
sio
n
a
l,

se
existem
n
vetores
linearm
ente
indep
endentes
e
1 ,
e
2 ,���,
e
n
que
geram
V
.

A
listafe
1 ,e
2 ,���,e
n g
�e
ent~ao
cham
ada
um
a
b
a
se
de
V
.
A
inda
m
ais,todas

as
outras
bases
tem
o
m
esm
o
n
�um
ero
de
elem
entos.
P
articularm
ente,a
base

e
1

=

(1;0;0;���;0;0)

e
2

=

(0;1;0;���;0;0)

���

e
n

=

(0;0;0;���;0;1)

�e
denom
inada
a
b
a
se
ca
n
^o
n
ica
de
V
,
a
partir
da
qual
geram
-se
todos
os

vetores
em
V
p
or
com
bina�c~ao
linear.

O
b
serva
�c~a
o
2
.1
Q
ual
�e
a
base
can^onica
de
um
espa�co
vetorial
de
2
di-

m
ens~oes?
E
de
3
dim
ens~oes?

D
ado
um
conjunto
de
m
p
ontos
P
i
e
um
p
onto
de
refer^encia
P
0 ,
de-

�nim
os
com
o
p
o
n
to
b
a
ric^en
trico
P
o
p
onto
obtido
p
ela
co
m
b
in
a
�c~a
o

b
a
ric^en
trica
dos
vetores
~
P
i P
0
da
seguinte
m
aneira

P
�
P
0
=

mXi=
1

�
i (P
i �
P
0 )

com P
mi=

1
�
i
=
1.
A
lgum
as
m
anipula�c~oes
alg�ebricas
nos
leva
�a
equa�c~ao

P
=

mXi=
1 �

i P
i :
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Q
uando
os
escalares
�
i
forem
n~ao
negativos
dizem
os
que
�e
um
a
co
m
b
i-

n
a
�c~a
o
co
n
v
ex
a.
P
ode-se
m
ostrar
que
neste
caso
P
est�a
no
fecho
convexo

de�nido
p
elos
p
ontos
P
i .
U
m
fech
o
co
n
v
ex
o
�e
a
m
enor
regi~ao
caracteri-

zada
p
or
qualquer
segm
ento
que
liga
dois
p
ontos
p
ertencentes
a
esta
regi~ao

est�a
tam
b�em
contido
na
regi~ao.

E
x
erc��cio
2
.7
M
ostre
que
o
baricentro
de
um
tri^angulo
�e
um
a
com
bina�c~ao

convexa
dos
v�ertices
do
tri^angulo.
O
baricentro
est�a
sem
pre
localizado
no

interior
do
tri^angulo?
Justi�que.

E
x
erc��cio
2
.8
D
ada
um
a
sequ^encia
de
pontosfP
1 ;P
2 ;P
3 ;P
4 ;P
5 ;P
6 g
com
o

ilustra
a
�gura
abaixo,
esboce
o
lugar
geom
�etrico
dos
pontos
obtidos
com
o
a

com
bina�c~ao
convexa
destes
pontos.
Justi�que.

P
1

P
2

P
3

P
4

P
5

P
6

2
.3

F
u
n
�c~o
es

D
ados
dois
conjuntosA
eB
.
U
m
a
fu
n
�c~a
o,
de�nida
em
A
,
�e
um
a
corres-

p
ond^encia
que
associa
a
cada
elem
ento
em
A
um
elem
ento
em
B
.A
eB
s~ao

cham
ados,
resp
ectivam
ente,
de
d
o
m
��n
io
e
co
n
tra
-d
o
m
��n
io.

Se
tem
os
duas
fun�c~oes
f
e
g
tais
que
f
seja
de�nida
para
todos
os
elem
en-

tos
que
s~ao
os
resultados
que
g
p
ode
assum
ir,ent~ao
p
odem
os
construir
um
a

nova
fun�c~ao,
representada
p
or
fÆ
g,
conhecida
com
o
fu
n
�c~a
o
co
m
p
o
sta:

fÆ
g(~x)
=
f
[g(~x)]

E
x
erc��cio
2
.9
D
adas
as
suas
fun�c~oes
f
(x)
=
2:0sen
x
e
g(x)
=
x
2
+
x.

1.
O
bter
h
1 (x)
=
fÆ
g(x).

2.
O
bter
h
2 (x)
=
gÆ
f
(x).

3.
Q
uais
s~ao
as
derivadas
de
h
1 (x)
e
h
2 (x)?
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U
m
a
fun�c~ao
�e
d
iferen
ci�a
v
el
se
ela
adm
ite
em
todos
os
p
ontos
derivadas

de
todas
as
ordens.
Se
ela
adm
ite
derivadas
at�e
ordem
n
,
dizem
os
que
ela
�e

diferenci�avel
ou
co
n
t��n
u
a
a
t�e
o
rd
em
n
(C
n).

E
x
erc��cio
2
.1
0
V
eri�car
a
diferenciabilidade
das
seguintes
fun�c~oes:

1.
f
(t)
=
(acost;asen
t;bt).

2.
y
=
p

x
3.

O
b
serva
�c~a
o
2
.2
�E
m
uito
com
um
processar
inform
a�c~oes
geom
�etricas
com

uso
de
fun�c~oes
trigonom
�etricas.
U
tilizarem
os
algum
as
igualdades
desta
ca-

tegoria
de
fun�c~oes
nesta
disciplina:

�
sen
(x�
y)
=
sen
xcosy�
cosxsen
y.

�
cos(x�
y)
=
cosxcosy�
sen
xsen
y.

�
sen
x
=
cos(x�
�2 )

=
cos(
�2 �
x).

�
cosx
=
sen
(x
+
�2 )
=
sen
(
�2 �
x).

Fun�c~oes
lin
ea
res,
de�nidas
sobre
os
n
�um
eros
reais<
,
�e
um
a
express~ao

com
o
seguinte
asp
ecto:a

1 x
1
+
a
2 x
2
+���+
a
n x
n
=
b;

onde
a
i ,
b2
<
e
os
x
i
s~ao
va
ri�a
v
eis
(ou
inc�ognitas).
O
s
escalares
a
i
s~ao

denom
inados
co
e�
cien
tes
de
x
i .

E
x
em
p
lo
2
.1
A
com
bina�c~ao
linear
de
vetores
�e
um
a
fun�c~ao
linear.

D
ados
dois
espa�cos
vetoriais
X
e
Y
.
A
corresp
ond^encia
que
associa

a
cada
vetor
~x2
X
um
vetor
~y2
Y
�e
conhecida
com
o
tra
n
sfo
rm
a
�c~a
o
F

(m
a
p
ea
m
en
to
ou
o
p
era
d
o
r)
de
X
em
Y
.
U
m
a
transform
a�c~ao
�e
conhecida

com
o
lin
ea
r
se
para
todos
os
vetores
~v
e
~x
em
X
e
escalares
C
s~ao
satisfeitas

as
duas
rela�c~oes:

F
(~v
+
~x)
=

F
(~v)
+
F
(~x)

F
(c~x)
=

cF
(~x)

U
m
a
transform
a�c~ao
�e
denom
inada
iso
m
�etrica
quando
o
produto
interno

dos
vetores
�e
preservado,
ou
seja
a
norm
a
(ou
a
m
agnitude)
do
vetor
�e

preservado.
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E
x
em
p
lo
2
.2
A
transform
a�c~ao
F
(x;y;z)
=
(�
x;y;z)
�e
um
a
transform
a�c~ao

linear
(F
((x
1 +
x
2 ;y
1 +
y
2 ;z
1 +
z
2 ))
=
F
(x
1 ;y
1 ;z
1 )+
F
(x
2 ;y
2 ;z
2 )
=
(�
(x
1 +

x
2 );(y
1
+
y
2 );(z
1
+
z
2 ))
e
F
(c(x
1 ;y
1 ;z
1 ))
=
cF
(x
1 ;y
1 ;z
1 )
=
(�
cx
1 ;cy
1 ;cz
1 )

)
e
isom
�etrica
(as
dist^ancias
entre
os
pontos
s~ao
preservadas
na
transfor-

m
a�c~ao).

E
x
em
p
lo
2
.3
A
transform
a�c~ao
F
(x;y;z)
=
(x
+
dx;y
+
dy;z
+
dz)
n~ao
�e

linear,
pois
F
(c1 x;c2 y;c3 z)6=
[cF
(x;y;z)
=
(c1 (x
+
dx);c2 (y
+
dy);c3 (z
+

dz)).

E
x
erc��cio
2
.1
1
D
^e
duas
transform
a�c~oes
isom
�etricas
e
um
a
transform
a�c~ao

n~ao-isom
�etrica.

2
.4

M
a
trizes
e
T
ra
n
sfo
rm
a
�c~o
es

M
uitas
vezes,
transform
a�c~oes
lineares
s~ao
consideradas
com
o
sin^onim
o
de

\represent�aveis
p
or
m
atrizes":
a
m
anipula�c~ao
de
transform
a�c~oes
lineares

entre
os
vetores
�ca
sim
pli�cada
com
uso
de
m
atrizes,p
orque
estas
p
erm
item

representar
as
transform
a�c~oes
sucessivas
de
form
a
com
pacta.

M
atrizes
s~ao
disp
osi�c~oes
\tabulares"
de
escalares.
U
m
a
transform
a�c~ao

linear
de<
n
em
<
m

a
11 x
1
+
a
12 x
2
+���+
a
1n x
n

=

b1

a
21 x
1
+
a
22 x
2
+���+
a
2n x
n

=

b2

...

���

a
m
1 x
1
+
a
m
2 x
2
+���+
a
m
n x
n

=

b
m

�e
equivalente
�a
equa�c~ao
m
atricial

266664
a
11

a
12

���
a
1n

a
21

a
22

���
a
2n

...

a
m
1

a
m
2

���
a
m
n 377775 26664

x
1

x
2

���x
n 37775

= 26664
b1b2���b

m 37775

ou
sim
plesm
ente
A
~x
=
~b.
C
ham
am
os
A
de
m
a
triz
(de
coe�cientes)
d
e

tra
n
sfo
rm
a
�c~a
o.

E
x
erc��cio
2
.1
2
U
tilize
a
nota�c~ao
m
atricial
para
descrever
o
seguinte
siste-

m
a
de
equa�c~oes
lineares:x

=

2:0t
+
1:0(t�
1)
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y
=

�
1:0t+
4:0(t�
1)

z
=

�
1:5t�
2:0(t�
1)

Q
ual
�e
o
lugar
geom
�etrico
das
solu�c~oes
do
sistem
a
para
o
intervalo
t2

[0;1:0]?
O
p
era�c~oes
alg�ebricas
de�nidas
sobre
duas
m
atrizes
A
e
B
s~ao:

A
d
i�c~a
o
:
de
m
atrizes
de
m
esm
a
dim
ens~ao
m
�
n
.

M
u
ltip
lica
�c~a
o
p
o
r
esca
la
r
:
cada
elem
ento
da
m
atriz
�e
m
ultiplicado
p
elo

escalar.

M
u
ltip
lica
�c~a
o
:
cada
elem
ento
ij
da
nova
m
atriz
A
B
�e
obtido
m
ultipli-

cando
a
i-�esim
a
linha
de
A
e
j-�esim
a
coluna
de
B
.
P
ortanto,
o
n
�um
ero

de
linhas
de
A
deve
ser
igual
ao
n
�um
ero
de
colunas
de
B
.

T
ra
n
sp
o
si�c~a
o
:
cada
linha
�e
transp
osta
ordenadam
ente
para
coluna
da

nova
m
atriz.

In
v
ers~a
o
:
a
m
ultiplica�c~ao
de
um
a
m
atriz
(quadrada
e
invers��vel)
p
ela
sua

inversa
�e
um
a
m
atriz
identidade.

O
b
serva
�c~a
o
2
.3
D
eterm
ine
a
m
atriz
inversa
de:

1.

A
= "
3
1

2
4 #

2.

A
= 264

�
0:5
0:0
0:0

0:0

4:0
0:0

0:0

0:0
1:0 375

�E
f�acil
m
ostrar
que
a
com
p
osi�c~ao
de
duas
transform
a�c~oes
lineares
A
(B
(~x))

p
ode
ser
representada
com
o
a
m
ultiplica�c~ao
das
m
atrizes
de
coe�cientes,
ou

seja,
A
(B
(~x))
=
A
B
~x.

A
lgum
as
propriedades
satisfeitas
p
elas
op
era�c~oes
de
m
atrizes
s~ao:

�
A
ssociativa
para
adi�c~ao:
A
+
(B
+
C
)
=
(A
+
B
)
+
C
.

�
A
+
0
=
A
.
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�
A
+
(�
A
)
=
0.

�
A
+
B
=
B
+
A
.

�
k(A
+
B
)
=
kA
+
kB
,
onde
k
�e
um
escalar.

�
(k
1
+
k
2 )A
=
k
1 A
+
k
2 A
,
onde
k
1
e
k
2
s~ao
escalares.

�
(k
1 k
2 )A
=
k
1 (k
2 A
).

�
1:A
=
A
e
0:A
=
0.

�
(A
B
)C
=
A
(B
C
).

�
A
(B
+
C
)
=
A
B
+
A
C
.

�
(B
+
C
)A
=
B
A
+
C
A
.

�
k(A
B
)
=
(kA
)B
=
A
(kB
),
onde
k
�e
um
escalar.

�
(A
+
B
) t
=
A
t+
B
t.

�
(A
t) t
=
A
.

�
(kA
) t
=
kA
t,
onde
k
�e
um
escalar.

�
(A
B
) t
=
B
tA
t.

�
(A
B
)
�

1
=
B
�

1A
�

1.

U
m
a
m
atriz
A
quadrada
�e
o
rto
g
o
n
a
l,
se
e
som
ente
se,
seus
vetores-

coluna
(e
tam
b�em
seus
vetores-linha)
form
am
um
sistem
a
ortonorm
al
(s~ao

unit�arios
e
ortogonais
entre
si).
U
m
a
transform
a�c~ao
iso
m
�etrica
p
ode
ser

representada
p
or
um
a
m
atriz
ortogonal
(p
orisso,�e
conhecida
tam
b�em
com
o

tra
n
sfo
rm
a
�c~a
o
o
rto
g
o
n
a
l).
U
m
a
propriedade
�util
para
m
atrizes
ortogo-

nais
�e
(A
)
�

1
=
A
t.

U
m
a
m
atriz
A
�e
sim
�etrica,se
A
t
=
A
e
�e
a
n
ti-sim
�etrica,se
A
t
=
�
A
.

A
l�em
das
transform
a�c~oes
lineares,
as
m
atrizes
constituem
um
a
form
a

com
pacta
para
representar
�guras
geom
�etricas.

E
x
em
p
lo
2
.4
A
s
se�c~oes
c^onicas
e
superf��cies
quadr�aticas
s~ao
as
form
as

geom
�etricas
m
ais
utilizadas.
A
equa�c~ao
geral
de
um
a
se�c~ao
c^onica
�e

A
x
2
+
B
xy
+
C
y
2
+
D
x
+
E
y
+
F
=
0
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que
pode
ser
reescrita
em
form
a
m
atricial

h
x

y
1 i 264

A

B
=2
D
=2

B
=2

C

E
=2

D
=2
E
=2

F

375 264
xy1 375

ou
seja,
~x
tA
~x.
E
sta
form
a
de
nota�c~ao
m
atricial
�e
conhecida
com
o
fo
rm
a

q
u
a
d
r�a
tica.
O
bserve
que
a
m
atriz
de
coe�cientes
A
�e
sim
�etrica.

A
s
superf��cies
quadr�aticas,
por
sua
vez,
s~ao
dadas
por

A
x
2
+
B
y
2
+
C
z
2
+
D
xy
+
E
yz
+
F
xz
+
G
x
+
H
y
+
J
z
+
K
=
0

que
em
nota�c~ao
m
atricial
equivale
a

h
x

y
z
1 i 26664

A

D
=2
F
=2

G
=2

D
=2

B

E
=2
H
=2

F
=2

E
=2

C

J
=2

G
=2
H
=2

J
=2

K

37775 26664
xyz1 37775

P
ara
determ
inar
os
a
u
tova
lo
res
e
a
u
tov
eto
res
de
um
a
m
atriz
A
,
de-

term
inam
os
prim
eiro
os
autovalores
�
com
uso
da
express~ao

det(A�
�I)
=
0;

onde
I
�e
um
a
m
atriz
de
identidade.
E
m
seguida,
calculam
os
o
autovetor

corresp
ondente
a
cada
autovalor
atrav�es
da
igualdade

A
~x
=
�~x:

E
x
erc��cio
2
.1
3
D
eterm
ine
os
autovalores
e
os
autovetores
da
m
atriz

A
= "�
5:0

2:0

2:0

�
2:0 #

U
m
a
das
aplica�c~oes
de
autovetores
�e
a
diagonaliza�c~ao
da
m
atriz
A
.
A

id�eia
b�asica
de
diagonaliza�c~ao
�e
\desacoplar"
as
n
vari�aveis
de
um
sistem
a

linear
de
n
equa�c~oes
de
form
a
que
cada
equa�c~ao
p
ossa
ser
resolvido
inde-

p
endentem
ente
das
outras.
A
m
atriz
diagonalD
corresp
ondente
�a
m
atriz
A

�e
D
=
X�
1A
X
sendo
X
form
ada
p
elos
autovetores
de
A
.

E
x
em
p
lo
2
.5
A
s
se�c~oes
c^onicas
e
superf��cies
quadr�aticas,
Q
,
podem
ser

sem
pre
representadas
por
Q
=
x
tD
x,
onde
D
�e
um
a
m
atriz
diagonal.
Isso

decorre
do
fato
de
que
Q
pode
ser
representada
por
um
a
form
a
quadr�atica
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y
tA
y,onde
A
�e
um
a
m
atriz
realsim
�etrica,
com
o
vim
os
no
E
xem
plo
2.4.
Sen-

do
A
um
a
m
atriz
realsim
�etrica,
os
seus
autovetores
form
am
um
a
base
orto-

norm
ale
a
m
atriz
X
constitu��da
por
estes
autovetores
satisfaz
a
propriedade

X
�

1
=
X
t.
P
ortanto,
a
m
atriz
diagonal
de
A
�e
D
=
X
�

1A
X
=
X
tA
X
,
ou

seja,
X
D
X
t
=
A
e
y
tX
D
X
ty
=
y
tA
y.
Fazendo
X
ty
=
X
�

1y
=
x
obtem
os

a
igualdade
desejada.

E
x
erc��cio
2
.1
4
A
qual
se�c~ao
c^onica
corresponde
a
seguinte
express~ao:

17x
2�
30xy
+
17y
2
=
128
?

Q
uais
s~ao
as
dire�c~oes
dos
eixos
principais?

2
.5

N
�u
m
ero
s
C
o
m
p
lex
o
s

V
erem
os
que
os
n
�um
eros
com
plexos
p
odem
s
ser
utilizados
para
representar

de
form
a
ainda
m
ais
com
pacta
rota�c~oes
(um
a
transform
a�c~ao
geom
�etrica)
a

serem
detalhadas
no
cap��tulo
4.

U
m
n
�u
m
ero
co
m
p
lex
o
z
�e
um
par
ordenado
(x;y)
com
x;y2<
.
x
�e

cham
ado
a
parte
real
e
y
a
parte
im
agin�aria
de
z,
ou
seja,

x
=
R
e
z

y
=
Im
z:

P
or
de�ni�c~ao,
dois
n
�um
eros
com
plexos
s~ao
iguais,
se
a
suas
partes
reais

e
partes
im
agin�arias
forem
iguais.

C
ham
am
os
de
u
n
id
a
d
e
im
a
g
in
�a
ria
o
par
(0;1).

O
p
era�c~oes
de�nidas
para
n
�um
eros
com
plexos:

A
d
i�c~a
o
:
z
1
+
z
2
=
(x
1 ;y
1 )
+
(x
2 ;y
2 )
=
(x
1
+
x
2 ;y
1
+
y
2 ).

M
u
ltip
lica
�c~a
o
:
z
1 z
2
=
(x
1 ;y
1 )(x
2 ;y
2 )
=
(x
1 x
2 �
y
1 y
2 ;x
1 y
2
+
x
2 y
1 ).

D
iv
is~a
o
:
z
=
z
1

z
2

=
x
1 x
2 +
y
1 y
2

x
22 +
y
22

+
i
x
2 y
1
�

x
1 y
2

x
22 +
y
22

.

C
o
n
ju
g
a
d
o
:
z
=
x�
iy.

O
bserve
que
se
as
partes
im
agin�arias
forem
nulas,
as
op
era�c~oes
se
re-

duzem
�as
op
era�c~oes
de�nidas
para
os
n
�um
eros
reais.
A
inda
m
ais,
p
odem
os

escrever
z
na
form
a

z
=
x
+
iy;

ao
de�nirm
os
i 2
=
�
1.
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E
x
erc��cio
2
.1
5
D
ados
dois
n�um
eros
com
plexos
z
1
=
8
+
3i
e
z
2
=
9�
2i.

C
alcule

1.
z
1
+
z
2

2.
z
2 �
z
1

3.
z
1 z
2

4.
z
1

z
2

5.
seus
conjugados.

U
m
a
representa�c~ao
geom
�etrica
dos
n
�um
eros
com
plexos
�e
com
uso
de
um

plano
denom
inado
p
la
n
o
co
m
p
lex
o
(ou
d
ia
g
ra
m
a
d
e
A
rg
a
n
d
)
e
um
sis-

tem
a
de
refer^encia
ortogonal.
O
s
dois
eixos
corresp
ondem
,resp
ectivam
ente,

ao
eix
o
rea
l
e
ao
eix
o
im
a
g
in
�a
rio.
C
ada
n
�um
ero
�e
ent~ao
um
p
onto
neste

plano
onde
a
parte
real
corresp
onde
a
um
a
coordenada
do
eixo
real
e
a
par-

te
im
agin�aria
a
um
a
coordenada
do
eixo
im
agin�ario.
E
sta
interpreta�c~ao
nos

p
erm
ite
de�nir
a
fo
rm
a
p
o
la
r
de
um
n
�um
ero
com
plexo
z,
quando
z6=
0.

Fazendo

x
=
rcos�

y
=
rsen
�;

onde
r
= p
x
2
+
y
2
e�
�
<
�
=
arg
z
=
arctg
yx �
�
,
ent~ao

z
=
r(cos�
+
isen
�)
ou
z
=
re
i�

A
form
a
p
olar
facilita
a
m
ultiplica�c~ao
e
a
divis~ao
de
n
�um
eros
com
plexos:

M
u
ltip
lica
�c~a
o
:
z
1 z
2
=
r
1 e
i�
1r

2 e
i�
2

=
r
1 r
2 e
i(�
1 +
�
2 ).

D
iv
is~a
o
:
z
1

z
2

=
r
1 e
i
�
1

r
2 e
i
�
2

=
r
1

r
2 e

i(�
1
�

�
2 ).

E
x
erc��cio
2
.1
6
R
epetir
a
m
ultiplica�c~ao
e
a
divis~ao
dos
n�um
eros
com
plexos

dados
no
E
xerc��cio
2.15
usando
suas
form
as
polares
e
com
pare
os
resultados.

R
epresentando
cada
p
onto
[x
y] t
num
plano
com
o
um
n
�um
ero
com
plexo

(x
+
iy),p
odem
os
ent~ao
descrever
transform
a�c~oes
lineares
do
tip
o "
a
�
b

b

a #

sobre
[x
y] t
com
o
o
produto
de
dois
n
�um
eros
com
plexos

(a
+
ib)(x
+
iy)
=
(ax�
by)
+
i(bx
+
ay):
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E
x
erc��cio
2
.1
7
�E
poss��vel
escrever
em
form
a
de
n�um
eros
com
plexos
o
se-

guinte
sistem
a
de
equa�c~oes
lineares?

x
n

=

x
v cos��
y
v sen
�

y
n

=

x
v sen
�
+
y
v cos�

E
sboce
a
posi�c~ao
relativa
entre
os
dois
pontos
P
v
=
[x
v
y
v ]
e
P
n
=
[x
n
y
n ] t

num
plano.
V
eri�que
que
foi
aplicada
um
a
rota�c~ao
de
�-graus
em
torno
da

origem
sobre
P
v .

2
.6

M
�eto
d
o
s
N
u
m
�erico
s

P
ara
m
anipular
im
agens
digitais
trabalham
os
com
um
grande
volum
e
de
va-

lores
process�aveis
p
or
m
�etodos
aproxim
ados.
�E
com
um
a
�area
de
M
�etodos

N
um
�ericos
ou
C
om
puta�c~ao
C
ient���ca
prover
m
ais
de
um
a
t�ecnica
para
so-

lucionar
um
problem
a
esp
ec���co.
A
escolha
p
or
um
a
m
ais
apropriada,
de

m
enor
com
plexidade
tem
p
orale
com
m
enores
erros
de
propaga�c~ao
oriundos

de
arredondam
ento
ou
de
instabilidade
�e
de
fundam
ental
im
p
ort^ancia
para

o
desem
p
enho
de
um
algorim
o
de
inform
a�c~oes
gr�a�cas.

N
esta
se�c~ao
revisam
os
alguns
m
�etodos
num
�ericos
que
p
odem
ser
�uteis
na

im
plem
enta�c~ao
dos
algoritm
os
a
serem
apresentados
nesta
disciplina.
V
ale

ressaltar
aqui
que
os
m
�etodos
dados
n~ao
s~ao
sem
pre
os
m
ais
apropriados

para
solu�c~ao
dos
problem
as
que
aprensentarem
os.
A
discuss~ao
detalhada

foge
do
escop
o
desta
disciplina.

2
.6
.1

M
�eto
d
o
d
e
E
lim
in
a
�c~a
o
d
e
G
a
u
ss

�E
um
m
�etodo
\exato",
no
sentido
de
que
o
m
�etodo
conduz
a
um
a
solu�c~ao

exata,
ap�os
um
n
�um
ero
�nito
de
passos,
a
m
enos
dos
erros
com
putacionais

inerentes
�a
natureza
de
representa�c~ao
adotada
p
elos
com
putadores
digitais.

O
m
�etodo
p
erm
ite
solucionar
problem
as
redut��veis
em
form
as
m
atrici-

ais.
E
le
consiste
essencialm
ente
em
converter
um
a
m
atriz
(b
em
condicio-

nada)
dada
em
m
atriz
identidade,
executando
um
a
sequ^encia
de
op
era�c~oes

elem
entares
(m
ultiplica�c~ao
e
som
a)
sobre
as
linhas
da
m
atriz.
�E
utilizada

para
invers~ao
das
m
atrizes
e
na
solu�c~ao
de
equa�c~oes
n~ao-hom
og^eneas.

O
b
serva
�c~a
o
2
.4
U
m
a
m
atriz
bem
condicionada
�e
uam
m
atriz
quadrada

cujas
linhas
(
e
colunas)
s~ao
linearm
ente
independentes.

N
o
caso
da
invers~ao
de
m
atriz,a
m
esm
a
sequ^encia
de
op
era�c~oes
elem
en-

tares,
que
transform
a
a
m
atriz
A
dada
num
a
identidade,
�e
aplicada
sobre

um
a
m
atriz
identidade
para
obter
A
�

1.
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E
x
erc��cio
2
.1
8
U
tilize
o
m
�etodo
de
elim
ina�c~ao
de
G
auss
para
determ
ina
a

m
atriz
inversa
de

A
= 264

3

�
1

1

�
15

6

�
5

5

�
2

2 375

P
ara
solu�c~ao
de
um
sistem
a
de
equa�c~oes
lineares
o
princ��pio
de
com
pu-

ta�c~ao
�e
o
m
esm
o,
lem
brando
que

A
X
=
B
$
X
=
A
�

1B
:

E
m
outras
palavras,o
vetor-solu�c~ao
X
�e
o
produto
da
inversa
A
�

1
da
m
atriz

A
p
elo
vetor-coluna
B
.

E
x
erc��cio
2
.1
9
A
plique
o
m
�etodo
de
elim
ina�c~ao
para
solucionar
o
seguinte

sistem
a
de
equa�c~oes
lineares�

x
+
3y�
2z
=

7

3x
+
3z
=

�
3

2x
+
y
+
2z
=

�
1

2
.6
.2

M
�eto
d
o
d
e
N
ew
to
n
-R
a
p
h
so
n

E
m
sistem
a
de
inform
a�c~oes
gr�a�cas
�e
com
um
trabalhar
com
p
olin^om
ios
de

ordem
m
uito
elevada,
cujas
ra��zes
n~ao
se
consegue
obter
algebricam
ente.

V
�arios
m
�etodos
num
�ericos
foram
prop
ostos
para
tal
�nalidade.
U
m
m
�etodo

com
um
�e
o
m
�etodo
de
N
ew
ton-R
aphson,
que
se
aplica
�as
equa�c~oes
p
olino-

m
iais
e
transcendentais.

O
m
�etodo
de
N
ew
ton-R
aphson
inicia
com
um
a
ra��z
aproxim
ada
x
i
(o

ch
u
te
in
icia
l)
da
equa�c~ao
f
(x)
=
0
e
faz
uso
da
expans~ao
em
s�erie
de

T
aylor
para
form
ular
um
algoritm
o
recursivo

f
(x)�
f
(x
i )
+
f0(x
i )(x�
x
i )
+
E
rro:

(2.4)

D
esprezando
o
term
o
E
rro,
estarem
os
considerando
ap
enas
os
term
os

que
v~ao
at�e
a
prim
eira
derivada
e
a
aproxim
a�c~ao
corresp
onde
a
um
a
tangente

ao
gr�a�co
da
fun�c~ao
f
(x)
no
p
onto
x
i .

(V
er
F
ig.
A
.7
do
livro-texto
de
Foley.)

A
f�orm
ula
de
recurs~ao
p
ode
ser
derivada
a
partir
da
E
q.2.4
e
do
fato
de

que
f
(x)
=
0:

x
i+
1
=
x
i �
f
(x
i )

f0(x
i )
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e
o
crit�erio
de
parada
da
recurs~ao
�e
quando
a
sequ^encia
de
x
i
converge.

N
a
pr�atica,
o
testejx
i+
1 �
x
i j<
"
�e
feita
em
cada
itera�c~ao.

E
x
erc��cio
2
.2
0
U
tilize
o
m
�etodo
de
N
ew
ton-R
aphson
para
m
elhorar
o
valor

x
=
3;23240
com
o
ra��z
da
equa�c~ao

x
5
+
x
4�
7x
3�
22x
2
+
x
+
1
=
0

2
.6
.3

D
iferen
�ca
s
F
in
ita
s

A
derivada
de
um
a
fun�c~ao
dfdx
corresp
onde,de
fato,�a
declividade
da
tangente

que
p
ode
ser
calculada
com
valores
aproxim
ados,
usando-se
a
raz~ao
�
f

�
x ,
ou

seja
raz~ao
da
varia�c~ao
de
f
(x)
em
term
os
da
varia�c~ao
de
x

dfdx �
�
f

�
x
:

C
ham
am
os
a
aproxim
a�c~ao
�
f

�
x
de
diferen�cas
�nitas.

H
�a
um
a
nota�c~ao
padr~ao
para
os
v�arios
tip
os
de
diferen�cas.
O
s
tip
os
de

diferen�cas
e
os
s��m
b
olos
corresp
ondentes
s~ao
os
seguintes

T
ip
o

D
e�ni�c~ao

S��m
b
olo

D
iferen�ca
ascendente

�
f
=
f
(x
i+
1 )�
f
(x
i )

4

D
iferen�ca
descendente

�
f
=
f
(x
i )�
f
(x
i
�

1 )

r

D
iferen�ca
centrada

�
f
=
12 (f
(x
i+
1 )�
f
(x
i
�

1 ))

Æ

2
.6
.4

In
terp
o
la
�c~a
o

M
anipulando
com
am
ostra,
�e
m
uito
com
um
em
algoritm
os
de
inform
a�c~oes

gr�a�cas
fazer
interp
ola�c~ao
dos
valores
da
am
ostra
para
obter
um
valor
que

n~ao
faz
parte
da
am
ostra.
A
s
interp
ola�c~oes
m
ais
com
uns
s~ao,
de
fato,
as

com
bina�c~oes
convexas
entre
os
valores
conhecidos,
x
a
e
x
b :

x
=
w
a x
a
+
w
b x
b ;com
w
a
+
w
b
=
1ew
a ;w
b
>
0:

E
x
erc��cio
2
.2
1
D
ada
a
sequ^encia
de
quatro
pontos:
[0:5
4:0] t,
[2:5
0:5] t,

[4:0
4:5] t
e
[2:0
6:0] t.
D
eterm
ine
a
interpola�c~ao
linear
dos
\quatro
pontos",

considerando
que
todos
tenham
o
m
esm
o
peso.

2
.6
.5

T
�ecn
ica
d
e
M
��n
im
o
s
Q
u
a
d
ra
d
o
s

O
m
�etodo
dos
m
��nim
os
quadrados
�e
usualm
ente
utilizado
para
fazer
estim
a-

tiva
de
um
conjunto
dos
\coe�cientes"
de
um
a
fun�c~ao
p
olinom
ial

f
(x)
=
k
0
+
k
1 x
+
k
2 x
2
+���+
k
j x
j
+���+
k
m
x
m
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que
\m
elhor
se
ajusta"
a
um
conjunto
de
p
ontos
conhecidos
y
i ,
tendo
com
o

crit�erio
de
avalia�c~ao
a
som
a
dos
quadrados
dos
res��duos
(f
(x
i )�
y
i ) 2,
isto
�e

H
=

mXi=
0 [f

(x
i )�
y
i ] 2
=

mXi=
0 [(k

0 +
k
1 x
i +
k
2 x
2i +���+
k
j x
ji +���+
k
m
x
mi
)�
y
i ] 2:

P
ara
isolar
os
k
i
e
reduzir
a
equa�c~ao
acim
a
num
sistem
a
de
equa�c~oes

lineares,
determ
ina-se
as
m
derivadas
parciais
@
H

@
k
i ,
i
=
1;���;m
e
iguala-as

a
zero

@H
@k
0

=

mXi=
0

2[(k
0
+
k
1 x
i +
k
2 x
2i
+���+
k
j x
ji

+���+
k
m
x
mi
)�
y
i ]=
0

@H@k
j

=

mXi=
0

2x
ji [(k

0
+
k
1 x
i +
k
2 x
2i
+���+
k
j x
ji

+���+
k
m
x
mi
)�
y
i ]=
0:

@H
@k
m

=

mXi=
0

2x
mi
[(k
0
+
k
1 x
i +
k
2 x
2i
+���+
k
j x
ji

+���+
k
m
x
mi
)�
y
i ]=
0

C
om
isso,
p
ode-se
utilizar
a
t�ecnica
de
elim
ina�c~ao
para
obter
os
valores

k
i
da
fun�c~ao,
se
o
sistem
a
(m
atriz)
estiver
b
em
condicionado.

E
x
erc��cio
2
.2
2
U
tilize
o
m
�etodo
de
m
��nim
os
quadrados
para
obter
um
a

fun�c~ao
c�ubica
que
aproxim
e
os
seguintes
pontos:

�

0.2

0.6

1.0

1.4

1.8

2.2

2.6

3.0

f
(�)

0.1987

0.5646

0.8415

0.9854

0.9738

0.8085

0.5154

0.1411

U
m
a
outra
alternativa
seria
estim
ar
um
\chute
inicial"
para
os
k
i
e
m
e-

lhor�a-los
com
o
m
�etodo
de
N
ew
ton-R
aphson.


