Capitulo 2

Matematica em Computacao
Grafica

Este capitulo tem como objetivo principal revisar alguns conceitos ma-
temdticos que serdo utilizados ao longo desta disciplina.

2.1 Pontos

Um ponto no espaco de n dimensoes pode ser identificado por uma lista de
n valores denominados coordenadas. A forma mais usual é associar estes
valores &s distancias do ponto em relacéio a um conjunto de planos defindo
pelos n eixos ortogonais entre si. Tal sistema de eixos é conhecido como
sistema de coordenadas retangulares ou cartesianas.

No espaco 3D, o sistema de referéncia cartesiano é constituido por 3
eixos que sdo designados, respectivamente, por z, y e z e as coordenadas z,
y e z correspondem, respectivamente, as distancias aos planos yz, Tz e Ty.
Dependendo da designacao, distinguem-se ainda duas orientacoes:

o orientacao mao-direita: ao rotacionarmos os dedos da mao-direita

partindo-se do eixo z para o eixo y, o polegar aponta para a direcao
positiva do eixo z.

e orientagdao mao-esquerda: ao rotacionarmos os dedos da mao-esquerda
partindo-se do eixo x para o eixo y, o polegar aponta para a diregio
positiva do eixo z.

Exercicio 2.1 Dados um ponto sobre um plano e dois sistemas de referéncia

cartesianos associados a este plano, como ilustra o figura abaizo. Quais sio
as coordenadas do ponto P em cada sistema?
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A distancia entre dois pontos Py = (z1,y1,21) € Py = (2,2, 29) dados
no sistema cartesiano pode ser obtida pela expressao:

AP P = Jlos o + (=P + (-2 (21)

Para problemas que envolvem diregdes variadas em relagao a uma origem
O fixa (p6lo), é conveniente especificar a posigio de um ponto P em %3 com
uso de coordenadas polares (r,6, ¢), onde r é a distincia OP e 6 e ¢ sdo
os angulos que a direcdo OP faz em relagao a dois eixos fixos que passam
por O.

Considerando que os eixos de referéncia sejam respectivamente z e z. A
conversao das coordenadas polares para as cartesianas é dada por seguintes
equagoes:

T =rcosfsend y =rsenfsend 2z =rcos¢ (2.2)
E das cartesianas para as polares,

y
T

r=y\z2+y?+22 ¢= arccos” = arctg (2.3)
r

Em processamento computacional notagoes mais utilizadas para repre-
sentar os pontos sao vetores-linha ou vetores-coluna:

X
[z v =] |y
z

Exercicio 2.2 Dados dois pontos Py = [1.0 2.0 =3.0]" ¢ P, = [4.0 1.0 = 1.0}
em sistemas cartesianos.
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1. Represente-os em sistemas esféricos e cilindricos.

2. Determine a distincia entre os dois pontos: (a) num sistema cartesi-
ano; (b) num sistema esférico; e (c) num sistema cilindrico.

2.2 Vetores

Vetor é uma grandeza fisica provida de dire¢io e magnitude (norma). Dois
pontos distintos de um sistema cartesiano Py = (z1,y1,21) € Py = (2, 2,22)
definem um vetor (de deslocamento de P; a P5) PPy em R conforme a
seguinte expressao:

PPy=Py— Py =(my— 21,50 — Y1, — 21).

Exercicio 2.3 Desenhe o vetor definido por dois pontos P, = [2.0 1.0]' e
Py = [6.5 6.0' no sistema 2 do Ezercicio 2.1. Quais sio as coordenadas
dos ponto Py e Py em relagao ao sistema 1 do Ezercicio 2.17 Represente
graficamente o vetor definido pelos pontos P, e Py no sistema 1 e compare-o
com o vetor no sistema 2 do Ezercicio 2.1.

Anélogos aos pontos, os vetores sio usualmente representados por vetores-
coluna ou vetores-linha. Graficamente, os vetores sao representados por um
segmento orientado de Py (ponto inicial) para P, (ponto final). Vale ressal-
tar aqui que segmentos com orientacao e magnitude iguais representam um
mesmo vetor, independentemente da sua posi¢ao no espago.

A magnitude ou norma | @ | de um vetor @ é, por definigio, a distancia
entre os pontos inicial e final, ou seja,

_ﬁinx\aw+ew+gw

Um vetor normalizado é um vetor cuja magnitude (ou norma) é igual
a 1. A normalizacdo de um vetor pode ser obtida com a divisdo de cada
componente do vetor pela sua norma.

Exercicio 2.4 Normalize os sequintes vetores: (a) (2.0, 7.0); e (b) (1.0,
1.0, 1.0).

Dados os vetores @ = [a1 as a3, b= [b1 by b3]l e @ =[c1 2 c3)' As
seguintes operagoes algébricas sao definidas:

Adigéo : a+ b= [a1+b1 ag + by 1 + 2]
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Multiplicagio por um escalar o : ad = [aa; aay aa)’;

Produto interno ou escalar : @-b=a;b; +asba+azbsoud-b=|a | b|
cos, onde -y é 0 angulo entre os vetores d e .

Produto externo ou vetorial : @ X b = [agbs — agby azhy — a1bs arby —
ash)' ou | @x b|=|@|| b | seny, onde 7y é o dngulo entre os vetores &
eb A diregao do vetor resultante é perpendicular aos vetores @ e be
obedece a regra da mao-direita ou mao-esquerda.

Produto misto : m.ﬁwx& é igual ao determinante dos vetores @, be Uma
interpretacao geométrica deste produto é o volume do paralelepipedo
definido por a, b e c.

Exercicio 2.5 Dados dois vetores a = [1.0 2.0 —3.0]" e b=[4.0 1.0 - 1.0]".
1. Determine o produto escalar de a e b. Esboce o resultado.
2. Determine o produto vetorial de a e b. Esboce o resultado.

3. Determine o produto vetorial de a e b normalizados e o produto vetorial
normalizado de a e b. Compare os resultados.

Exercicio 2.6 Dados trés vetores: a = [2.0 0.0 3.0, a = [0.0 6.0 2.0]" e
a=1[3.0 3.0 0.0". Qual é o volume do tetraedro definido por eles, sabendo
que este volume ¢ Hw do volume do paralelepipedo pelos mesmos vetores?

O conjunto de vetores em R" e o conjunto de nimeros reais junto com
as operagoes de adigao e de multiplicacio por escalar definem um espago
vetorial sobre os nimeros reais, porque sao satisfeitos os seguintes axiomas:

o comutatividade na adigao.

existéncia de um elemento nulo para adicao, o vetor nulo 0.

existéncia de elementos inversos para adigdo, o vetor de mesma mag-
nitude e diregao mas com sentido oposto.

associatividade na adigao.

existéncia do elemento unitdrio para multiplicacdo, o escalar 1.0.

¢ a multiplicagdo por um produto de escalares ¢ igual & multiplicacao
do primeiro escalar por um vetor multiplicado pelo segundo.
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o a multiplicacdo de uma soma de vetores por um escalar é igual a soma
de vetores multiplicados pelo escalar.

o a multiplicacdo de um vetor ¢ por uma soma de escalares « e /3 é igual
a soma dos vetores v e (7.

Chamamos de combinagao linear de m vetores d(1), d(2), ", Gm) a

€Xpressao
Qﬂme + Qmmﬁv +o Q,S@.ASY

onde a; € R.

Quando a expressao

i) + iz + + Oy = 0

é somente satisfeita para oy = ag = -+ = ay, = 0, dizemos que os vetores
d(1); @(2), **", G(m) s30 linearmente independentes.

Diz-se que um espago vetorial V é de dimensao finitan ou é n-dimensional,

se existem n vetores linearmente independentes e, ez, -+, e, que geram V.
A lista {ey, eg, -+, €, } € entao chamada uma base de V. Ainda mais, todas
as outras bases tem 0 mesmo nimero de elementos. Particularmente, a base

er = (1,0,0,---,0,0)
e = (0,1,0,---,0,0)

en = (0,0,0,--,0,1)

é denominada a base canénica de V, a partir da qual geram-se todos os
vetores em V' por combinagao linear.

Observagao 2.1 Qual ¢ a base candnica de um espago vetorial de 2 di-
mensoes? E de 3 dimensoes?

Dado um conjunto de m pontos P; e um ponto de referéncia Py, de-
finimos como ponto baricéntrico P o ponto obtido pela combinagéo
baricéntrica dos vetores Nub.uo da seguinte maneira

m
P-P=) ai(Pi-R)
i=1

m Y ;=1 umas manipulaco ébricas nos leva a equ
co! ™, a; = 1. Algumas manipulacdes algébricas nos leva & equaciio

m
P=Y P,
i=1
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Quando os escalares ; forem ndo negativos dizemos que é uma combi-
nagdo convexa. Pode-se mostrar que neste caso P estd no fecho convexo
definido pelos pontos P;. Um fecho convexo ¢ a menor regido caracteri-
zada por qualquer segmento que liga dois pontos pertencentes a esta regiao
estd também contido na regiao.

Exercicio 2.7 Mostre que o baricentro de um tridngulo € uma combinagdo
conveza dos vértices do triangulo. O baricentro estd sempre localizado no
interior do triangulo? Justifique.

Exercicio 2.8 Dada uma sequéncia de pontos {Py, Py, Ps, Py, Ps, Ps} como
ilustra a figura abaizo, esboce o lugar geométrico dos pontos obtidos como a
combinagao conveza destes pontos. Justifique.

Py

Py

Py

Ps

2.3 Funcgoes

Dados dois conjuntos A e B. Uma fungdo, definida em A, é uma corres-
pondéncia que associa a cada elemento em A um elemento em B. A e B sao
chamados, respectivamente, de dominio e contra-dominio.

Se temos duas fungoes f e g tais que f seja definida para todos os elemen-
tos que sdo os resultados que g pode assumir, entdo podemos construir uma
nova fungao, representada por f o g, conhecida como fungdo composta:

fog(@) = flg(7)]
Exercicio 2.9 Dadas as suas funcdes f(z) = 2.0senz e g(z) = 7° + .

1. Obter hi(z) = f o g(

2. Obter hy(z) = go f(z).

3. Quais sdo as derivadas de hi(z) e ho(z)?
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Uma funcéo é diferencidvel se ela admite em todos os pontos derivadas
de todas as ordens. Se ela admite derivadas até ordem n, dizemos que ela é
diferencidvel ou continua até ordem n (C™).
Exercicio 2.10 Verificar a diferenciabilidade das sequintes fungées:

1. f(t) = (acost, asent, bt).

2. y= Va3,

Observagao 2.2 E muito comum processar informagdes geométricas com
uso de fungdes trigonométricas. Utilizaremos algumas igualdades desta ca-
tegoria de fungdes nesta disciplina:

o sen(z +y) = senzcosy £ coszseny.
o cos(z +y) = coszcosy F senzseny.

o senz = cos(z — 3) = cos(

e cosz = sen(z + §) = sen(} — x).

Fungoes lineares, definidas sobre os niimeros reais %, é uma expressao
com o seguinte aspecto:

a12] + gty + - + apZy = b,

onde a;, b € R e os z; sdo varidveis (ou incignitas). Os escalares a; sio
denominados coeficientes de z;.

Exemplo 2.1 A combinagdo linear de vetores é uma fungdo linear.

Dados dois espacos vetoriais X e Y. A correspondéncia que associa
a cada vetor Z € X um vetor € Y é conhecida como transformacao F
(mapeamento ou operador) de X em Y. Uma transformacio é conhecida
como linear se para todos os vetores ' e &' em X e escalares C' sdo satisfeitas
as duas relacoes:

Uma transformaciio é denominada isométrica quando o produto interno

dos vetores é preservado, ou seja a norma (ou a magnitude) do vetor é
preservado.
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Exemplo 2.2 4 transformacio F(z,y,2) = (-z,y, 2) é uma transformagdo
linear (F((z1+ 9,31 +y2, 21+ 22)) = F(x1,91,21) + F(29, 99, 22) = (— (21 +
22), (y1 +32), (21 + 22)) € Fle(z1,91,21)) = cF(z1,91,21) = (—ez1, ey, c21)
) € isométrica (as distancias entre os pontos sao preservadas na transfor-
magdo).

Exemplo 2.3 A transformagio F(z,y,2) = (z + dz,y + dy,z + dz) ndo é
lincar, pois Fenz,exy,€32) # [cF(5,5,2) = (c1(z + da),caly + ), oz +
dz)).

Exercicio 2.11 Dé duas transformagaoes isométricas e uma transformagio
ndo-isométrica.

2.4 Matrizes e Transformagoes

Muitas vezes, transformagoes lineares sao consideradas como sinénimo de
“representdveis por matrizes”: a manipulagao de transformagoes lineares
entre os vetores fica simplificada com uso de matrizes, porque estas permitem
representar as transformagGes sucessivas de forma compacta.

Matrizes sdo disposicoes “tabulares” de escalares. Uma transformagio
linear de R" em R™

anzi + a4+ ans, = b
a1T1 +ansy + -+ amz, = by
U121 + G222 + - F G = by

é equivalente & equacdo matricial

ayp a2 -t aip I by
agy axp v G o by
Upl Gp2 * OGmp Tn b

-

ou simplesmente AZ = b. Chamamos A de matriz (de coeficientes) de
transformacao.

Exercicio 2.12 Utilize a notagdo matricial para descrever o sequinte siste-
ma de equagdes lineares:

o = 20+ 10(t 1)
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y = —10t+40(-1)
2 = —15t—20(t—1)

Qual € o lugar geométrico das solugoes do sistema para o intervalo t €

[0,1.0/7
Operagoes algébricas definidas sobre duas matrizes A e B sao:
Adigao : de matrizes de mesma dimensao m x n.

Multiplicacdo por escalar : cada elemento da matriz é multiplicado pelo
escalar.

Multiplicagdo : cada elemento ij da nova matriz AB é obtido multipli-
cando a 7-ésima linha de A e j-ésima coluna de B. Portanto, o niimero
de linhas de A deve ser igual ao mimero de colunas de B.

Transposicdo : cada linha é transposta ordenadamente para coluna da
nova matriz.

Inversdo : a multiplicagdo de uma matriz (quadrada e inversivel) pela sua
inversa ¢ uma matriz identidade.

Observagao 2.3 Determine a matriz inversa de:

1.
31
A= 2 4
2.
—0.5 0.0 0.0
A= 00 40 00
0.0 00 1.0

B fcil mostrar que a composigio de duas transformagdes lineares A(B(Z))
pode ser representada como a multiplicagao das matrizes de coeficientes, ou
seja, A(B(Z)) = ABZ.

Algumas propriedades satisfeitas pelas operagoes de matrizes sao:

o Associativa para adi¢io: A+ (B+C)=(A+B)+C.

o A+0=A.
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e A+(-4)=0.

e A+ B=B+A.

o k(A+ B) =kA+kB, onde k é um escalar.

o (k1 + ko)A =k A+ koA, onde k; e ky sdo escalares.
o (kiko)A = ky(koA).

e 1L A=Ae0.A=0.

¢ (AB)C = A(BC).

e« A(B+C)=AB+AC.

« (B+C)A=BA+CA.

o k(AB) = (kA)B = A(kB), onde k é um escalar.
o (A+B)l= A+ B

o (A= 4.

o (kA)! = kA!, onde k é um escalar.

o (AB)! = B'AL

o (AB)l=B"14"L

Uma matriz A quadrada é ortogonal, se e somente se, seus vetores-
coluna (e também seus vetores-linha) formam um sistema ortonormal (sao
unitdrios e ortogonais entre si). Uma transformacao isométrica pode ser
representada por uma matriz ortogonal (porisso, é conhecida também como
transformacdo ortogonal). Uma propriedade itil para matrizes ortogo-
nais é (4)~! = A%,

Uma matriz A é simétrica, se A" = A e é anti-simétrica, se A' = —A.

Além das transformagoes lineares, as matrizes constituem uma forma
compacta para representar figuras geométricas.

Exemplo 2.4 As secoes conicas e superficies quadrdticas sio as formas
geométricas mais utilizadas. A equagdo geral de uma se¢do conica é

A2? + Bry+ Oy’ + D+ Ey+ F=0
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que pode ser reescrita em forma matricial

A BJ/2 D2 ||z
[z y 1] B2 ¢ B2||y
D2 B2 F ||1

ou seja, #AZ. Esta forma de notacdo matricial é conhecida como forma
quadréatica. Observe que a matriz de coeficientes A ¢é simétrica.
As superficies quadrdticas, por sua vez, sio dadas por

Az® + By* + C2* + Day + Byz+ Fuz + Gz + Hy + Jz + K =0
que em notacdo matricial equivale a

A D/2 F2 G2
Dj2 B Ej2 Hf2
Fl2 E2 C J)2
G/2 H2 J2 K

SQNH_

—_ N s

Para determinar os autovalores e autovetores de uma matriz A, de-
terminamos primeiro os autovalores A com uso da expressao

det(A— M) =0,

onde I ¢ uma matriz de identidade. Em seguida, calculamos o autovetor
correspondente a cada autovalor através da igualdade

Exercicio 2.13 Determine os autovalores e os autovetores da matriz

=50 2.0
A= 20 =20
Uma das aplicagoes de autovetores ¢ a diagonalizagio da matriz A. A
idéia bésica de diagonalizagao ¢ “desacoplar” as n varidveis de um sistema
linear de n equagdes de forma que cada equagao possa ser resolvido inde-
pendentemente das outras. A matriz diagonal D correspondente & matriz A
¢ D = X-1AX sendo X formada pelos autovetores de A.

Exemplo 2.5 As segoes cinicas e superficies quadrdticas, Q, podem ser
sempre representadas por Q = x'Dx, onde D ¢ uma matriz diagonal. Isso
decorre do fato de que @ pode ser representada por uma forma quadratica
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yt Ay, onde A é uma matriz real simétrica, como vimos no Ezemplo 2.4. Sen-
do A uma matriz real simétrica, os seus autovetores formam uma base orto-
normal e a matriz X constituida por estes autovetores satisfaz a propriedade
X' = Xt. Portanto, a matriz diagonal de A é D = X7'AX = X'AX, ou
seja, XDX' = A e y' XDX'y = yt Ay. Fazendo X'y = X'y = & obtemos
a igualdade desejada.

Exercicio 2.14 A qual se¢ao conica corresponde a sequinte expressio:
172% — 30zy + 17y = 128 7

Quais sao as diregoes dos eizos principais?

2.5 Numeros Complexos

Veremos que os nimeros complexos podems ser utilizados para representar
de forma ainda mais compacta rotagoes (uma transformagao geométrica) a
serem detalhadas no capitulo 4.

Um ndmero complexo z é um par ordenado (z,y) com z,y € R. = é
chamado a parte real e y a parte imagindria de z, ou seja,

z=Rez y=1Im z.

Por definicao, dois nimeros complexos sio iguais, se a suas partes reais
e partes imagindrias forem iguais.

Chamamos de unidade imagindria o par (0,1).

Operagoes definidas para nimeros complexos:

Adigdo : 21 + 2 = (z1,y1) + (22, 42) = (z1 + 22,41 +12).
Multiplicagdo : 2123 = (21,y1) (22, y2) = (2122 — Y12, 2192 + T2y1)-

Divisao : 7= % _ mmtun 4 2 -11yy
22 z3+y2 w2ty
Conjugado : 7=z —1y.

Observe que se as partes imagindrias forem nulas, as operagoes se re-
duzem as operacoes definidas para os niimeros reais. Ainda mais, podemos
escrever z na forma

z=z+1y,

a0 definirmos i2 = —1.
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Exercicio 2.15 Dados dois niimeros complezos zy = 8+ 3i e 20 = 9 — 2i.
Calcule

1. Z1 + Y9
2. zZ) — 21
3. Z122

4 z

5. seus conjugados.

Uma representacao geométrica dos nimeros complexos é com uso de um
plano denominado plano complexo (ou diagrama de Argand) e um sis-
tema de referéncia ortogonal. Os dois eixos correspondem, respectivamente,
ao eixo real e ao eixo imagindrio. Cada nimero é entdo um ponto neste
plano onde a parte real corresponde a uma coordenada do eixo real e a par-
te imagindria a uma coordenada do eixo imagindrio. Esta interpretacao nos
permite definir a forma polar de um nimero complexo z, quando z # 0.

Fazendo
z=rcosf y=rsend,

onde r =22 +y? e -1 < 0 = arg z = arctg’ < m, entao
z=r(cost + isenf) ou z=re’
A forma polar facilita a multiplicagao e a divisao de niumeros complexos:

Multiplicagiio : 72y = r1efirgeif2 = pipyei®1102)

P ify  i(0)—
Divisao : & = e — 116i(61-02)
22 T2€'72 r2

Exercicio 2.16 Repetir a multiplica¢do e a divisio dos mimeros complezos
dados no Ezercicio 2.15 usando suas formas polares e compare os resultados.

Representando cada ponto [z y)! num plano como um niimero complexo
a —b

(z+1iy), podemos entéio descrever transformacoes lineares do tipo b a

sobre [z y]' como o produto de dois nimeros complexos

(a+1b)(z + iy) = (az — by) + i(bz + ay).
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Exercicio 2.17 E possivel escrever em forma de nimeros complezos o se-
quinte sistema de equagdes lineares?

Tyc0s8 — y,senf

In
Yo = zysend + yycosd

Esboce a posicio relativa entre os dois pontos Py = [z, ys] € Py = [Tn ya]'
num plano. Verifique que foi aplicada wma rotacao de 0-graus em torno da
origem sobre P,.

2.6 Meétodos Numéricos

Para manipular imagens digitais trabalhamos com um grande volume de va-
lores processdveis por métodos aproximados. E comum a 4rea de Métodos
Numéricos ou Computacio Cientifica prover mais de uma técnica para so-
lucionar um problema especifico. A escolha por uma mais apropriada, de
menor complexidade temporal e com menores erros de propagacio oriundos
de arredondamento ou de instabilidade ¢ de fundamental importancia para
o desempenho de um algorimo de informagoes graficas.

Nesta secio revisamos alguns métodos numéricos que podem ser titeis na
implementacao dos algoritmos a serem apresentados nesta disciplina. Vale
ressaltar aqui que os métodos dados nio sdo sempre os mais apropriados
para solucao dos problemas que aprensentaremos. A discussido detalhada
foge do escopo desta disciplina.

2.6.1 Meétodo de Eliminagao de Gauss

E um método “exato”, no sentido de que o método conduz a uma solugao
exata, apds um nimero finito de passos, a menos dos erros computacionais
inerentes & natureza de representagao adotada pelos computadores digitais.

O método permite solucionar problemas redutiveis em formas matrici-
ais. Ele consiste essencialmente em converter uma matriz (bem condicio-
nada) dada em matriz identidade, executando uma sequéncia de operagoes
elementares (multiplicagio e soma) sobre as linhas da matriz. B utilizada
para inversdo das matrizes e na solugao de equagdes nao-homogéneas.

Observagao 2.4 Uma matriz bem condicionada ¢ uam matriz quadrada
cujas linhas ( e colunas) sao linearmente independentes.

No caso da inversao de matriz, a mesma sequéncia de operagoes elemen-
tares, que transforma a matriz A dada numa identidade, é aplicada sobre
uma matriz identidade para obter A~1.




TA725 — notas de anla — FEEC — 1° SEM/2004 (Ting) 26

Exercicio 2.18 Utilize o método de eliminagio de Gauss para determina a
matriz inversa de

Para solucio de um sistema de equacdes lineares o principio de compu-
tacdo é o mesmo, lembrando que

AX=B& X=A"'B.

Em outras palavras, o vetor-solucio X é o produto da inversa A~ da matriz
A pelo vetor-coluna B.

Exercicio 2.19 Aplique o método de eliminagdo para solucionar o sequinte
sistema de equagoes lineares

—t+3y-22z = 7
3r+3z = -3
+y+22 = -1

2.6.2 Método de Newton-Raphson

Em sistema de informagcdes gréficas é comum trabalhar com polindmios de
ordem muito elevada, cujas raizes ndo se consegue obter algebricamente.
Vérios métodos numéricos foram propostos para tal finalidade. Um método
comum é o método de Newton-Raphson, que se aplica as equacdes polino-
miais e transcendentais.

O método de Newton-Raphson inicia com uma raiz aproximada z; (o
chute inicial) da equacgio f(z) = 0 e faz uso da expansio em série de
Taylor para formular um algoritmo recursivo

fl@) » f(zi) + fi(@i)(z — =i) + Erro. (24)
Desprezando o termo Erro, estaremos considerando apenas os termos
que vao até a primeira derivada e a aproximagao corresponde a uma tangente
ao grafico da fungio f(z) no ponto z;.
(Ver Fig. A.7 do livro-texto de Foley.)
A férmula de recursao pode ser derivada a partir da Eq. 2.4 e do fato de
que f(z) =0:
flzs)

Tip1 =T —

fi(@:)
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e o critério de parada da recursio é quando a sequéncia de z; converge.
Na priética, o teste |zj+ — z;| < ¢ é feita em cada iteracéo.

Exercicio 2.20 Utilize o método de Newton-Raphson para melhorar o valor
z = 3,23240 como raiz da equagao

P+t T -2+ +1=0

2.6.3 Diferencgas Finitas

A derivada de uma funcio 4 corresponde, de fato, & declividade da tangente
que pode ser calculada com valores aproximados, usando-se a razao Wm ou
seja razao da variagao de f(z) em termos da variagao de z

a _Af

de = Az’
Chamamos a aproximagao Wm de diferengas finitas.

Hé uma notagdo padrio para os vérios tipos de diferengas. Os tipos de
diferengas e os simbolos correspondentes sao os seguintes

Tipo Definicao Simbolo
Diferenga ascendente Af = f(ziz1) — f(z;) A
Diferenca descendente Af = f(zi) - f(ziz1) \

Diferencga centrada | Af = wqgtv - f(zi-1)) J

2.6.4 Interpolacao

Manipulando com amostra, é muito comum em algoritmos de informacoes
gréficas fazer interpolacéio dos valores da amostra para obter um valor que
nio faz parte da amostra. As interpolacdes mais comuns sio, de fato, as
combinaces convexas entre os valores conhecidos, z, e z;:

T = WeLq + Wy, cOMw, + wp = lewg, wy > 0.

Exercicio 2.21 Dada a sequéncia de quatro pontos: [0.5 4.0], [2.5 0.5],
[4.0 4.5]" ¢ [2.0 6.0]". Determine a interpolagdo linear dos “quatro pontos”,
considerando que todos tenham o mesmo peso.

2.6.5 Técnica de Minimos Quadrados

O método dos minimos quadrados é usualmente utilizado para fazer estima-
tiva de um conjunto dos “coeficientes” de uma fungao polinomial

f(@) = ko +kiz + kpa® + -+ kjad +0 o+ kpa™
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que “melhor se ajusta” a um conjunto de pontos conhecidos y;, tendo como
critério de avaliacio a soma dos quadrados dos residuos (f(z;) —y;)?, isto ¢

m m .
H= MU:A&D\@LN = M:\QQ‘T\SE‘T\AMSWJ_[..+.~&.&w+...+w~= M;V\QLM.
i=0 =0

Para isolar os k; e reduzir a equagdo acima num sistema de equagdes

lineares, determina-se as m derivadas parciais w|m i=1,--+,m e iguala-as
N

a zero

oH & _

= N 2(ko + ki + kprf + -+ kjal 4 4 k) =y =0
0 =

0H ss ; ; ;

T Y 2wl (ko + kawi + kox? + -+ kjzl 4 4 k") — ] = 0.
) i=0

0H ss

= 322 (kg + kimi + koxl + o hjal + o+ k) — 5] =0
m

i=0
Com isso, pode-se utilizar a técnica de eliminagio para obter os valores

k; da fungio, se o sistema (matriz) estiver bem condicionado.

Exercicio 2.22 Utilize o método de minimos quadrados para obter uma
fungao cibica que aprozime os sequintes pontos:

4 0.2 0.6 1.0 1.4 1.8 2.2 2.6 3.0

1(0) | 0.1987 ) 0.5646 | 0.8415 | 0.9854 | 0.9738 | 0.8085 | 0.5154 | 0.1411

Uma outra alternativa seria estimar um “chute inicial” para os k; e me-
lhoré-los com o método de Newton-Raphson.




