
Cap��tulo 8

Amostragem

Hoje em dia, o problema b�asico em Computa�c~ao Gr�a�ca �e a s��ntese de
imagens discretas visualiz�aveis numa tela constitu��da por um arranjo bi-
dimensional de pontos endere�c�aveis denominados pixels (picture elements).
Portanto, uma imagem cont��nua f(u; v) deve ser discretizada em pontos

de amostra por um processo de amostragem. Estes pontos de amostra
s~ao usualmente ordenados num plano formando um reticulado (grid). Na
pr�atica, os reticulados mais conhecidos s~ao retangulares e hexagonais. Par-
ticularmente, os reticulados conectados-de-4 s~ao de especial interesse para
Computa�c~ao de Imagens por serem a estrutura da maioria dos dispositivos
raster . Na se�c~ao 8.1 s~ao introduzidos alguns conceitos relativo�as imagens
discretas.

Observa�c~ao 8.1 Rasters s~ao reticulados com uma rela�c~ao de adjacência
bem de�nida. A tela de um monitor �e um reticulado conectado-de-4.

H�a duas formas para abordar o problema de amostragem em sistemas
de informa�c~oes gr�a�cas. A primeira forma �e geom�etrica (se�c~ao 8.2). Ela
se ocupa com a convers~ao de pontos em coordenadas reais de �guras ge-
om�etricas 2D descritas analiticamente para pontos em coordenadas inteiras.
Esta forma �e muito utilizada nas fun�c~oes de sa��da das primitivas gr�a�cas
2D. A segunda forma �e anal��tica (se�c~ao 8.3). Ela trata a imagem como uma
integral de Fourier e usa todas as suas propriedades para ententer e proces-
sar os efeitos visuais. Esta segunda forma nos permite corrigir ou melhorar
a qualidade da imagem lan�cando m~ao em artif��cios fundamentados em Te-
oria de Sinais, como ilustra os diferentes procedimentos de antialiasing na
se�c~ao 8.4.
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8.1 Imagens Discretas

Uma imagem discreta pode ser considerada um reticulado de pixels, a cada
qual �e associada uma luminância/brilhância. O pixel �e a menor unidade
endere�c�avel por um par de coordenadas inteiras [ij]t.

Entre as medidas de distância entre dois pixels (i; j) e (l;m), as mais
conhecidas s~ao

distância Euclideana : DE((i; j); (l;m)) =
p
(i� l)2 + (j �m)2.

distância de quarteir~ao (city-block distance): D4((i; j); (l;m)) = ji� lj+
jj �mj.

distância de xadrez (chessboard distance): D8((i; j); (l;m)) = maxfji �
lj; jj �mjg

(Ver p�agina 32 do livro-texto de Gonzalez.)
A conectividade entre os pixels pode ser caracterizada com as distâncias

de quarteir~ao e de xadrez. Dois pixels p e q s~ao ditos vizinhos-de-4 se sa-
tisfazem D4(p; q) = 1. Eles s~ao chamados vizinhos-de-8 se satisfazem
D8(p; q) = 1.

(Ver Fig. 2.13 do livro-texto de Gonzalez.)
Dois pixels| s~ao adjacentes se eles forem conectados. Podemos de�-

nir adjacência-de-4 e adjacência-de-8 dependendo do tipo de conectividade
especi�cado.

Exerc��cio 8.1 Dada uma imagem quatern�aria
21 13

2 0

1 1

0 1

2 1

2 1

1 2

(q)

(p)

Determine as distâncias D4 e D8 entre os pixels p e q, considerando

1. conectividade de pixels com valores 0 e 1.

2. conectividade de pixels com valores 1 e 2.

Exerc��cio 8.2 Dada uma imagem bin�aria

00 0 0 0 0 0

0 0

0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1

S1 S2
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Considere a conectividade de pixels com valor 1, as duas regi~oes S1 e S2
s~ao conectadas-de-4? S~ao conectadas-de-8? E em rela�c~ao �a conectividade
de pixels com valor 0?

Um caminho entre dois pixels p e q �e uma sequência de pixels distintos
A0, A1, A2, � � � , An�1, An, onde A0 = p, An = q e Ai �e adjacente a Ai+1.
Dizemos ainda que p e q s~ao cont��guos. Um caminho fechado �e um
caminho onde o primeiro pixel �e igual ao �ultimo pixel .

Uma regi~ao �e um conjunto de pixels no qual para qualquer par de pixels
da regi~ao existe um caminho.

A borda interna de uma regi~ao �e um conjunto de pixels dentro da
regi~ao que tem um ou mais vizinhos fora da regi~ao e a borda externa �e um
conjunto de pixels dentro do complemento da regi~ao que tem um ou mais
vizinhos dentro da regi~ao.

A aresta associada a um pixel e a sua vizinha�ca �e um vetor cuja dire�c~ao
�e perpendicular �a dire�c~ao de maior varia�c~ao na luminância/brilhância e cuja
magnitude �e a diferen�ca entre as luminâncias/brilhâncias dos dois pixels.

Exerc��cio 8.3 Dada uma imagem bin�aria
00 0 0 0 0 0

0 0

0

0 0 1 0

0 1 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0

1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1

Determine as regi~oes e suas bordas internas e externas considerando

1. conectividade-de-4 de pixels com valor 1 e

2. conectividade-de-8 de pixels com valor 1.

Observa�c~ao 8.2 As de�ni�c~oes de vizinhan�ca e contiguidade para reticula-
dos conectados-de-4 podem levar a certos paradoxos como ilustra a seguinte
discretiza�c~ao de uma circunferência. O resultado �e uma curva conectada-
de-8 e n~ao conectada-de-4!

8.2 Algoritmos de Convers~ao

Os primeiros algoritmos de convers~ao de coordenadas reais para inteiras, co-
nhecidos tamb�em como algoritmos de rasteriza�c~ao ou scan-conversion,
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foram desenvolvidos para visualizar as primitivas geom�etricas anal��ticas, co-
mo pontos, linhas e pol��gonos, nas telas raster dos dispositivos de exibi�c~ao.
O dispositivo mais difundido �e o monitor de v��deo CRT (cathodic ray tube).

O monitor CRT consiste de um tubo de raios cat�odicos com uma te-
la e um canh~ao que produz um ou mais feixes de el�etrons controlado por
um sistema de focaliza�c~ao. Em cada ponto da tela, tamb�em conhecido co-
mo pixel , h�a um ou mais tipos de f�osforos, que ao serem excitados emitem
radia�c~oes de ondas espectrais de comprimentos distintos. Para facilitar o
endere�camento dos pontos discretos da tela, �e de�nido um sistema de re-
ferência de coordenadas inteiras denominado sistema de coordenadas de

dispositivo f��sico ou sistema de coordenadas raster. Usualmente, a
origem deste sistema corresponde ao canto esquerdo superior da tela e cada
par de coordenadas endere�ca um n�o do reticulado que tangencia os pixels.

Observa�c~ao 8.3 A rela�c~ao entre a luminância desejada L num pixel de
uma tela CRT e a tens~ao V a ser aplicada no feixe de el�etrons para excitar
os f�osforos correspondentes n~ao �e linear. Ela depende de um fator  e de
uma constante K para fazer uma corre�c~ao 

L = KV 

Considerando que o valor da luminância seja normalizado. O menor
valor de luminância L0 que se consegue obter num monitor m�edio �ca entre
0.005 e 0.025.

Nesta se�c~ao ser~ao apresentados alguns procedimentos de convers~ao mais
conhecidos.

8.2.1 Rasteriza�c~ao de Pontos

A convers~ao se reduz em um problema de arredondamento de valores reais
para inteiros, quando as coordenadas do ponto tiverem a parte fracion�aria
diferente de zero. O algoritmo de arredondamento depende da conven�c~ao
utilizada para o endere�camento dos pixels.
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Se for no primeiro caso, basta arredondar para o maior inteiro que seja
menor ou igual ao n�umero em considera�c~ao. E se for no segundo caso,
adiciona-se �as coordenadas do ponto [0:5 0:5]t antes do arredondamento.

Exerc��cio 8.4 Quais s~ao as coordenadas dos três pontos em termos de pi-
xels para as duas conven�c~oes de endere�camento? Esboce o reticulado.

(1.5,1.5)

(4.25,3.75)

(5.0,1.5)

8.2.2 Rasteriza�c~ao de Curvas

Para aumentar a e�ciência, os algoritmos mais conhecidos s~ao recorrentes:
dado o primeiro ponto, os outros pontos subsequentes s~ao obtidos sempre
em fun�c~ao do ponto anterior.

Para digitalizar uma reta dada pela express~ao

y =
�y

�x
x+ b

dois algoritmos mais conhecidos s~ao:

� algoritmo de analisador do diferencial digital (DDA) e

� algoritmo de Bresenham's.

No DDA, como o nome j�a disse, o incremento das coordenadas do ponto
anterior [xk yk]

t para obter o ponto subsequente [xk+1 yk+1]
t �e dado em

fun�c~ao do diferencial

m =
�y

�x
=

yk+1 � yk

xk+1 � xk
:

Param � 1, as coordenadas x crescem mais rapidamente que as coordenadas
y. Portanto, a amostragem �e feita incrementando unitariamente na dire�c~ao
x. Com isso,

yk+1 = yk +m:

Se m > 1 faz-se incremento unit�ario na dire�c~ao y. Neste caso temos

xk+1 = xk +
1

m
:
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(Ver Fig. 3.5 do livro-texto de Foley.)
O algoritmo de Breseham consegue converter uma linha somente com

computa�c~oes inteiras incrementais. O incremento �e condicionado �a compa-
ra�c~ao das \distâncias" entre os pixels vizinhos e a linha (o sinal do \erro"
pk).

Considere m � 1. Para cada valor y correspondente a xk+1, temos
d1 = jy � ykj e d2 = jyk+1 � yj e

d1 � d2 = 2
�y

�x
(xk + 1)� 2yk + 2b� 1

De�nindo como diferen�ca dos erros

pk = �x(d1 � d2);

pode-se derivar a seguinte express~ao recorrente para pk+1

pk+1 = pk + 2�y � 2�x(yk+1 � yk):

Em especial,
p0 = 2�y ��x:

Assim,

pk � 0 ! yk+1 = yk + 1

pk < 0 ! yk+1 = yk

y

d1

d2

xk xk+1

yk

yk+1

(Ver Figs. 3.7{3.11 do livro-texto de Foley.)

Exerc��cio 8.5 No algoritmo de Bresenham d1 e d2 n~ao s~ao exatamente as
distâncias dos dois pixels adjacentes em rela�c~ao �a reta. Entretanto, podemos
avaliar comparativamente as distâncias por estes dois valores. Por que?

Exerc��cio 8.6 Derive a express~ao de pk para os segmentos de inclina�c~ao
entre 450 e 900.

Exerc��cio 8.7 Plote os pontos de um segmento de�nido por P1 = [1 1]t e
P2 = [9 6]t sobre um reticulado retangular com uso do
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1. algoritmo DDA.

2. algoritmo de Bresenham.

Observa�c~ao 8.4 O algoritmo de Bresenham �e adaptado para converter ou-
tros tipos de curvas, como c��rculos e elipses.

8.2.3 Rasteriza�c~ao de �Areas Preenchidas

Preenchimento de uma regi~ao �e atribuir uma mesma luminância/brilhância
ao conjunto de pixels pertencentes �a regi~ao. Uma regi~ao pode ser de�nida
analiticamente ou em termos de pixels.

Quando uma regi~ao �e de�nida em termos de pixels, algoritmos recursivos
com base em preenchimento a partir de uma semente s~ao os mais
utilizados, como boundary-�ll e ood-�ll . No primeiro o algoritmo percorre
recursivamente a partir da semente os pixels vizinhos at�e um dos pixels da
borda ser alcan�cado.

E no segundo, o algoritmo percorre recursivamente a partir da semente
todos os pixels que tiverem a mesma luminância/brilhância da regi~ao original
e troc�a-la pela nova.

Ambos os algoritmos podem gerar resultados diferentes para os dois tipos
de conectividade.

Exerc��cio 8.8 Escreva um algoritmo recursivo para o procedimento ood-
�ll considerando conectividade de 4.

Exerc��cio 8.9 Escreva um algoritmo recursivo para o procedimento boundary-
�ll considerando conectividade de 8.

O algoritmo mais conhecido para uma regi~ao de�nida analiticamente, ou
seja, de�nida por seus v�ertices, �e o algoritmo de varredura por linha
(scan line). Este algoritmo explora a coerência espacial e consegue deter-
minar incrementalmente, linha por linha, os pixels dentro de uma regi~ao. O
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algoritmo inicia de�nindo os y-buckets para cada linha de varredura. Um
y-bucket associado a uma linha cont�em informa�c~oes de uma aresta da borda
que a intersecta. S~ao armazenados no y-bucket a coordenada y do ponto
extremo que tem maior valor de y (ymax), a coordenada x do outro pon-
to extremo (xmin) e a inclina�c~ao da reta ( 1

m
). O conjunto de y-buckets �e

denominado edge table.
(Ver Fig. 3.27 do livro-texto de Foley.)

Com uso das informa�c~oes contidas nos y-buckets, �e poss��vel preencher
a regi~ao �a medida que se processa sequencialmente as linhas de varredura
come�cando com a linha 0. Para cada linha, todas as arestas do y-bucket
correspondente s~ao inclu��das numa lista conhecida como lista ativa (active
edge table). Os y-buckets s~ao ordenados de acordo com as coordenadas x
dos pontos de interse�c~ao das arestas que intersectam a linha de varredura
corrente. Faz-se, ent~ao, o preenchimento da linha de forma alternada em
rela�c~ao �a sequência das coordenadas x da lista ativa. Finalmente, antes de
passar para a pr�oxima linha, remover os y-buckets que tiverem y+1 > ymax

da lista ativa.
(Ver Fig. 3.28 do livro-texto de Foley.)

Exerc��cio 8.10 Construa a tabela de arestas para o seguinte pol��gono

(1.5,1.5)

(4.25,3.75)

(5.0,1.5)

(2.5,4.5) (5.5,4.25)

e mostre, passo a passo, o preenchimento dos pixels com uso das listas
ativas. (Dica: A tabela de arestas deve conter 8 entradas, j�a que 8 linhas
devem ser \varridas" para preencher o pol��gono.)

Observa�c~ao 8.5 O resultado de uma rasteriza�c~ao de pol��gono n~ao �e igual
ao resultado de rasteriza�c~oes das arestas de borda seguidas de preenchimento
por boundary-�ll , porque na discretiza�c~ao de pol��gonos leva-se em conside-
ra�c~ao a �area do pol��gono.

(Ver Fig. 3.23 do livro-texto de Foley.)

8.2.4 Convers~ao de Modelos 3D

Em Computaao Gr�a�ca, nos casos em que as imagens s~ao obtidas sintetica-
mente a partir dos modelos 3D projetados, dois paradigmas s~ao utilizados:
projetivo e anti-projetivo.
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O paradigma projetivo �e geom�etrico, no qual os modelos 3D em um
espa�co cont��nuo s~ao reduzidos em primitivas gr�a�cas 2D (atrav�es de trans-
forma�c~oes projetivas). Com isso, o problema passa a ser um problema de
rasteriza�c~ao de primitivas gr�a�cas.

(Ver Fig. 6.1 do livro-texto de Foley.)
O segundo paradigma �e denominado anti-projetivo, porque o processo

de amostragem �e centrado nos pixels da imagem. Neste caso, procura-se
os pontos vis��veis nos modelos 3D a partir dos pixels na dire�c~ao de vis~ao
do observador. O procedimento �e chamado em algumas referências por ray-
casting .

(Ver Fig. 15.55 do livro-texto de Foley.)

8.3 Amostragem por Convolu�c~ao

Uma outra forma de discretizar uma imagem cont��nua seria considerar que
a imagem f(x; y) seja de banda limitada, ou seja, a sua transformada de
Fourier F (u; v) tenham valores muito pequenos para u fora do intervalo
[�U;U ] e v fora do intervalo [�V; V ].

(Ver Figs. 3.2, 3.3, 3.6 e 3.9 do livro-texto de Gonzalez.)
Para obter as amostras uniformes separadas de (�x;�y), basta multipli-

car a fun�c~ao f(x; y) por uma fun�c~ao de amostragem bidimensional Æ(x; y).
(Ver Fig. 3.20 do livro-texto de Gonzalez.)

Pelo teorema da convolu�c~ao, esta multiplica�c~ao equivale �a convolu�c~ao de
FfÆ(x; y)g e F (u; v). Como f(u; v) �e de banda limitada, o resultado da con-
volu�c~ao seria um \trem bidimensional" de r�eplicas de Fff(x; y)g centradas
nas frequências (n�u; n�v).

(Ver Fig. 3.21 do livro-texto de Gonzalez.)
A complexidade envolvida nesta forma de amostragem torna-a impra-

tic�avel na convers~ao de imagens cont��nuas em imagens discretas. No en-
tanto, ela nos permite analisar a adequabilidade das taxas de amostragem
numa rasteriza�c~ao.

O inverso do espa�camento entre as duas r�eplicas no dom��nio de frequência
correponde ao espa�camento de amostragem entre dois valores de luminância
adjacentes na imagem. Esta rela�c~ao nos permite responder uma das per-
guntas mais frequentes no processo de convers~ao de primitivas gr�a�cas 2D:
quando uma imagem cont��nua �e discretizada numa amostra de m�n valores
(uma imagem digital correspondente a uma matriz de m� n), onde m e n
s~ao potências inteiras de dois, qu~ao pr�oxima a imagem discreta �e da imagem
original?
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O teorema de amostragem nos diz que se

1

�x
� 2U

1

�y
� 2V

ent~ao f(x; y) pode ser completamente recuperada. Em outras palavras, a
imagem discretizada �e \�el" �a imagem original.

(Ver Fig. 14.9 do livro-texto de Foley.)
2U e 2V s~ao chamados limite (de frequência) de Nyquist nas di-

re�c~oes u e v, respectivamente. �x e �y s~ao, por sua vez, conhecidos como
intervalos de Nyquist. Podemos sempre recuperar o sinal f(x; y) inte-
gralmente ao multiplicarmos F (u; v) por uma fun�c~ao de pulso de �area igual
a 2U � 2V centrada na origem do dom��nio de frequência.

(Ver Figs. 14.16 e 14.17 do livro-texto de Foley.)
Quando a taxa de amostragem for menor que a frequência de Nyquist,

as altas frequências do sinal podem sobrepor com as baixas frequências. Ao
tentarmos recuperar o sinal, as componentes de altas frequências aparecem
como se elas fossem (ali�as das) compoenentes de baixas frequências. Este
fenômeno �e conhecido como aliasing.

(Ver Fig. 14.28 do livro-texto de Foley.)

Exerc��cio 8.11 Uma imagem com dois n��veis de cinza (preto e branco)
pode ter componentes de altas frequências? Uma imagem colorida, contendo
v�arios detalhes, pode ter uma banda limitada?

As ferramentas da Teoria de Sinais tornou poss��vel aprimorar o processo
de amostragem utilizado em Computa�c~ao Gr�a�ca para obter imagens de
qualidade melhor.

8.4 Antialiasing

Os algoritmos de convers~ao apresentados na se�c~ao 8.2 s~ao, de fato, amos-
tragem pontual, ou seja, a luminância/brilhância de um pixel corresponde
�a luminância/brilhância de um ponto da imagem cont��nua. Dependendo da
frequência de amostragem, pode ocorrer o fenômeno de aliasing ou perda
de informa�c~ao.

(Ver Fig. 14.10 do livro-texto de Foley.)
Uma solu�c~ao seria aumentar a resolu�c~ao da tela (aumentar o n�umero

de pixels), e portanto, na taxa de amostragem. Existem, entretanto, v�arias
alternativas para melhorar a aparência das imagens sem alterar o n�umero
de pixels.
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Um procedimento muito popular em Comput�c~ao Gr�a�ca �e amostrar mais
de um ponto para cada pixel e combinar as luminâncias/brilhâncias destas
amostras para obter a luminância/brilhância �nal do pixel . Este procedi-
mento �e conhecido como superamostragem. Ele reconstr�oi o sinal amos-
trado com uma taxa de frequência maior e reamostra o sinal reconstru��do.

(Ver Fig. 14.32 do livro-texto de Foley.)
Algumas implementa�c~oes deste procedimento:

Amostragem de �Area : consiste em tomar para valor da luminância/brilhância
do pixel P a raz~ao da luminância/brilhância total da imagem f(x; y)
dentro do pixel e a �area A do pixel

R
P f(x; y)dxdy

A
:

Esta luminância/brilhância \suavizada" �e ent~ao atribu��da para o pixel .
Observe as diferen�cas na rasteriza�c~ao da borda de um pol��gono sem
(�gura esquerda) e com (�gura direita) uso da t�ecnica de amostragem
de �area. A suaviza�c~ao consegue atenuar o padr~ao serrilhado (jagged
ou stair step pattern).

Exerc��cio 8.12 Seja um segmento da borda de um pol��gono. A reta
de suporte do segmento �e dada por y = mx + b. H�a três poss��veis
con�gura�c~oes de sobreposi�c~ao do pol��gono com os pixels

yi
yi+1

Derive a express~ao de percentagem de ocupa�c~ao do pol��gono em cada
pixel em termos da inclina�c~ao m e das coordenadas yi e yi+1.

Como a suaviza�c~ao reduz altas frequências na varia�c~ao da luminância/brilhância
dos pixels, a largura da faixa ocupada pelo espectro da imagem dimi-
nui. Isso diminui a probabilidade de sobreposi�c~ao do sinais amostra-
dos.

(Ver Figs. 3.56 e 14.11 do livro-texto de Foley.)
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Superamostragem : ao inv�es de uma amostra, um conjunto de amostras
p1, p2, � � �, pn s~ao tomadas para cada pixel (usualmente, uma potência
de 2) e a luminância/brilhância m�edia destas amostras �e calculada.
Podemos considerar esta amostragem uma forma discreta da amostra-
gem de �area, tendo um custo computacional menor.

Exerc��cio 8.13 Obter uma imagem cujos pixels tem valores iguais �a
m�edia dos valores de grupos de 9 pixels (32) da seguinte imagem:

04 0 4 4 0 0

4 0

0

3 4 4 4

0 0 4 0 4 0

0 0 0 0 0

2 2 1

0 4

4 0 4 3

4 0 0

1 0 0 0 1

1 1 2 2 2 2 2

4

Dica: Utilize uma matriz 1

9

2
64

1 1 1
1 1 1
1 1 1

3
75 e ignore as linhas e colunas

da borda.

Superamostragem ponderada : semelhante �a superamostragem incluin-
do apenas pesos a cada amostra de acordo com a sua posi�c~ao relativa
ao centro do pixel . O resultado, al�em de ser uma imagem suavizada
(com largura de faixa menor), pode ser distinto para mesmos detalhes
diferentemente posicionados dentro de um pixel .

(Ver Figs. 3.57, 3.58, 14.12 e 14.13 do livro-texto de Foley.)

Exerc��cio 8.14 Qual �e o resultado da aplica�c~ao da matriz 1

10

2
64

1 1 1
1 2 1
1 1 1

3
75

na imagem do Exerc��cio 8.13? Compare-a com o resultado anterior.

Observa�c~ao 8.6 Em Computa�c~ao Gr�a�ca �e mais f�acil aplicar superamos-
tragem quando se utiliza o paradigma anti-projetivo para obter a luminância/brilhância
em cada pixel de uma imagem.


