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3.2.1 Curvas e Superficies de Bézier

Geometricamente, os pontos sobre as curvas de Bézier de grau n P(t),t €
[0,1] sao obtidos através da combinacdo convexa de um conjunto fixo de
pontos { Py, P1,-- -, P,} chamados pontos de controle com uso de fungoes
de Bernstein

P(t) =3 Bui(t)P;
1=0

E comum denominar a sequéncia dos pontos de controle de poligono de
controle.
(Ver Fig. 11.19 do livro-texto de Foley.)

Exercicio 3.8 Por que dizemos que a curva de Bézier é uma combinac¢ao
conveza dos seus pontos de controle?

Exemplo 3.5 Uma definicdgo paramétrica de pardbolas é
z(t) = (L= y(t)=1

que pode ser expressa na base de Bernstein como combinacdo convexa dos

1 0 0
T
P(t)z[x(t) ] =[é]BQ,o(t)+

Entre as propriedades das curvas de Bézier temos:

! ] Baalt)

8 ] Ba(t) +

e interpolacao dos pontos extermos

e 0s vetores tangentes dos pontos extremos tem a mesma direcdo dos
segmentos do poligono de controle.

e estd sempre localizado no fecho convexo do poligono de controle.

e ¢ invariante (em relacdo ao poligono de controle) sob transformagoes
lineares.

e ¢ invariante (em relacido ao poligono de controle) sob deslocamentos.

Exercicio 3.9 Dados quatro pontos de controle [1.0 1.0, [2.0 3.0]¢, [4.0 3.0]*
e [3.0 1.0]" de uma curva de Bézier. Determina P(0), P(0.15), P(0.35),
P(0.5), P(0.65), P(0.85) ¢ P(1.0).



EA978 — notas de aula — FEEC — 1° SEM /2003 (Ting) 34

Por processo generativo (deslocando uma curva de Bézier ao longo da
outra) podemos ainda obter superficies de Bézier P(u,v) com uso de fungoes
de Bernstein através da combinacdo convexa entre os pontos resultantes da
combinacao convexa dos pontos de controle

O reticulado de pontos de controle Pj; definem a malha de controle da
superficie.

(Ver Figs. 11.39 e 11.42 do livro-texto de Foley.)

Exercicio 3.10 Dados os 16 pontos de controle de uma superficie de Bézier

(—15,0,15) (—15,5,5) (—15,5,—5) (—15,0,—15)
(=5,5,15)  (=5,5,5) (=5,5,—5) (=5,5,—15)
(5,5,15)  (5,5,5)  (5,5,=5) (5,5, —15)

(15,0,15)  (15,5,5)  (15,5,—5) (15,0, —15)

Determine os pontos P(0,0), P(0.25,0.25), P(0.5,0.25), P(0.75,0.75), P(1.0,1.0).

Observagao 3.2 Para visualizar curvas (superficies), € comum subdividi-
las em n segmentos (nm facetas) pequenos. Sendo em representagdo pa-
ramétrica, uma forma seria fizar as variacoes dos parametros em intervalos
constantes, Au (Au e Av), e calcular os pontos P(iAu) (P(iAu, jAv)) com
i€{0,1,---,n} (i€{0,1,---.,n} eje{0,1,---,m}).
(Ver Figs. 11.35 e 11.44 do livro-texto de Foley.)

Hd, porém, técnicas computacionalmente muito mais eficientes como
algoritmo de DeCasteljau para subdivisdo, que ndo discutiremos nesta
disciplina.
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3.2.2 Curvas e Superficies de B-Splines

As curvas de Bézier sao definidas sobre um intervalo de suporte, usualmente
[0,1]. As curvas de B-splines de grau n podem, por sua vez, descrever uma
sequéncia de curvas de Bézier de grau n conectadas suavemente entre si
(continuidade C™~!). Como os intervalos de defini¢io das curvas de Bézier
que compoem a curva B-spline podem ser varidveis, é possivel obter curvas
que visualmente apresentam uma complexidade maior.
(Ver Fig. 11.22 do livro-texto de Foley.)

Analiticamente, é possivel representar uma curva de B-spline de ordem
k (grau (k — 1)) definida sobre o intevalo [t1,t,1,+1) com 0s nés ¢ < to <
-+ < tpyk+1 cOMo uma combinacao convexa de n + 1 pontos de controle P;
utilizando fungoes Nj i (t) de suporte limitado

n+1
P(t) = PNi(t).
i=1

Observagao 3.3 O vetor [ty ta t3 -+ tyyk+1] € conhecido como vetor de
nos.

A funcao N; (), também conhecida como fungdo de base, pode ser
definida recursivamente a partir de

Nia(t) =

)

1 set; <t <t
0 caso contrario.

(t =) N;p—1(2) n (tivk — t)Nz'+1,k71(t).

Nii(t) =
b tivk—1—t Livk — tit1

E adotada ainda a convencao g = 0. Observe que N; ;(t) depende da ordem
k, do intervalo de nés sobre o qual ela é definida e do espacamento entre os
nos.

(Ver Fig. 11.26 do livro-texto de Foley.)

Exemplo 3.6 Dado o vetor de nds 4 = [0 1 2 3 4 5 6] sobre o eizo
de parametro u. Determine as fungoes de base Nisz(u), Nog(u), Nzz(u) e
N43(’LL).

Sabemos que N;1(u) = 0 nos intervalos que nao sejam contemplados na
sequinte definicao:
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Nii(u) = 1,t€]0,1)
Noi(u) = 1,te]l,2)
N3i(u) = 1,t€]2,3)
Nyi(u) = 1,t€[3,4)
Nsi(u) = 1,t€[4,5)
Nei(u) = 1,t€[5,6)

Ainda pela defini¢do, temos

(t —ti)Nij(u) L G2 = t)Nij1,1(u)
tit1 — 1 tito — tit1

Ni72 (’LL) =

Substituindo corretamente os valores de Nj1(u) para cada intervalo, obtemos

Mo = ) _ (el
R f
e e B
I R
oty = L= fNale) (10Nl [0 e

Ainda pela defini¢do, temos

(t — ti)Nia(u) N (tivz —t)Nip1,2(u)
tiva — t; tivs — tit1 '

Ni73 (’LL) =

Substituindo corretamente os valores de N; o(u) para cada intervalo, obtemos

L, t€0,1)
Nig(u) = ¢ 504 B=0=D -y e[y 9
BB te[2,3)
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(=D tel,2)
Nog(u) = { (DB-0 L (002 4y 3
\ (44)2(44), Le[3,4)
(2 te[2,3)
Nag(u) = U200 GO0 e (3 4)
\ (54)2(54)’ Le[4,5)
g te[3,4)
Nysz(u) = { (t73)2(57t) + (6%)2('574), t€4,5)
| 6D t € [5,6)

Observe que o nimero de intervalos de suporte de uma fungdo Nj(t) €
igual a k e o grau da funcgao € igual o (k — 1).

Exercicio 3.11 Mostre que as funcoes Ny 4(t), Noa(t), Nz a(t) e Nya(t)
definidas sobre o vetor de nds [0 000 1 1 1 1] sdo equivalentes das funcgoes
Bs0(),B3,1(t), Bsa(t) e B3 al(t).

Observagao 3.4 Hd mais opgoes para manipular as curvas B-splines que
as curvas de Bézier. Nas curvas de Bézier, as formas geométricas podem
ser alteradas pelos pontos de controle e pelo grau da curva. Nas curvas
B-splines, além destes dois conjuntos de wvaridveis, as formas podem ser
afetadas através do espagcamento dos intervalos entre t; e t;11. Quando os
espacamentos forem iguais, dizemos que sdo curvas B-splines uniformes;
caso contrdrio, curvas B-splines nao-uniformes.

(Ver Fig. 11.27 do livro-texto de Foley.)

Uma, curva B-spline C de ordem k é equivalente a uma sequéncia de
curvas de Bézier de grau (k — 1), pois foi demonstrado que a partir do
poligono de controle de C pode-se obter os poligonos de controle das curvas
de Bézier por subdivisoes sucessivas, como ilustra a seguinte figura de uma
curva B-spline de ordem 4 (cibica) constituida por 3 curvas de Bézier ctlibica
suavemente conectadas. Os pontos extremos de cada poligono de controle
(marcas em preto, branco e vermelho) foram obtidos com uso do esquema
de DeBoor que nao detalharemos no escopo desta disciplina.
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Intervalos de suporte

; R
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
!

PN
_ }{ R

Exercicio 3.12 Dados quatro pontos de controle [1 1]%, [2 3], [4 3]' e [3 1]
e o vetor de nds [0 0 1 3 5 5]. Determine P(1.5), P(2.5) e P(4.5).

Exemplo 3.7 Neste exemplo ilustramos como se obtém os poligonos de con-
trole de curvas de Bézier, de grau 1 a 4, a partir de um mesmo poligono de

controle e um vetor de ?p’s uniforme.
Py 4

P P
, 5 P 5

P7 P 7
P, Py P, Py
P, 5 P 5
]w B/Q@
P P

De forma analoga as superficies de Bézier, as superficies B-splines podem
ser obtidas de forma generativa através do deslocamento das curvas de B-
splines no espaco, por uma malha de pontos de controle P;;:

m+1 n+1

P(u,v) = > (3 PijNjg, (1)) Nig, (v)-
i=1 j=1
Observagao 3.5 O algoritmo de Boor ¢ um algoritmo similar ao al-

goritmo de DeCasteljou para computar os pontos das curvas e superficies
B-splines usando somente combinacoes lineares sucessivas.



