Capitulo 3

Modelagem Geométrica

Modelos geométricos sao pecas fundamentais em sintese e andlise de ima-
gens. Em termos de algoritmos de sintese (ou determinacio sintética da
luminancia/brilhancia), duas informacgoes geométricas sdo essenciais: po-
sigao de cada ponto (também conhecido com vértice) e o vetor normal de
superficie associado a cada posicdo. Um dos focos de pesquisa na drea de
Modelagem Geométrica é prover mecanismos mais simples para descrever de
forma intuitiva estas informacoes. Quando se trata de andlise de imagens,
os modelos geométricos podem ser utilizados como a ponte entre imagens e
os algoritmso que determinam grandezas geométricas, como area e volume,
dos objetos capturados nas imagens.

3.1 Vértices e Vetores Normais

Uma forma mais simples, porém trabalhosa, para descrever a geometria de
uma superficie é aproxima-la por poliedros de faces poligonais orientiveis.
As aproximaces mais utilizadas sdo as quadrilaterias e triangulares, ten-
do estas ultimas a vantagem de possuirem a propriedade de planaridade.
Esta descricao pode ser trivialmente implementada com uso de duas listas:
uma lista de vértices e a outra de faces. Na lista de vértices cada entrada
contém as coordenadas de um vértice e na lista de faces as referéncias a
estas entradas.
(Ver Fig. 11.3 do livro-texto de Foley.)

Exercicio 3.1 Descreva um paralelepipedo “orientdvel”, isto é de faces ori-

entdveis, com uso de 8 vértices: [0 0 1]%, [3 0 1]%, [3 2 1]%, [0 2 1]%, [0 0 0],
[300], [320] e[020].
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A orientabilidade das faces permite determinar o vetor normal 7 de cada
face por meio dos seus trés vértices v, U5 e v3 tomados sequencialmente num
sentido de orientacao fixo

7T = V103 X U303.
Se o poliedro for uma aproximacao de uma superficie suave, é comum
determinar o vetor normal no vértice P como a média dos vetores normais
de todas as faces adjacentes a P.

Exercicio 3.2 Aproxime uma esfera de raio unitdrio por um icosaedro. De-
termine os vértices do icosaedro e os vetores normais em

1. 20 faces triangulares.

2. 10 vértices.

A codificacao da superficie aproximada por duas listas nio explicita a re-
lagao das arestas, o que dificulta a visualizagao destes elementos geométricos.
Se quisermos visualizd-las, teremos que “desenhé-las” duas vezes, percorren-
do todas as faces. Estruturas de dados mais complexas, com base em grafos,
foram propostas para representar explicitamente as relagoes de adjacéncia
como vértice-aresta, aresta—aresta, vértice—face e aresta—face.

(Ver Fig. 11.4 do livro-texto de Foley.)

A estrutura pioneira é a estrutura denominada winged-edge data structu-
re com a qual foi introduzida o modelo de representacao por bordo (boundary
representation) ou simplesmente Brep.

Exercicio 3.3 Represente o paralelepipedo do Ezercicio 3.1 e a esfera do
Ezxercicio 5.2 usando o modelo Brep.

3.2 Representacoes Analiticas de Curvas e Superficies

As representacoes analiticas, além de prover uma descricdo mais precisa e

compacta, nos permitem obter facilmente os pontos intermedidrios entre os

vértices. Isso facilita a manipulagao dos objetos geométricos.
Distinguem-se trés formas para representar um objeto geométrico:

paramétricas : as coordenadas dos pontos sao funcoes de parametros.

impicitas : a relacdo entre as n coordenadas dos pontos do objeto é ex-
pressa por uma funcdo de n varidveis. Tal funcdo estabelece, de fato,
o lugar geométrico dos pontos do objeto.
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explicitas : uma coordenada é dada explicitamente em funcdo de todas as
outras.

Exemplo 3.1 A representacdo do lugar geométrico dos pontos de uma es-
fera de raio v na forma

e paramétrica: T = rcosfsend, y = rsenflsend e z = rcose.

o implicita: x> + y* + 2% = r2.

o cxplicita: z = £/1% — 22 — y2.

Exercicio 3.4 FEscreva as trés formas de representacao de um:
1. cone;
2. paraboloide eliptico; e

3. toro.

Em geral, uma fungao nao é suficiente para representar uma curva ou
superficie de interesse. Como solucao, véarias funcgoes sao usadas. Neste caso,
em muitas aplicacoes é importante saber a continuidade ou diferenciabi-
lidade nos pontos de “emenda”. Em Modelagem Geométrica é introduzido
o conceito de continuidade geométrica para melhor caracterizar estes
pontos de “emenda” quando se trata das funcoes paramétricas.

Uma, curva representada por duas funcoes paramétricas conectadas num
ponto P pode ter as derivadas & esquerda e a direita diferentes. Porém,
se existir uma reparametrizacdo através da qual as derivadas passam a ser
iguais, dizemos que a curva é geometricamente continua no ponto P,
mesmo que ela nao seja “diferencidvel”.

Exemplo 3.2 Uma curva f(t) definida por

(1) = { (t, %) para t <0
(2t,4t?) para t > 0
tem no ponto [0 0]' como a derivada ¢ esquerda [1 0]' e como derivada d
direita [2 0]'. Portanto, a curva ndo é diferencidvel no ponto [0 0]'. Se
substituirmos 2t por w (uma reparametrizacao), o derivada & direita passa
a ser [1 0. Conclui-se, entdo, que a curva é geometricamente continua em

[0 0.
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Exercicio 3.5 Mostre que as duas curvas
@)= =2t +283 =22+ 1" fot) = [t*+1 %), t€]0,1]

sdo O (diferencidvel de primeira ordem) continuas e nio G' (geometrica-
mente continuas de primeira ordem) no ponto fi1(1) = f2(0).

Os vetores normais em cada ponto de uma superficie paramétrica P(u,v)
podem ser obtidos com a experessao
_opP " oP
 Ou Ov

enquanto para representacoes implicitas f(z,y, z)

of of 0
(2,9} = V@9 = (. 5 2.

i{ P (u,v)}

Exercicio 3.6 Determine o vetor normal das seguintes superficies:
1. 22 = 4(2? + y?);
2. 8 =1ab” 2a0 ¢)', 0 <0 < Onmaz Pmin < ¢ < bima
3. e*cosy = 10.

Propriedades como robustez no processamento, simplicidade na sintese
e facilidade na interpretacao foram decisivas na evolug¢ao dos modelos ge-
ométricos. Os modelos analiticos mais comuns nos pacotes gréaficos tem for-
mas paramétricas e as fungoes utilizadas sdo polinomiais cujos coeficientes
tem uma semantica geométrica bem intuitiva.

Observagao 3.1 Na ultima década as funcoes implicitas ganharam popula-
ridade na modelagem de objetos “amorfos” ou “moles”, denominados blobby
objects.

Nesta disciplina detalharemos somente a representacdo por base polino-
mial de Bernstein — as curvas e superficies de Bézier e B-splines. Pode-se
mostrar que as funcoes de Bernstein {By, o(t), B1(t),- - -, Bnn(t)} definidas

como
n!

"’L . . . .
Bi(t) = )t =) = ———t (1 =)
=)ot =
formam uma base para o espacgo de polinémios de gran n, com a propriedade

> Bty =1 Vt.
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Exemplo 3.3 Quando n =2, as funcoes

Bao(t) = (1—1)%=1-2t++¢
Byi(t) = 2t(1—t)=2t—2t
Bao(t) = #*

constituem uma base do espaco de polinomios de grauw 2. Utilizando a no-
tacao matricial,

By o(t) 1 -2 1
Bos(t) | = [ 2t 1 ] —2 2 0
By (t) 1 0 0

A matriz quadrada é também conhecida como matriz-base de Bézier
(quadratica).

Exemplo 3.4 Quando n = 3, as fungoes

B3o(t) = (1-1)*=1-3t+3t* ¢
Bsi(t) = 3t(1 —t)* =3t — 6t +3t3
Bso(t) = 3t*(1—t) =3t> -3t
Baa(t) = t*

constituem uma base do espaco de polinomios de grau 3. Utilizando a no-
tacdo matricial,

Bso(t) 1 3 -3 1
Baa(t) | = IR |
B3 3(1) 1 0 0 0

A matriz quadrada é o matriz-base de Bézier (ctibica).
(Ver Fig. 11.20 do livro-texto de Foley.)

Exercicio 3.7 Esboce o grdfico das 3 fun¢oes de Bernstein de grau 2 e das
4 fungoes de Bernstein de grau 3. Verifigue que a soma das fungdes para
qualquer valor t € [0,1] € igual a 1!
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3.2.1 Curvas e Superficies de Bézier

Geometricamente, os pontos sobre as curvas de Bézier de grau n P(t),t €
[0,1] sao obtidos através da combinacdo convexa de um conjunto fixo de
pontos { Py, P1,-- -, P,} chamados pontos de controle com uso de fungoes
de Bernstein

P(t) =3 Bui(t)P;
1=0

E comum denominar a sequéncia dos pontos de controle de poligono de
controle.
(Ver Fig. 11.19 do livro-texto de Foley.)

Exercicio 3.8 Por que dizemos que a curva de Bézier é uma combinac¢ao
conveza dos seus pontos de controle?

Exemplo 3.5 Uma definicdgo paramétrica de pardbolas é
z(t) = (L= y(t)=1

que pode ser expressa na base de Bernstein como combinacdo convexa dos

1 0 0
T
P(t)z[x(t) ] =[é]BQ,o(t)+

Entre as propriedades das curvas de Bézier temos:

! ] Baalt)

8 ] Ba(t) +

e interpolacao dos pontos extermos

e 0s vetores tangentes dos pontos extremos tem a mesma direcdo dos
segmentos do poligono de controle.

e estd sempre localizado no fecho convexo do poligono de controle.

e ¢ invariante (em relacdo ao poligono de controle) sob transformagoes
lineares.

e ¢ invariante (em relacido ao poligono de controle) sob deslocamentos.

Exercicio 3.9 Dados quatro pontos de controle [1.0 1.0, [2.0 3.0]¢, [4.0 3.0]*
e [3.0 1.0]" de uma curva de Bézier. Determina P(0), P(0.15), P(0.35),
P(0.5), P(0.65), P(0.85) ¢ P(1.0).
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Por processo generativo (deslocando uma curva de Bézier ao longo da
outra) podemos ainda obter superficies de Bézier P(u,v) com uso de fungoes
de Bernstein através da combinacdo convexa entre os pontos resultantes da
combinacao convexa dos pontos de controle

2_: )Bm.i(v).

O reticulado de pontos de controle P;; definem a malha de controle da
superficie.

m
’LLU:
=0 7

)

(Ver Figs. 11.39 e 11.42 do livro-texto de Foley.)

Exercicio 3.10 Dados os 16 pontos de controle de uma superficie de Bézier

(—15,0,15) (—15,5,5) (- 15 5,-5) (- 15 0, —15)
(=5,5,15)  (=5,5,5) (=5,5,=5) (=5,5,~-15)
(5,5,15)  (5,5,5) (5, 5 25 (5, )
(15,0,15)  (15,5,5) (15,5, —5) (15,0,—15)

Determine os pontos P(0,0), P(0.25,0.25), P(0.5,0.25), P(0.75,0.75), P(1.0,1.0).

Observagao 3.2 Para visualizar curvas (superficies), € comum subdividi-
las em n segmentos (nm facetas) pequenos. Sendo em representa¢do pa-
ramétrica, uma forma seria fizar as variacoes dos parametros em intervalos
constantes, Au (Au e Av), e calcular os pontos P(iAu) (P(iAu, jAv)) com
i€{0,1,---,n} (i€{0,1,---.,n} eje{0,1,---,m}).
(Ver Figs. 11.35 e 11.44 do livro-texto de Foley.)

Hd, porém, técnicas computacionalmente muito mais eficientes como
algoritmo de DeCasteljau para subdivisio, que ndo discutiremos nesta
disciplina.

3.2.2 Curvas e Superficies de B-Splines

As curvas de Bézier sdo definidas sobre um intervalo de suporte, usualmente
[0,1]. As curvas de B-splines de grau n podem, por sua vez, descrever uma
sequéncia de curvas de Bézier de grau n conectadas suavemente entre si
(continuidade C™1). Como os intervalos de definicio das curvas de Bézier
que compodem a curva B-spline podem ser varidveis, é possivel obter curvas
que visualmente apresentam uma complexidade maior.
(Ver Fig. 11.22 do livro-texto de Foley.)

Analiticamente, é possivel representar uma curva de B-spline de grau

k —1 (ordem k) definida sobre o intevalo [t1,t,1,+1) com 0s nés ¢ < to <
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-+ < tpyk+1 cOMo uma combinacao convexa de n + 1 pontos de controle P;
utilizando fungoes Nj 1, () de suporte finito

n+1
P(t) = PNi(t).
i=1

Observagao 3.3 O vetor [ty ta t3 -+ tyyk+1] € conhecido como vetor de
nos.

A seguinte figura ilustra uma curva B-spline de ordem 4 (ciibica) cons-
tituida por 3 curvas de Bézier ctubica suavemente conectadas. Observe que
somente os pontos de controle P,, P3, Py e 15’5 influenciam na forma da curva.

4

0 1 2 3 4 5 6

A funcao N;(t), também conhecida como fungéo de base, pode ser
definida recursivamente a partir de

Nia(t) =

)

1 set; <t<ti
0 caso contrario.

(¢ = ti)Nig=1(t) | (tisk = )Nig1e-1(t)

N;i(t) =
ie(?) tivk—1 — ti Livk — tiv1

E adotada ainda a convencao % = 0.
(Ver Fig. 11.26 do livro-texto de Foley.)

Observacao 3.4 Hd mais opgoes para manipular as curvas B-splines que
as curvas de Bézier. Nas curvas de Bézier, as fromas geométricas podem
ser alteradas pelos pontos de controle e pelo grau da curva. Nas curvas
B-splines, além destes dois conjuntos de wvaridveis, as formas podem ser
afetadas através do espacamento dos intervalos entre t; e tiv1. Quando os
espacamentos forem iguais, dizemos que sao curvas B-splines uniformes;
caso contrdrio, curvas B-splines nao-uniformes.

(Ver Fig. 11.27 do livro-texto de Foley.)
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Exercicio 3.11 Na figura anterior, o vetor de nds ¢ igualmente espacado,
mais precisamente [0 12 3 4 5 6]. Como seriam os poligonos de controle das
curvas de Bézier cubicas que compoem a curva B-spline apresentado acima,
se o vetor de nds for diferentemente espacado [0 0 01 3 4 8 10 10 10]?

Exercicio 3.12 Dados quatro pontos de controle [1 1]t, [2 3], [4 3]' e [3 1]*
e o vetor de nds [0 0 1 3 5 5]. Determine P(1.5), P(2.5) e P(4.5).

De forma analoga as superficies de Bézier, as superficies B-splines podem
ser obtidas de forma generativa através do deslocamento das curvas de B-
splines no espaco, por uma malha de pontos de controle P;;:

m+1 n+1

P(u,v) = Z (Z PiiNj i, (u))Nj g, (v).

i=1 j=1

Observagao 3.5 O algoritmo de Boor ¢ um algoritmo similar ao al-
goritmo de DeCasteljau para computar os pontos das curvas e superficies
B-splines usando somente combinacoes lineares.

3.3 Geometria Construtiva

Uma, técnica apropriada para construcao de formas complexas por usudrios
nao-sepecialistas é a técnica construtiva. Esta técnica caracteriza-se por
obter um novo objeto a partir da combinacao entre os blocos geométricos
bésicos, chamados primitivas geométricas. Usualmente, os detalhes das
representagoes geométricas das primitivas geométricas e as implementacoes
das operagoes booleanas (unido, intersecao e diferenca) ficam transparentes
a0s Usuarios.

CSG (Constructive Solid Geometry) é o modelo que segue o principio
de geometria construtiva mais conhecido. Ele compreende um conjunto
de blocos sélidos elementres (como esfera, paralelepipedo, cilindro e cone) e
um conjunto de operadores booleanos regulares — operadores booleanos
(uniao, intersegao e diferenca) modificados para garantir o fechamento destas
operagoes sobre os sélidos.

(Ver Figs. 12.2 e 12.28 do livro-texto de Foley.)

A construgdo de um modelo CSG é naturalmente hierdrquica, que pode
ser representada por uma drvore bindria. Nesta arvore, os nds-folha re-
presentam as primitivas geométricas e os nés intermedidrios, os resultados
intermedidrios de operacoes booleanas.

(Ver Fig. 12.27 do livro-texto de Foley.)
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Exercicio 3.13 Descreva o logotipo da Unicamp com uso de paralelepipedos
e cilindros de tamanhos varidveis. Represente a sua descricao através de
uma drvore bindria.

3.4 Classificacao do Espaco Particionado

Uma outra técnica apropriada para descrever um objeto é particionar o es-
paco onde ele estd imerso em células e classificar a ocupacao dessas células
pelo objeto. O objeto é entao representado pelo aglomerado das células clas-
sificadas como ocupadas. O tamanho da célula varia com o interesse de cada
aplicacao. Quando se trata de um espaco bidimensional, a célula é deno-
minada pixel (picture element) eas células 3D de um espaco tridimensional
sao chamadas voxel (volume element).
(Ver Figs. 12.20 e 12.21 do livro-texto de Foley.)

Se o espago é particionado em células de mesmo tamanho, é comum
utilizar matrizes para armazenar os atributos de cada célula. Uma alterna-
tiva eficiente para representar o espaco ocupado seria, porém, subdividir as
células em tamanhos iguais somente quando elas sao parcialmente ocupadas.

(Ver Fig. 12.25 do livro-texto de Foley.)

Essa subdivisao adaptativa induz uma hierarquia na representacao das
células que pode ser descrita com uso de uma arvore, cujos nos-folha sao
células ocupadas.

(Ver Figs. 12.22 e 12.23 do livro-texto de Foley.)

Para visualizar os objetos modelados como um aglomerado de células, é
feito um pré-processamento de extracao das faces das células que correspon-
dem ao bordo do objeto. O método mais antigo, ainda muito utilizado, é o
método marching cube.

(Ver Fig. 12.20 do livro-texto de Foley.)

Exercicio 3.14 Represente o logotipo da Unicamp como um subespaco de
um espaco de células de tamanhos iguais.

3.5 Representacao Polinomial de Secoes Conicas

As secoes conicas ou superficies quadraticas sao as formas analiticas mais
utilizadas nas aplicacoes de Engenharia. Exceto as pardbolas, as elipses e as
hipérboles nao sao possiveis de serem representadas por funcoes polinomi-
nais. Entretanto, podemos utilizar o fato de que qualquer se¢ao conica em
2 pode ser obtida como a projecio de uma pardbola em R? e descrevé-la,
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como uma projecio de uma curva de Bézier em R? usando as nocoes de
Geometria Projetiva.

Uma, forma tipica para obter a projecio de uma figura em R? num plano
é escolher a origem do sistema de coordenadas cartesiano do R®* como o
centro de projecao e o plano z = 1 como o plano de projecao. Neste
caso, todos os pontos (wz,wy,w)! ao longo de uma linha que passa pela
origem sao projetados no ponto (z,y,1) do plano z = 1 e todos os planos
que passam pela origem sio projetados numa linha no plano z = 1. As
linhas paralelas uma linha [ sobre o plano z = 1, como linhas definidas pelos
pontos (z,y,0)!, interceptam / em um mesmo ponto no infinito, e as outras
linhas interceptam z = 1 em diferentes pontos no finito. O plano z assim
definido permite representar uniformemente os pontos no finito e no infinito.
Ele é denominado o plano projetivo.

(Ver Fig. 5.5 do livro-texto de Foley.)

Os pontos de um plano projetivo sao representados por trés coordena-
das ao invés de duas coordenadas. As trés coordenadas utilizadas para
representar um ponto do plano projetivo é conhecido como coordenadas
homogéneas. Para a projecdo que definimos, exceto para os pontos no in-
finito, as coordenadas do espago usual podem ser facilmente obtidas através
da divisao das coordenadas dos pontos no plano projetivo pela terceira co-
ordenada adicional. Esta terceria coordenada é conhecida como peso no
contexto de Modelagem Geométrica.

Com isso, podemos representar os pontos de uma secao conica como a
projegao de uma curva de Bézier quadratica P(t) = [wz(t) wy(t) w]’ definida
pelos pontos de controle [wyzo woyo wol', [w1z1 wiyy w1l e [womg ways we]t
em R sobre plano z = 1, ou seja,

woboB2,0(t) + wi1b1Ba 1 (t) + wabyBo o (t)
woBa(t) + w1 Boi(t) + woBao(t)

P(t) =

onde bz' = [Jil yi]t.
A este tipo de representacao, na qual as coordenadas de cada ponto sao
obtidas como divisao de polindmios, denomina-se representacgao racional.
Foi demonstrado que quando a razao s entre o segmento definido pelo
ponto médio M = w e o ponto P(%) e o segmento definido por M e by
for

e igual a %, entao temos uma pardbola.

1

e menor que 3, entao temos uma elipse.

e maior que %, entao temos hipérbole.
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Exemplo 3.6 A forma paramétrica conhecida de uma circunferéncia

1 —¢2 2t
= r—
Y 14+¢2

e

€ equivalente a uma curva de Bézier racional com os pontos de controle
bo=1[r 0], by =[rr]t eby=1[0r]" e o0s pesos wy = wy; =1 e wy = 2.

Exercicio 3.15 Observe que os parametros do Exemplo 3.6 satisfazem as
condi¢oes de uma elipse.



