
Cap��tulo 3

Modelagem Geom�etrica

Modelos geom�etricos s~ao pe�cas fundamentais em s��ntese e an�alise de ima-
gens. Em termos de algoritmos de s��ntese (ou determina�c~ao sint�etica da
luminância/brilhância), duas informa�c~oes geom�etricas s~ao essenciais: po-
si�c~ao de cada ponto (tamb�em conhecido com v�ertice) e o vetor normal de
superf��cie associado a cada posi�c~ao. Um dos focos de pesquisa na �area de
Modelagem Geom�etrica �e prover mecanismos mais simples para descrever de
forma intuitiva estas informa�c~oes. Quando se trata de an�alise de imagens,
os modelos geom�etricos podem ser utilizados como a ponte entre imagens e
os algoritmso que determinam grandezas geom�etricas, como �area e volume,
dos objetos capturados nas imagens.

3.1 V�ertices e Vetores Normais

Uma forma mais simples, por�em trabalhosa, para descrever a geometria de
uma superf��cie �e aproxim�a-la por poliedros de faces poligonais orient�aveis.
As aproxima�c~oes mais utilizadas s~ao as quadrilaterias e triangulares, ten-
do estas �ultimas a vantagem de possuirem a propriedade de planaridade.
Esta descri�c~ao pode ser trivialmente implementada com uso de duas listas:
uma lista de v�ertices e a outra de faces. Na lista de v�ertices cada entrada
cont�em as coordenadas de um v�ertice e na lista de faces as referências a
estas entradas.

(Ver Fig. 11.3 do livro-texto de Foley.)

Exerc��cio 3.1 Descreva um paralelep��pedo \orient�avel", isto �e de faces ori-

ent�aveis, com uso de 8 v�ertices: [0 0 1]t, [3 0 1]t, [3 2 1]t, [0 2 1]t, [0 0 0]t,
[3 0 0]t, [3 2 0]t e [0 2 0]t.
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A orientabilidade das faces permite determinar o vetor normal ~n de cada
face por meio dos seus três v�ertices ~v1, ~v2 e ~v3 tomados sequencialmente num
sentido de orienta�c~ao �xo

~n = ~v1 ~v2 � ~v2 ~v3:

Se o poliedro for uma aproxima�c~ao de uma superf��cie suave, �e comum
determinar o vetor normal no v�ertice P como a m�edia dos vetores normais
de todas as faces adjacentes a P .

Exerc��cio 3.2 Aproxime uma esfera de raio unit�ario por um icosaedro. De-

termine os v�ertices do icosaedro e os vetores normais em

1. 20 faces triangulares.

2. 10 v�ertices.

A codi�ca�c~ao da superf��cie aproximada por duas listas n~ao explicita a re-
la�c~ao das arestas, o que di�culta a visualiza�c~ao destes elementos geom�etricos.
Se quisermos visualiz�a-las, teremos que \desenh�a-las" duas vezes, percorren-
do todas as faces. Estruturas de dados mais complexas, com base em grafos,
foram propostas para representar explicitamente as rela�c~oes de adjacência
como v�ertice{aresta, aresta{aresta, v�ertice{face e aresta{face.

(Ver Fig. 11.4 do livro-texto de Foley.)
A estrutura pioneira �e a estrutura denominada winged-edge data structu-

re com a qual foi introduzida o modelo de representa�c~ao por bordo (boundary
representation) ou simplesmente Brep.

Exerc��cio 3.3 Represente o paralelep��pedo do Exerc��cio 3.1 e a esfera do

Exerc��cio 3.2 usando o modelo Brep.

3.2 Representa�c~oes Anal��ticas de Curvas e Superf��cies

As representa�c~oes anal��ticas, al�em de prover uma descri�c~ao mais precisa e
compacta, nos permitem obter facilmente os pontos intermedi�arios entre os
v�ertices. Isso facilita a manipula�c~ao dos objetos geom�etricos.

Distinguem-se três formas para representar um objeto geom�etrico:

param�etricas : as coordenadas dos pontos s~ao fun�c~oes de parâmetros.

imp��citas : a rela�c~ao entre as n coordenadas dos pontos do objeto �e ex-
pressa por uma fun�c~ao de n vari�aveis. Tal fun�c~ao estabelece, de fato,
o lugar geom�etrico dos pontos do objeto.
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expl��citas : uma coordenada �e dada explicitamente em fun�c~ao de todas as
outras.

Exemplo 3.1 A representa�c~ao do lugar geom�etrico dos pontos de uma es-

fera de raio r na forma

� param�etrica: x = rcos�sen�, y = rsen�sen� e z = rcos�.

� impl��cita: x2 + y2 + z2 = r2.

� expl��cita: z = �
p
r2 � x2 � y2.

Exerc��cio 3.4 Escreva as três formas de representa�c~ao de um:

1. cone;

2. parabol�oide el��ptico; e

3. toro.

Em geral, uma fun�c~ao n~ao �e su�ciente para representar uma curva ou
superf��cie de interesse. Como solu�c~ao, v�arias fun�c~oes s~ao usadas. Neste caso,
em muitas aplica�c~oes �e importante saber a continuidade ou diferenciabi-
lidade nos pontos de \emenda". Em Modelagem Geom�etrica �e introduzido
o conceito de continuidade geom�etrica para melhor caracterizar estes
pontos de \emenda" quando se trata das fun�c~oes param�etricas.

Uma curva representada por duas fun�c~oes param�etricas conectadas num
ponto P pode ter as derivadas �a esquerda e �a direita diferentes. Por�em,
se existir uma reparametriza�c~ao atrav�es da qual as derivadas passam a ser
iguais, dizemos que a curva �e geometricamente cont��nua no ponto P ,
mesmo que ela n~ao seja \diferenci�avel".

Exemplo 3.2 Uma curva f(t) de�nida por

f(t) =

(
(t; t2) para t < 0
(2t; 4t2) para t � 0

tem no ponto [0 0]t como a derivada �a esquerda [1 0]t e como derivada �a
direita [2 0]t. Portanto, a curva n~ao �e diferenci�avel no ponto [0 0]t. Se

substituirmos 2t por w (uma reparametriza�c~ao), a derivada �a direita passa

a ser [1 0]t. Conclui-se, ent~ao, que a curva �e geometricamente cont��nua em

[0 0]t.
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Exerc��cio 3.5 Mostre que as duas curvas

f1(t) = [t2 � 2t+ 2 t3 � 2t2 + t]t f2(t) = [t2 + 1 t3]t; t 2 [0; 1]

s~ao C1 (diferenci�avel de primeira ordem) cont��nuas e n~ao G1 (geometrica-

mente cont��nuas de primeira ordem) no ponto f1(1) = f2(0).

Os vetores normais em cada ponto de uma superf��cie param�etrica P (u; v)
podem ser obtidos com a experess~ao

~nfP (u; v)g =
@P

@u
�

@P

@v

enquanto para representa�c~oes impl��citas f(x; y; z)

~nf(x; y; z)g = rf(x; y; z) = (
@f

@x
;
@f

@y
;
@f

@z
):

Exerc��cio 3.6 Determine o vetor normal das seguintes superf��cies:

1. z2 = 4(x2 + y2);

2. S = [a�2 2a� �]t; 0 � � � �max �min � � � �max;

3. excosy = 10.

Propriedades como robustez no processamento, simplicidade na s��ntese
e facilidade na interpreta�c~ao foram decisivas na evolu�c~ao dos modelos ge-
om�etricos. Os modelos anal��ticos mais comuns nos pacotes gr�a�cos tem for-
mas param�etricas e as fun�c~oes utilizadas s~ao polinomiais cujos coe�cientes
tem uma semântica geom�etrica bem intuitiva.

Observa�c~ao 3.1 Na �ultima d�ecada as fun�c~oes impl��citas ganharam popula-

ridade na modelagem de objetos \amorfos" ou \moles", denominados blobby

objects.

Nesta disciplina detalharemos somente a representa�c~ao por base polino-
mial de Bernstein { as curvas e superf��cies de B�ezier e B-splines. Pode-se
mostrar que as fun�c~oes de Bernstein fBn;0(t); Bn;1(t); � � � ; Bn;n(t)g de�nidas
como

Bn;i(t) =

 
n

i

!
ti(1� t)n�i =

n!

i!(n� i)!
ti(1� t)n�i

formam uma base para o espa�co de polinômios de gran n, com a propriedadeX
Bn;i(t) = 1 8t:
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Exemplo 3.3 Quando n = 2, as fun�c~oes

B2;0(t) = (1� t)2 = 1� 2t+ t2

B2;1(t) = 2t(1� t) = 2t� 2t2

B2;2(t) = t2

constituem uma base do espa�co de polinômios de grau 2. Utilizando a no-

ta�c~ao matricial,2
64 B2;0(t)
B2;1(t)
B2;2(t)

3
75 =

h
t2 t 1

i 264 1 �2 1
�2 2 0
1 0 0

3
75

A matriz quadrada �e tamb�em conhecida como matriz-base de B�ezier

(quadr�atica).

Exemplo 3.4 Quando n = 3, as fun�c~oes

B3;0(t) = (1� t)3 = 1� 3t+ 3t2 � t3

B3;1(t) = 3t(1� t)2 = 3t� 6t2 + 3t3

B3;2(t) = 3t2(1� t) = 3t2 � 3t3

B3;3(t) = t3

constituem uma base do espa�co de polinômios de grau 3. Utilizando a no-

ta�c~ao matricial,2
6664
B3;0(t)
B3;1(t)
B3;2(t)
B3;3(t)

3
7775 =

h
t3 t2 t 1

i
2
6664
�1 3 �3 1
3 �6 3 0
�3 3 0 0
1 0 0 0

3
7775

A matriz quadrada �e a matriz-base de B�ezier (c�ubica).

(Ver Fig. 11.20 do livro-texto de Foley.)

Exerc��cio 3.7 Esboce o gr�a�co das 3 fun�c~oes de Bernstein de grau 2 e das

4 fun�c~oes de Bernstein de grau 3. Veri�que que a soma das fun�c~oes para

qualquer valor t 2 [0; 1] �e igual a 1!
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3.2.1 Curvas e Superf��cies de B�ezier

Geometricamente, os pontos sobre as curvas de B�ezier de grau n P (t); t 2
[0; 1] s~ao obtidos atrav�es da combina�c~ao convexa de um conjunto �xo de
pontos fP0; P1; � � � ; Png chamados pontos de controle com uso de fun�c~oes
de Bernstein

P (t) =
nX

i=0

Bn;i(t)Pi:

�E comum denominar a sequência dos pontos de controle de pol��gono de

controle.
(Ver Fig. 11.19 do livro-texto de Foley.)

Exerc��cio 3.8 Por que dizemos que a curva de B�ezier �e uma combina�c~ao

convexa dos seus pontos de controle?

Exemplo 3.5 Uma de�ni�c~ao param�etrica de par�abolas �e

x(t) = (1� t)2 y(t) = t2

que pode ser expressa na base de Bernstein como combina�c~ao convexa dos

pontos

"
1
0

#
,

"
0
0

#
e

"
0
1

#

P (t) =

"
x(t)
y(t)

#
=

"
1
0

#
B2;0(t) +

"
0
0

#
B2;1(t) +

"
0
1

#
B2;2(t)

Entre as propriedades das curvas de B�ezier temos:

� interpola�c~ao dos pontos extermos

� os vetores tangentes dos pontos extremos tem a mesma dire�c~ao dos
segmentos do pol��gono de controle.

� est�a sempre localizado no fecho convexo do pol��gono de controle.

� �e invariante (em rela�c~ao ao pol��gono de controle) sob transforma�c~oes
lineares.

� �e invariante (em rela�c~ao ao pol��gono de controle) sob deslocamentos.

Exerc��cio 3.9 Dados quatro pontos de controle [1:0 1:0]t, [2:0 3:0]t, [4:0 3:0]t

e [3:0 1:0]t de uma curva de B�ezier. Determina P (0), P (0:15), P (0:35),
P (0:5), P (0:65), P (0:85) e P (1:0).
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Por processo generativo (deslocando uma curva de B�ezier ao longo da
outra) podemos ainda obter superf��cies de B�ezier P (u; v) com uso de fun�c~oes
de Bernstein atrav�es da combina�c~ao convexa entre os pontos resultantes da
combina�c~ao convexa dos pontos de controle

P (u; v) =
mX
i=0

(
nX

j=0

PijBn;j(u))Bm;i(v):

O reticulado de pontos de controle Pij de�nem a malha de controle da
superf��cie.

(Ver Figs. 11.39 e 11.42 do livro-texto de Foley.)

Exerc��cio 3.10 Dados os 16 pontos de controle de uma superf��cie de B�ezier2
6664

(�15; 0; 15) (�15; 5; 5) (�15; 5;�5) (�15; 0;�15)
(�5; 5; 15) (�5; 5; 5) (�5; 5;�5) (�5; 5;�15)
(5; 5; 15) (5; 5; 5) (5; 5;�5) (5; 5;�15)
(15; 0; 15) (15; 5; 5) (15; 5;�5) (15; 0;�15)

3
7775

Determine os pontos P (0; 0), P (0:25; 0:25), P (0:5; 0:25), P (0:75; 0:75), P (1:0; 1:0).

Observa�c~ao 3.2 Para visualizar curvas (superf��cies), �e comum subdivid��-

las em n segmentos (nm facetas) pequenos. Sendo em representa�c~ao pa-

ram�etrica, uma forma seria �xar as varia�c~oes dos parâmetros em intervalos

constantes, �u (�u e �v), e calcular os pontos P (i�u) (P (i�u; j�v)) com
i 2 f0; 1; � � � ; ng (i 2 f0; 1; � � � ; ng e j 2 f0; 1; � � � ;mg).

(Ver Figs. 11.35 e 11.44 do livro-texto de Foley.)
H�a, por�em, t�ecnicas computacionalmente muito mais e�cientes como

algoritmo de DeCasteljau para subdivis~ao, que n~ao discutiremos nesta

disciplina.

3.2.2 Curvas e Superf��cies de B-Splines

As curvas de B�ezier s~ao de�nidas sobre um intervalo de suporte, usualmente
[0; 1]. As curvas de B-splines de grau n podem, por sua vez, descrever uma
sequência de curvas de B�ezier de grau n conectadas suavemente entre si
(continuidade Cn�1). Como os intervalos de de�ni�c~ao das curvas de B�ezier
que comp~oem a curva B-spline podem ser vari�aveis, �e poss��vel obter curvas
que visualmente apresentam uma complexidade maior.

(Ver Fig. 11.22 do livro-texto de Foley.)
Analiticamente, �e poss��vel representar uma curva de B-spline de grau

k � 1 (ordem k) de�nida sobre o intevalo [t1; tn+k+1) com os n�os t1 < t2 <
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� � � < tn+k+1 como uma combina�c~ao convexa de n+1 pontos de controle Pi

utilizando fun�c~oes Ni;k(t) de suporte �nito

P (t) =
n+1X
i=1

PiNi;k(t):

Observa�c~ao 3.3 O vetor [t1 t2 t3 � � � tn+k+1] �e conhecido como vetor de
n�os.

A seguinte �gura ilustra uma curva B-spline de ordem 4 (c�ubica) cons-
titu��da por 3 curvas de B�ezier c�ubica suavemente conectadas. Observe que
somente os pontos de controle P2, P3, P4 e P5 in
uenciam na forma da curva.

654320 1

P1

P2

P3

P4

P5

P6

A fun�c~ao Ni;k(t), tamb�em conhecida como fun�c~ao de base, pode ser
de�nida recursivamente a partir de

Ni;1(t) =

(
1 se ti � t < ti+1
0 caso contr�ario:

e

Ni;k(t) =
(t� ti)Ni;k�1(t)

ti+k�1 � ti
+

(ti+k � t)Ni+1;k�1(t)

ti+k � ti+1
:

�E adotada ainda a conven�c~ao 0

0
= 0.

(Ver Fig. 11.26 do livro-texto de Foley.)

Observa�c~ao 3.4 H�a mais op�c~oes para manipular as curvas B-splines que

as curvas de B�ezier. Nas curvas de B�ezier, as fromas geom�etricas podem

ser alteradas pelos pontos de controle e pelo grau da curva. Nas curvas

B-splines, al�em destes dois conjuntos de vari�aveis, as formas podem ser

afetadas atrav�es do espa�camento dos intervalos entre ti e ti+1. Quando os

espa�camentos forem iguais, dizemos que s~ao curvas B-splines uniformes;

caso contr�ario, curvas B-splines n~ao-uniformes.

(Ver Fig. 11.27 do livro-texto de Foley.)
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Exerc��cio 3.11 Na �gura anterior, o vetor de n�os �e igualmente espa�cado,

mais precisamente [0 1 2 3 4 5 6]. Como seriam os pol��gonos de controle das

curvas de B�ezier c�ubicas que comp~oem a curva B-spline apresentado acima,

se o vetor de n�os for diferentemente espa�cado [0 0 0 1 3 4 8 10 10 10]?

Exerc��cio 3.12 Dados quatro pontos de controle [1 1]t, [2 3]t, [4 3]t e [3 1]t

e o vetor de n�os [0 0 1 3 5 5]. Determine P (1:5), P (2:5) e P (4:5).

De forma an�aloga �as superf��cies de B�ezier, as superf��cies B-splines podem
ser obtidas de forma generativa atrav�es do deslocamento das curvas de B-
splines no espa�co, por uma malha de pontos de controle Pij :

P (u; v) =
m+1X
i=1

(
n+1X
j=1

PijNj;k1(u))Ni;k2(v):

Observa�c~ao 3.5 O algoritmo de Boor �e um algoritmo similar ao al-

goritmo de DeCasteljau para computar os pontos das curvas e superf��cies
B-splines usando somente combina�c~oes lineares.

3.3 Geometria Construtiva

Uma t�ecnica apropriada para constru�c~ao de formas complexas por usu�arios
n~ao-sepecialistas �e a t�ecnica construtiva. Esta t�ecnica caracteriza-se por
obter um novo objeto a partir da combina�c~ao entre os blocos geom�etricos
b�asicos, chamados primitivas geom�etricas. Usualmente, os detalhes das
representa�c~oes geom�etricas das primitivas geom�etricas e as implementa�c~oes
das opera�c~oes booleanas (uni~ao, interse�c~ao e diferen�ca) �cam transparentes
aos usu�arios.

CSG (Constructive Solid Geometry) �e o modelo que segue o princ��pio
de geometria construtiva mais conhecido. Ele compreende um conjunto
de blocos s�olidos elementres (como esfera, paralelep��pedo, cilindro e cone) e
um conjunto de operadores booleanos regulares { operadores booleanos
(uni~ao, interse�c~ao e diferen�ca) modi�cados para garantir o fechamento destas
opera�c~oes sobre os s�olidos.

(Ver Figs. 12.2 e 12.28 do livro-texto de Foley.)
A constru�c~ao de um modelo CSG �e naturalmente hier�arquica, que pode

ser representada por uma �arvore bin�aria. Nesta �arvore, os n�os-folha re-
presentam as primitivas geom�etricas e os n�os intermedi�arios, os resultados
intermedi�arios de opera�coes booleanas.

(Ver Fig. 12.27 do livro-texto de Foley.)
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Exerc��cio 3.13 Descreva o logotipo da Unicamp com uso de paralelep��pedos

e cilindros de tamanhos vari�aveis. Represente a sua descri�c~ao atrav�es de

uma �arvore bin�aria.

3.4 Classi�ca�c~ao do Espa�co Particionado

Uma outra t�ecnica apropriada para descrever um objeto �e particionar o es-
pa�co onde ele est�a imerso em c�elulas e classi�car a ocupa�c~ao dessas c�elulas
pelo objeto. O objeto �e ent~ao representado pelo aglomerado das c�elulas clas-
si�cadas como ocupadas. O tamanho da c�elula varia com o interesse de cada
aplica�c~ao. Quando se trata de um espa�co bidimensional, a c�elula �e deno-
minada pixel (picture element) eas c�elulas 3D de um espa�co tridimensional
s~ao chamadas voxel (volume element).

(Ver Figs. 12.20 e 12.21 do livro-texto de Foley.)
Se o espa�co �e particionado em c�elulas de mesmo tamanho, �e comum

utilizar matrizes para armazenar os atributos de cada c�elula. Uma alterna-
tiva e�ciente para representar o espa�co ocupado seria, por�em, subdividir as
c�elulas em tamanhos iguais somente quando elas s~ao parcialmente ocupadas.

(Ver Fig. 12.25 do livro-texto de Foley.)
Essa subdivis~ao adaptativa induz uma hierarquia na representa�c~ao das

c�elulas que pode ser descrita com uso de uma �arvore, cujos n�os-folha s~ao
c�elulas ocupadas.

(Ver Figs. 12.22 e 12.23 do livro-texto de Foley.)
Para visualizar os objetos modelados como um aglomerado de c�elulas, �e

feito um pr�e-processamento de extra�c~ao das faces das c�elulas que correspon-
dem ao bordo do objeto. O m�etodo mais antigo, ainda muito utilizado, �e o
m�etodo marching cube.

(Ver Fig. 12.20 do livro-texto de Foley.)

Exerc��cio 3.14 Represente o logotipo da Unicamp como um subespa�co de

um espa�co de c�elulas de tamanhos iguais.

3.5 Representa�c~ao Polinomial de Se�c~oes Cônicas

As se�c~oes cônicas ou superf��cies quadr�aticas s~ao as formas anal��ticas mais
utilizadas nas aplica�c~oes de Engenharia. Exceto as par�abolas, as elipses e as
hip�erboles n~ao s~ao poss��veis de serem representadas por fun�c~oes polinomi-
nais. Entretanto, podemos utilizar o fato de que qualquer se�c~ao cônica em
<2 pode ser obtida como a proje�c~ao de uma par�abola em <3 e descrevê-la
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como uma proje�c~ao de uma curva de B�ezier em <3 usando as no�c~oes de
Geometria Projetiva.

Uma forma t��pica para obter a proje�c~ao de uma �gura em <3 num plano
�e escolher a origem do sistema de coordenadas cartesiano do <3 como o
centro de proje�c~ao e o plano z = 1 como o plano de proje�c~ao. Neste
caso, todos os pontos (wx;wy;w)t ao longo de uma linha que passa pela
origem s~ao projetados no ponto (x; y; 1) do plano z = 1 e todos os planos
que passam pela origem s~ao projetados numa linha no plano z = 1. As
linhas paralelas uma linha l sobre o plano z = 1, como linhas de�nidas pelos
pontos (x; y; 0)t, interceptam l em um mesmo ponto no in�nito, e as outras
linhas interceptam z = 1 em diferentes pontos no �nito. O plano z assim
de�nido permite representar uniformemente os pontos no �nito e no in�nito.
Ele �e denominado o plano projetivo.

(Ver Fig. 5.5 do livro-texto de Foley.)
Os pontos de um plano projetivo s~ao representados por três coordena-

das ao inv�es de duas coordenadas. As três coordenadas utilizadas para
representar um ponto do plano projetivo �e conhecido como coordenadas

homogêneas. Para a proje�c~ao que de�nimos, exceto para os pontos no in-
�nito, as coordenadas do espa�co usual podem ser facilmente obtidas atrav�es
da divis~ao das coordenadas dos pontos no plano projetivo pela terceira co-
ordenada adicional. Esta terceria coordenada �e conhecida como peso no
contexto de Modelagem Geom�etrica.

Com isso, podemos representar os pontos de uma se�c~ao cônica como a
proje�c~ao de uma curva de B�ezier quadr�atica P (t) = [wx(t) wy(t) w]t de�nida
pelos pontos de controle [w0x0 w0y0 w0]

t, [w1x1 w1y1 w1]
t e [w2x2 w2y2 w2]

t

em <3 sobre plano z = 1, ou seja,

P (t) =
w0b0B2;0(t) + w1b1B2;1(t) + w2b2B2;2(t)

w0B2;0(t) + w1B2;1(t) + w2B2;2(t)
;

onde bi = [xi yi]
t.

A este tipo de representa�c~ao, na qual as coordenadas de cada ponto s~ao
obtidas como divis~ao de polinômios, denomina-se representa�c~ao racional.

Foi demonstrado que quando a raz~ao s entre o segmento de�nido pelo
ponto m�edio M = b0+b2

2
e o ponto P (1

2
) e o segmento de�nido por M e b1

for

� igual a 1

2
, ent~ao temos uma par�abola.

� menor que 1

2
, ent~ao temos uma elipse.

� maior que 1

2
, ent~ao temos hip�erbole.
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M

b0

b1

b2

P (1
2
)

Exemplo 3.6 A forma param�etrica conhecida de uma circunferência

x = r
1� t2

1 + t2
y = r

2t

1 + t2

�e equivalente a uma curva de B�ezier racional com os pontos de controle

b0 = [r 0]t, b1 = [r r]t e b2 = [0 r]t e os pesos w0 = w1 = 1 e w2 = 2.

Exerc��cio 3.15 Observe que os parâmetros do Exemplo 3.6 satisfazem as

condi�c~oes de uma elipse.


